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E. 


Kalender Ut Uatlsstab ffii die bärger- 
licbe Zeit and Zeitrechnung. Die Muds* 
einheit gibt nni die Natnr anmittelbar, 
indem die Erde in conitant bleibendem 
Zeitabatande um ihre Aae und in einem 
ebenfalU conatant bleibenden Zeitabatande 
nm die Sonne aich dreht. Beide Zeit- 
maalaeinheiten aind allen Erdbewohnern 
ohne Ansnahme gleich ingänglich, daher 
man eie schon in dem graneaten Alter- 
thnm nnd anf allen Orten der Erdober- 
fläche als Maafaeinheiten anerkannt fin- 
det, indem bei Jedermann das Bedürfnifa 
inr Zeitmesanng mit seinem ganzen Le- 
ben Terwebt ist. 

Ungeachtet man nur nüthig hat, den 
scheinbaren Gang der Sonne zu beobach- 
ten nm das Zeitmaafa zn erhalten , wird 
doch die Zeitmessung dadurch znsammen- 
gesetit nnd schwierig, dafa cs dem Schö- 
pfer gefallen hat, beide Zeitabstände, den 
för die Drehnng der Erde um ihre Axe 
nnd den fQr den Umlauf der Erde in der 
Ekliptik, nämlich die Zeit eines Tages 
nnd die Zeit eines Jahres mit einander 
incommensnrabel zu machen. Beidei 
bedürnn wir aber, denn wir haben täg- 
lich wiederkehrende und jährlich wieder- 
kehrendo Lebensverhältnisse, Verrichtnn- 
gen, solche die nach Theilen des Tages 
nnd solche , die nach Theilen des Jahres 
abgemessen werden. Der Naturforscher 
zählt nach Secunden , der Geschichtsfor- 
scher nach Jahren nnd nach Perioden 
von Jahrhunderten. 

Der künstliche Haafsstab für den Tag 
nnd die Theile des Tages ist die Uhr, 
der für das Jahr und die Theile des Jah- 
res der Kalender, allein Uhrmacher and 
Kalendermachor haben nie Hand ln Hand 
gehen können and sie können es heut 
noch nicht. Beide haben ans mit rieh- 
IV. 


tiger bürgerlicher Zeit zu versehen; der 
Uhrmacher kümmert aich aber nnr um 
den constanten Tag und seine Theile, 
der Ealendermacher dagegen hat die bür- 
gerliche Zeit mit der astronomischen in 
Eintracht zn bringen. 

Man theilt den Tag in 34 Standen, die 
Stande in 60 Minnten , die Minute in 60 
Secunden. Das tropische Jahr, wel- 
ches un.serer bürgerlichen Zeit zn Grunde 
liegt, wird durch die Zeit bestimmt, in 
welcher die Erde von dem Frühlingspnnkt 
der Ekliptik ab fortgeht bis sie wiederum 
anf den Frühlingspnnkt triflt. Da aber 
dieser Frühlingspnnkt alle Jahr nm öO,l 
Bogensecunden der Erde entgegen kommt, 
so heschreibt die Erde nnr einen Bogen 
von 360° — 50,1" nnd die Zeit, in der 
dies geschieht, beträgt 365 Tage 5 Stun- 
den 48 Minnten und 51 Secunden, diese 
Secunden noch mit Decimalen. 

Es ist möglich , dafs wenn man die 
Zeitseennde in 60 Terzien, diese in 60 
Quarten, diese in 60 Quinten n. s. w. 
eintheilt, das tropische Jahr mit dem 
Tage commensnrabel wird; es ist jedoch 
zu erwägen, dafs das tropische Jahr durch 
Beobachtung mit Winkelinstmmenten er- 
mittelt ist and dafs diese, so aufseror- 
dentlich scharf sie schon ausgeführt, wenn 
sie noch schärfer sollten hergestellt wer- 
den können, immer als Menschenwerk 
nnvollkommen bleiben werden, so dafs 
man mit der eben angeführten Zeit des 
Jahres, als sehr nahe der wirkli- 
chen wird zufrieden bleiben müssen. 

Die Geschichte des Kalenders ist weit- 
läufig und ich will nur einige Perioden, 
die auf unseren heutigen Kalender infln- 
iren, kurz anfführen. 

Im Alterthum suchte man den Mond- 
lanf mit dem Sonnenlauf in Ueberein- 
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»timmnng zu bringen man hatte ein 
Jahr zu 12, das folgende zu 13 Monaten. 
Da aber der Mond nnbekümmert um die 
Sonne seinen eigenen Gang gebt, so ent- 
stand bald Verwirrung. Hierauf nahm 
man 60 Monate auf 4 Jahr; auch dies 
hielt nur eine ^eile ans. Solon endlich 
fand sich veraulafst, die Sonne ganz zu 
ignorireii und nur nach Monden zu rech- 
nen, Ton denen immer einer 29, der fol- 
gende 30 Tage hatte, was natürlich auch 
nicht lange Stich halten konnte. Heber 
diese Verwirrung macht Oristophanes 
einen Witz: Diana, die Güttin des Mon- 
des klagt, dafs die Menschen an ihr Er- 
scheinen nicht mehr sich kehrten und 
die Götter, welche zu der Zeit sieh rer- 
sammelten, um die ron den Athenern 
ihnen gebührenden Opfermahle eiuznneh- 
men, müfsten halb rerhungert in den 
Olymp znrnekkehren. 

Ni(m manchen Abänderungen durch 
Schaltmonate, wie später auf Mosis Ge- 
heifs die Juden nur Mondenjahre haben 
durften, in welche zur Uebereinstimmung 
mit den Sonnenjabren Monate eingeschal- 
tet wurden, erfand Metoo, Athenischer 
Astronom , 400 Jahr v. Chr. die berühmte 
19jährige Periode, in welcher 12 Jahre 
aus 12 Monaten und 7 Jahre aus 13 Mo- 
naten, also 19 Jahre aus 235 Monaten, 
125 zu 30 und 110 zu 29 Tagen bestan- 
den. Zu Ende solcher Periode von 19 
Jahren geht der Sonnenlauf mit dem 
Mondlanf um noch nicht ganz 2 Stunden 
auseinander, und somit dauerte diese 
Zeitrechnung 102 Jahre, wo sie Ton Ka- 
lippus dahin verbessert wurde, dafs er 4 
Meton'sche Perioden von 27760 Tagen 
nm einen Tag verkürzte und sie auf 27759 
Tage reducirte. Die Kalipp'sche Periode 
ist also der Meton'schen, was später der 
Oregoriansche Kalender dem Julianschen 


in 2 Monaten Januarius und Febmarins 
hinzu, und hatte somit ein Jahr von 355 
Tagen mit 12 Monaten geschaffen. 

Die Folge von diesem Kalender war, 
dafs von Jahr zn Jahr die Nachtgleiche 
immer später kam als sie im Kmender 
stand, und dafs man endlich das Feld 
ohne Kalender bestellen mufste. 700 
Jahre nach Erbauung Roms war unge- 
achtet noch vieler inzwischen geschehenen 
Einschaltungen von Tagen die Nacht- 
gleiche bis in den Mai des Kalenders ge- 
rückt. 

Julius Caesar, um die allgemein ge- 
fühlte Verwirrung zu beseitigen, berief 
den aegyptischen Astronom Sosigenes, 
die Kalippus'sche Periode wurde zn Grunde 
gelegt, nach welcher das Jahr 365^ Tage 
hat, das Jahr 709 nach Erbauung Roms, 
45 Jahr vor Chr. Geburt sollte mit dem 
Wintersolatitinm (heut der 21te Decem- 
ber) anfangen; allein 6 Tage später traf 
Neumond ein , auf welchen damals Ge- 
wicht gelegt wurde, das Neujahr fing da- 
her mit dem Iten Januar, 8 Tage später 
an, das Wintersolatitinm blieb auf den 
24ten December, die Frühlingsnachtgleiche 
fiel auf den 24ten März, und nm dies 
möglich tu machen, erhielt das Jahr vor- 
her zu der Nnma'schen Zeit von 355 Ta- 
gen noch 90 Tage hinzu, im Ganzen also 
445 Tage, woher es das Annns confniio- 
nis genannt wurde, besser aber, da alle 
Confusion mit ihm aufbörte, auch den 
Namen annus confusionis ultimns erhielt. 

Das tropische Jahr hat aber nicht volle 
365 Tage 6 Stunden, es fehlen noch 11 
Minnten 9 Secunden daran; daher fiel 
etwa alle 120 Jahr die Frühlingsnacht- 
glciche wieder einen Tag vor die des 
Kalenders. Nun war aber zum Aerger 
der christlichen Geistlichen öfter passiit, 
dafs die Juden mit den Christen ani einet- 


wurde. Hierzu kommt, dafs mit Kalip- 
us das Jahr 365 Tage 6 Stunden er- 
ielt, dafs also 300 Jahre später die Ka- 
lippscbe Zeitrechnung dem Julianschen 
Kalender die Norm gab. 

Romulus batte das Jahr auf nur 304 
Tage festgesetzt und diese in 10 Monate, 
6 zu 30 und 4 zn 31 Tagen getheilt. 
Den ersten Monat widmete et dem Mars, 
daher sein Name Martius, unser heutiger 
März; die letzten, October, November, 
December von den Zahlen octo , novem, 
decem. Der erste März war der Tag der 
Frühlingsnachtgleiche, an dem man an- 
fing die Felder zu bestellen. 

Dafs die im Jahr fehlenden 61 bis 62 
Tage bald sich geltend machten ist klar, 
und schon sein Nachfolger Numa setzte 
50, später noch einen Tag, also 51 Tage 


lei Tag das Osterfest feierten und die 
hohen Würdenträger der Kirche beriethen 
in einem Concilium zu Nicäa, im Jahr 
325, also 370 Jahre nach Einführung des 
Kalenders wie dom Uebelstand abzuhel- 
fen wäre. 

Da nun das Osterfest mit der Nacht- 
gleiche Zusammenhang hat, so mufste 
notbwendig zur Sprache kommen, dals 
die Frühlings-Nachtgleiche schon am 21ten 
März, also 3 Tage vor der Kalendernacht- 
leiche eintrete. Es geschah nun zwar 
eine Reformation des Kalenders, aber 
seit dieser Zeit bat es ab und zn gegen 
denselben ernste Angriffe gegeben, ois 
im 16ten Jahrhundert Pabst Gregor XIII, 
der sich gar zn gern berühmt machen 
wollte, eine wirkliche Reformation des 
Kalenders veranstaltete. 
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Nun «ar aber Julius Cäsar ein Heide 
und dem christlichen Oberbirten war es 
nicht zntumuthen, eine heidnische Zeit- 
rechnung berzustellen , woher denn der 
Kalender eingeführt wurde, wie er im 
Jahre 325 des Nicäer Cnncilinms hätte 
sein sollen, und wir haben demnach beut 
die Früblingsnacbtgleichn nicht auf den 
24ten sondern auf den 31ten März. 

In dem Jahr 1583 nämlich, wo die 
wirkliche Nachtgleiche schon auf den 1 Iten 
März fiel, zählte man anf den tten Octo* 
ber nicht den 5ten, sondern sogleich den 
15ten October und machte das Jahr um 
10 Tage kürzer. 

Nach Julius Cäsar war jedes Jahr, des- 
sen Zahl durch 4 ohne Rest theilbar ist', 
ein Schaltjahr, wie der Kalender noch 
hent in Rufsland allen St;ls derselbe ist. 
Nach Gregor aber fallen alle Jahre, deren 
Zahlen ein Vielfaches von 400 ausdrückon, 
srieder als Schaltjahre aus nnd sind Ge- 
meiniabre, und so wird auch der Februar 
des Jahres 2000 nur 28 Tage haben. 

Es werden demnach ron 400 .lahren 
des Jnlianischen Kalenders 3 Tage fort- 
genommen und der Fehler, der hiermit 
wieder begangen wird, beträgt innerhalb 
4000 Jahren einen Tag , der zu wenig 
fortgenoiumen ist, so dafs alle 4000 Jahre 
noch ein Tag, indem ein Schaltjahr zum 
Oemeinjabr gemacht wird, fortznneb- 
men ist. 

Es bat demnach Jahrtausende gedauert, 
ehe wir die ron dem Schöpfer uns Tor 
Angen gelegten beiden Zeiteinheiten rich- 
tig zu würdigen verstanden und einen 
gestempelten richtigen Kalender erhalten 
haben. 

Kalendflljahr. Das Jahr von 365 Ta- 


gen heilst Gemeinjahr, das von 366 
Tagen Schaltjahr. Julius Cäsar setzte 
unter Zuziehung des ägyptischen Mathe- 
matiker Sosigenes alle 4 Jahr diesen 
Scbaltag ein, so dafs jedes Jahr durch- 
schnittlich 365 Tage 6 Stunden hatte 
(Julianischer Kalender). Aber das Son- 
nenjabr, die Zeit von dem .Stande der 
Sonne in dem Frühlingspnnkt bis zum 
nächst folgenden Eintritt derselben in 
den Frühlingspnnkt, besteht nicht aus 
365 Tagen 6 Stunden, sondern es ist 
365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 Se- 
cunden = 365.342356.044... Tage lang, 
also um 11 Minuten 0 Secuudeii kürzer. 
Daher beträgt der alle 4 .fahr einge- 
schaltete Tag zu viel und dies betrug 
von Julius Cäsar bis Gregor dem 13ten 
schon 13 Tage, oder vielmehr, da schon 
unter Augustns bei wahrgenommenem 
Irrthnm eine Rectification von 3 Tagen 
erfolgt war, 10 Tage. 

Gregor setzte nun auf das Gutachleu 
nnd den Vorschlag des Astronom Aloys 
I.ilias im Jahr 1582 statt des 6ten Octo- 
bers den 15ten October und verordnete 
dafs die Schalttage beihehalten würden, 
dafs auch das Jahr 1600 noch ein Schalt- 
jahr sein solle, dafs aber die Jahre 1700, 
1800, 1900 wieder Gemeinjahre würden, 
und dafs dieselbe Ordnung in jedem fol- 
genden Cyclus von 400 auf einander fol- 
genden Jahren statt fände. Unter der 
Voraussetzung also, dafs der bürgerliche 
Tag am 15ten October 1582 mit dem 
astronomischen Tag übereinstinunte , hat 
man alle 400 Jahre eine constante Diffe- 
renz zwischen wahrer Zeit und Kalender- 
zeit gegen den vorhergegangenen Cyclui 
wiederholt. 

Das Ite Säculum vom löten October 
1582 bis zum löten October 1683 hatte 


25 Schaltjahre zu 366 Tagen, sind 9150 Tg. 

75 Gemeiigahre zu 365 Tagen, sind 27375 , 

Summa die ersten 100 Jahr 36525 Tg. 

Nach wahrer mittlerer Zeit gerechnet 100 Jahre 
zu 365 Tage 5 Standen 48 Minuten 51 Secunden 36524 Tg. 5 St. 25 Min. 
Differenz in den ersten 100 Jahren zwischen wahrer 
Sonnenzeit und Kalenderzeit 18 St. 35 Min. 


Dem Kalender nach waren, während ger dazu gebraucht, sie war also 18 Stun- 
die Sonne lOOmal ihre Bahn vollständig den 35 Minuten weiter vorgerückt und 
durchlaufen batte 36525 Tage zu 24 Stun- das Kalendeijabr 1682 war mithin gegen 
den verflossen. In Wahrheit aber hatte das astronomische Jahr um 18 Stunden 
die Sonne 18 Stunden 35 Miauten weni- 35 Minuten zurückgeblieben. 


2 Säcula, vom löten October 1583 bis zum löten 
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October 1782 enthielten 49 SchalQahre und 161 

Oemeinjahre mit 73049 Tg. 

Die wahre Sonnenzeit 200x 36öTg. 5 8t 48 Mn. 61 8 c. 73048 Tg. 10 St 60 M in. 

Differenz in den ersten 200 Jahren zwischen wahrer 
Sonnenzeit and Kalenderzeit .._.... 13 St. 10 Min. 

Die Kalenderaeit hatte in den zweiten Kalendenahr 1782 war nnr nm 13 Ston- 
100 Jahren die wahre Zeit wieder am den 10 Minnten gegen das astronomische 
6 Stunden 23 Minuten eingeholt and das Jahr zurückgeblieben. 

3 Sicula Tom 15ten October 1682 bis znm 16ten 

October 1882 enthalten 73 Schaltjahre and 227 
Gemeinjahre mit 109673 Tg. 

Die wahre Sonnenzeit300x366Tg.6St 49Mn.61 Sc.=109672 Tg. 16 8t 16 Min. 

Differenz in 300 Jahren zwischen wahrer Sonnen- 
zelt und Ealenderzeit 7 St 46 Min. 

Die Kalenderzeit wird also im Jahre 6 St 16 Min. 'sich nähern and das Jahr 
1882 der wahren Sonnenzeit abermals um 1882 nur noch um 7St46 Min. znrücksein. 

4 Sicula endlich bis zum 16ten October 1982 ent- 
halten 97 Schaltjahre und 303 Gemeinjahre mit 146007 Tg. 

Die wahreSonnenzeit400 x 366Tg. 6St48Mn.61 Sc. 146096 Tg. 21 St 40 Min. 

Differenz in 400 Jahren zwischen wahrer Sonnen- 
zeit und Kalenderzeit 2 St 20 Min. 

Das letzte der 400 Jahre bleibt also ren werden die Differenzen zwischen wah- 
gegeu das 400 te astronomirte Jahr nur rer Zeit und Kalenderzeit um diese 2 St 
um 2 Stunden 20 Minuten zurück. 20 Min. grö&er: 

In dem folgenden Cjclus von 400 Jah- 


Das Jahr 2082 ist gegen wahre Zeit an Kalenderzeif zurück : 

18 St 36 Min. 2 St 20 Min. = 20 St 66 Mio. 


Das Jahr 2182 13 , 10 . 2 . 20 , = 16 . 30 . 

Das Jahr 2282 7, 46 , -<-2, 20, =10, 6, 

Das Jahr 2382 2, 20 ,-|-2 , 30 ,=4 , 40. 


400 Kalenderjahre enthalten 146094 Es ist mithin gegen das tropische Son- 
Tage, mithin das Kalendenahr im Mittel nenjahr um 21 Secunden zu ^fs. 
366,2426 Tage zu 24 Standen = 366 Tg. In Betreff des Cvclus von 4 auf ein- 
6 St. 49 Min. 12 Sec. ander folgenden Janren hat man : 


Am 16ten Oct. 1683 waren Tergangen . 

Das astronomische Jahr hatte 

Das Jahr 1583 war also Torans um . . . 
Am 16ten Oct. 1684 waren Tergangen 

2 astronomische Jahre betrugen .... 
Das Jahr 1684 war also zurück um . . .. 

" Am I6ten Oct. 1586 waren zergangen 

3 astronomische Jahre betrugen .... 
Das Jahr 1686 war also zurück um . . . 

Am 16ten Oct. 1686 waren Tergangen 

4 astronomische Jahre betragen .... 
Das Jahr 1686 war also nur noch zurück um 


366 Tg. 

365 Tg. 5 St 48 Min. 61 8m. 
6 St 48 Min. 61 Sec. 

731 Tg. 

730 Tg. 1 1 St 37 Min. 42 Sm. 

~12 8t 22 Min. 18 Sec. 
1096 Tg. 

1095 Tg. 17 St. 26 Min. 33S^- 
TSt 33 Min. 27 8 m. 

1461 Tg. 

1460 Tg. 23 St 16 Min. 24 S^ 
44 Min. 36 Sm. 
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Di« Differeni «wischen den Jahren 1583 nnd 1584 betrag 18 St. 11 Hin. 9 Sec. 

. , , „ » 1584 , 1585 „ 5 . 48 . 51 , 

. . , , . 1585 . 1586 . 5 , 48 , 51 . 


Um Ton den 15ten Octobem aaf die 44 Hin. 36 Sec., da das Jahr 1600 ein 
snten Janaare an kommen, hat man bei Schaltjahr and das Jahr 1700 ein Ge- 
der conatanten Differenz Ton 2 auf ein- meinjahr gewesen ist. 
ander folgenden 4jährigen Cykeln mit 

Vom 16ten October 1682 bis snm 15ten Oct. 

1698, 29 Cyclus zu 44 Hin. 36 Sec. Differenz. Das 

Jahr 1698 war also zurück um 29- (44Hin. 363ec.j = 21 St. 33 Hin. 24 Sec. 

Vom 15ten Oct. 1698 bis Iten Jannar 1701 
sind 2 Jahr 77 Tage, sind 807 Tage), nach dem 
Kalender zu 24 Stunden, nach wahrer Zeit = 

8iVs ^ (365 Tg. 5 St. 48 Hin. 51 Sec.) abso Toraus 

2i’,’s (5 St. 48 Hin. 61 Sec.) 12 St. 45 Min. 4 Sec. 

Mithin war der erste Jannar 1701 zurück um 8 St. 48 Hin. 20 Sec. 

Vom Iten Jannar 1701 bis zum 1. Jan. 1861 
lind, da das Jahr 1800 ein Qemeinjahr war, 

39 Schaltjahre zu 366 Tagen . . 14274 Tg. 

125 G emeinjahre zu 366 Tagen . . 45625 , 

164 Jahre zusammen mit 59899 Tg. 

Die Mtronomische Zeit beträgt 164 Jahre zu 

385 Tg. 6 Std 48 Hin. 51 See 58890 Tg. 17 St. 31 Hin. 24 Bec. 

Der Ite Jannar 1861 wird also um den Iten 
Januar 1701 Torans sein an Kalenderzeit gegen 

di« astronomische Zeit um 17 St. 31 Hin. 24 See. 

Der Ite Januar 1701 war an Kalenderzeit ge- 
gen die astronomische Zeit zurück um ... . 8 St. 48 H i n. 20 Se c. 

Folglich ist der Ite Januar 1861 an Kalender- 
hH gegen astronomische Zeit Toraus um . . . 8 St. 43 Hin. 4 Sec. 


Ans der obigen Berechnung, dais nach 
je 400 Jahren das Kalenderjahr gegen 
du utronomische Jahr um 2 Stunden 
30 Minuten surückbleibt, geht herror, dafs 
inr Differenz beider Jaue Ton einem 
34 

Tage —X 400 =4100 Jahre gehören. Nach 

4000 Jahren also mufs ein neues Schalt- 
jahr zum Gemeinjahr werden. 

Illotte, s. .Calotte*. 

Illte Zonen sind die beiden Theile 
der Erdoberfläche als Calotten Ton den 
Wendekreisen ab, in deren Scheitel die 
Pole liegen; so genannt wegen der dort 
herrschenden kältesten Temperatur gegen 
di« anderen Zonen der Erde. Bedeutet 
Fig.267, Bd. II., pag. 2: AB den Aeqna- 
tor, EF einen Polamreis, D den Pol, so 
ist die Calotte EOF eine der beiden kal- 
ten Zonen. 

Von der Abplattung der Erde an den 
Polen abgesehen ist eine kalte Zone 
= 2« . CD . DU. 

Es ist DH = CD (1 - CM /_DCF) 


Hithin die Zone2n CD’ x(l — cm Z.DCF) 
Nun ist ^DCF = 23iGrad 
Daher die Zone = 2 -0,08294 -n CD* 
Hithin Terhält sich eine kalte Zone zur 
Erdoberfläche wie 0,08294 : 2 = I s 24 
so dais beide kalte Zonen etwa den 13ten 
Theit der gesammten Erdoberfläche ans- 
mabben. 

Kammllllie. Hierunter Teisteht man 
die Linien, nach welchen die Räderkämme 
geformt werden. Es sind diese die Cy- 
cloide, die Epicycloide und die H^- 
ocycloide. Erstere gibt die vortheil- 
afteste Form für Kämme, wenn ein 
Stirnrad in eine gezahnte Stange greift. 
Die zweite für Kämme, wenn Kammrad 
and Getriebe zusammen greifen und für 
Kämme der gewöhnlichen autserhalb in 
einander greifenden Stirnräder; letztere 
für die selten in Anwendung kommen- 
den Stirnräder, von denen das eine in- 
nerhalb des Kranzes gezahnt ist. Der 
Vortheil in jedem einzelnen Fall besteht 
darin, dais je zwei zasammengreifenden 
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Kimme in jeder noch so kleinen Zeit 
gleich grofse Wege inröcklegen. 

Kanalwaage, s. .Canalwaage.“ 

Kanten (Stereom nnd Kryit.) sind die 
Durcbschnittslinien zweier Flächen ; beim 
Kry.Htall sind diese Flächen immer Ebe- 
nen, die Kanten also gerade I.inien. 

Die Kanten werden unterschieden 1, 
nach der Grüfse des Neigungswinkels bei- 
der die Kante bildenden Flächen, Kan- 
tenwinkel genannt. Kanten heilsen 
nämlich stampf, wenn deren Kanten- 
winkel stumpf; scharf, wenn deren Kan- 
tenwinkcl spitz (scharf) sind. Kanten 
in demselben Krystall heifsen gleich, 
wenn deren Kantenwinkel glei^ sind, 
sonst nngleich. 

Die Kanten eines Krystalls werden 3, 
nnterschieden nach deren Lage: Kanten 
heifsen Scheitelkanten, wenn sie in 
einem Endpunkt der Normalaxe des Kry- 
stalls endigen , wenn sie also von zwei 
Scheitelflächen gebildet werden; Rand- 
kanten, wenn sie von einer Scheitel- 
fläche und einer Seitenfläche oder von 
einer Endfläche und einer Seitenfläche 
gebildet werden. 

KaateBwlllkal sind die Neigungswinkel 
zwaier in einer geraden Linie, einer Kante 
sich schneidenden Ebenen mit einander. 

Kudlolde (vapdis Herz) eine herzför- 
migz Linie der 4ten Ordnung also eine 
Cnrve der 3ten Klasse, weil sie durch 
eine Gleichung vom 4ten Grade bestimmt 
wird. Die Construction der Linie ist ein- 
fach: 

Han nehme einen beliebigen Kreis, den 
Gmndkreis ADH vom Halbmesser AC, 
ziehe von dem Endpunkt A desselben lau- 
ter Sehnen, wie AD, verlängere diese zu 
beiden Seiten, trage vom zweiten End- 
pnnkt D der Sehne auf derselben nach 
beiden Seiten hin Stücke DB, DF, so 
sind B, F Punkte der Kardioide. In dem 
verlängerten Dnrehmesser sind K in Ent- 


Fig. 735. 



fernung von 2 Kreisdurchmessern AJ von 
A und der Pnnkt A selbst die Curven- 
pnnkte, AK die Mittellinie, nnd von die- 
se! aus die Curve zu beiden Seiten con- 
gruente Hälften. 

2. Um die rechtwinklige Coordinaten- 
gleichnng zu erhalten, fälle die Normale 
BE, ziehe die Sehne DJ, 

so ist . ^ADJoi /^AEB 
Daher AJ AD = AB ■. AE 
Setzt man nun den Halbmesser AC 
des Grandkreises = r, für den Cnrven- 
punkt B die Abscisse AF=i x, die Ordi- 
nate BE = y, so hat man 

AB = AD = - ir 

also 2r : y* — 2r = j/x* -t- y* : X 

woraus die rechtwinklige Coordinatenglei- 
chung für den Pnnkt B, dessen Kamus- 
vector AB durch den Grundkreis liegt, 
y* - 2 (2r* -|- 2rx- .r>) y>-4rx»-l- x< = 0(l) 

3. Für den Pnnkt F kat man, wenn 
AF der Radiusvector, FG die Oriinate, 
AG die Abscisse ist 

AJ:AD = AF-.AG 
Hier AG = x,-, FG = y, gesetzt 


AF=\x,*A-y,*-,AD=DF- AF= 2r - ) -|- y,’ 

Mithin 2r : 2r — )'x,* -|- y,* = J x,’ + y,* : x 
woraus die rechtwinklige Coordinatengleichung für den Curvenpnnkt F, dessen Ra- 
dinsvector AF anfserbalb des Grandkreises liegt: 

‘ -f 2 (- 2r» -f 2rx, + x,‘) + 4rx > -f x,* = 0 (3) 


Zu dieser Gleichung kommt man auch, 
wenn man — 2r für 2r in die erste Co- 
ordinatengleiehnng setzt. 

Zieht man durch den Punkt A eine 
Linie LM normal dem Dnrehmesser AF, 


so gilt die erste ('oordinatengleichnng 
für die Kardioidenpnnkte, welche nnter- 
halb L M, die zweite für die Punkte, welche 
oberhalb LM liegen. 

4. Für die Kardioide gibt es eine ein- 
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&elie Poltigleiehnng. Nimmt nun den ^EAB = q> inr PoUrabecisee, eo iet der 
BediuTectoi 

AB = AD + DB — AJ cot t/> + DB = ireoi<p + $r 

= 2r (1 + ce» = $ (3) 

ond AF= DF— AD = 2r{l — eoi tp) = t, (4) 

Für x = 0 wird t = 4i(,AJQ-, », = 0 
Für ^ = 90“ wird e = 2r; », = 2r (AM und AL) 


Cm zu erfahren, nnter welchem Win- ser Linie am entfernteeten, ist hat man 
kel a der Kardioidenpnnkt überL^ die- dessen Höbe über LM 


^ = h = a, K aiit (9o° — (y) = 2r (1 — eo« (jp) cot (f (5) 

k wird also ein Maximnm für cot | also h = (6) 

Die Ordinate y (wagrechte Entfernnng Ton AK ist = 2r (1 — eo« ip) «in <p = ir 1 3 (7) 


5. Um die obigen Coordinatengleichnn- 
gsn mit den Polargleichnngen in Ver- 
gleicbnng zn bringen hat man 

x = t cot (p = 2r (1 cot q>) cot rf 


X, — », cot (f = 2r (l — cot <p) cot <p 
y = a «iw (p = 2r (1 CO« 9>) «iw 
y, — », «in ip = 2r (1 — CO« (|p) «in. qp 




Aus GleichoDg 6 enielit man, dais s, Also für einen Pankt nnter LMt 
im Maximo ist. « 4r*(l-f cei®)* . w ,® 

* J Subig =: — ~ =— 4r col ~ 

A . A 1 o “ y* ft ^ - 2r «n gp 2 2 

e#i *gp + 2 coi •«y: - 2 coj (p . =0 o u/-u rv 

^ ' 4r* Für einen Punkt über IJf: 

6. Nach dem Art. Curvenlebre oaK. 186 o„is- _ ^*^(1 " V 
mit Fi«. 537 hat man ^ "■*“ ^ ä“"" T 




\b<pf 


Also für einen Pnnkt nnter LM-. 

Tg = (1 + cot qp)* -)- 4r* «in ’qp = — 4r ■ 

— 2r iiÄ gp 

Für einen Punkt aber LMi 


eo« cot 
2 2 


Tg = ~ 2r«ii^ ~ "" V = ■f' ■f' 


Svöwonnale CIV = 

Oqp 

Fnr einen Pnnkt nnter LM-. 
SuiH = — 2r «in qp 


Für einen Pnnkt über LM : 
SuiH = 2r «iw if 

Normale BN = 




Für einen Punkt unter LM: 

Norm = t^4r* (1 + cof gf )’ + 4r* *gp = 2r t^2 (I + eo$ gr ) = 4r • cot ~ 

1 

Fnr einen Pnnkt über LMi 

Norm = j'4r* (1 — cos qp)’-l- 4r* «iw *qp = 2r V'2 (1 — co* qp) = 4r • «iw 

2 
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Katadioptriseb. i 

latadloptrlMh Ut jedes Vergrörgernnn- 
Werkzeug, es mag die Eigenschaft der 
Vergrörsemng dur^ Brechung der Licht- 
strahlen (dioptrisch) oder durch Zurück- 
werf nng derselben (katopt risch) erlangt 
haben. 

KaUkaastitehe Liaia, s. den Art. 
.Brennlinie* mit Fig. 261. 

Kathete ist in jedem rechtwinkligen 
(geradlinigen und sphärischen) jede der 
beiden den rechten Winkel einschliefsen- 
den Seiten. In einem sphärischen Drei- 
eck mit 2 rechten Winkeln ist jede der 
3 Seiten eine Kathete und 2 Seiten sind 
zugleich Hypotenusen ; in einem sphäri- 
schen Dreie» mit 3 rechten Winkeln ist 
jede Seite Kathete und zugleich Hypo- 
tenuse. 

KatopMk ist die DiscipUn der opti- 
schen Wissenschaften, welche mit der 
Zurückwerfung der Lichtstrahlen durch 
Spiegel sich beschäftigt. 

Kaustische Linie, s. t. w. .Brenn- 
linie*. 

Kegel ist ein Körper, der begrenzt ist 
Ton einer Kreisebene und einer Fläche, 
die so beschaffen ist, dafs sich in ihr ein 
Punkt befindet, welcher mit jedem ande- 
ren Funkt derselben und einem Punkte 
des Kreisumfangs immer in einer und 
derselben geraden Linie liegt. Dieser 
Punkt helTst die Spitze des Kegels, 
jeder Kreis die Grundfläche oder der 
Grundkreis; die zweite begrenzende 
Fläche der Kegelmantel, die gerade 
Verbindungslinie der Spitze mit dem Mit- 
telpunkt des Grnndkreises die Axe des 
Kegels; eine gerade Linie, welche die 
Spitze des Keg^s mit einem Punkt des 
Grundkreises xerbindet eine Seite des 
Kegels und der Abstand der Spitze von 
der Grundfläche die Höhe des Kegels. 
In Figur 726 ist ABBE der Grundkreis, 
C die Spitze, die geraden Linien CA, 
CB, CD, CE sind Seiten des Kegels. 

2. Ans der Erklärung des Kegels geht 
herror, dals jede aus der Spitze nach 
dem Kreisnmfang gezogene gerade Linie 
mit allen ihren Punkten in dem Kegel- 
mantel liegt. Hieraus folgt, dafs jede 
Ton der Spitze ans durch den Kegel ge- 
legte Ebene wie FG den Kegel in einem 
geradlinigen Dreieck CAB dnrchscbneidet. 

3. Eine Ebene IIJ, welche durch die 
Spitze C eines Kegels und durch eine 
Tangente JK seiner Grundfläche gelegt 
wird, hat nur eine einzige gerade Linie, 
nämlich die gerade Verbindungslinie der 
Spitie C mit dem Bernhiungsponkt L 


Kegel. 
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zwischen Tangente und Kreisnmfang mit 
dem Kegel gemein; alle übrigen Punkte 
der Ebene, wie z. B. M liegen anfserhalb 
des Kegels. 

Schneidet eine dem Grundkreis paral- 
lele Ebene den Mantel eines Kegels, so 
ist die Durchschnittslinie eine Kreislinie, 
deren Mittelpunkt in der Axe des Kegels 
liegt. Sein Umfang Terhält sich inrn 
Umfang des Grundkreises, wie der Ab- 
stand der Spitze Ton der Durcbschnitts- 
ebene zu dem Abstand der Spitze Ton 
der Grundfläche; die Flächen dieser Kreise 
verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab- 
stände von der Spitze. 

Es sei Fig. 727 ABD der Kegel, C der 
Mittelpunkt seines Grundkreises, also AC 
seine Axe; Mf sei die von dem Kegel- 


Fig. 727. 



mantel mit der ^ der Grundfläche durch 
den Kegel gelegten Ebene gebildete Dnrch- 
schnittslime und c der Durchschnittspankt 
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dieser Ebene mit der Axe AC. Ziehe 
TOD der Sidtxe C xwei Linien AB, AE 
nach den CmfiuigspunkteD B und E des 
Grandkreises; i, e seien die Uurchscbnitts- 
punkte dieser Linien mit der Durch- 
sehnittslinie htdf. Lege durch die Linien 
AB, AC, AE und AC zwei Ebenen ; de, 
te seien deren Dnrchschnittslinien mit 
der dsrehgelegten Eliene, 
so ist be ^ BC und ee ^ EC (s. ,E b e n e “ 
No. 29 mit Fig. 589) 
folglich ist i^Abe CO ^ ABC 
und AAect»AA£C 

Hieraus 6e : BC = Ae : AC 
and ec : EC = Ae : AC 

folglich be: BC = ee: EC 

Dz aber C der Mittelpunkt des Grund- 
kreises ist, so sind BC und EC als Ra- 
dien einander gleich, folglich ist auch 
ie = re. Da nun b und e beliebige Punkte 
sind, so folgt daraus, dals auch alle übri- 
gen Punkte des Umfangs bedf gleichen 
Ibetand ron c haben , dafs daher bedf 
eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt c ist. 

M«n fälle aus der Spitze A auf die 
Grundfläche das Loth AF, und dies treffe 
die durchgelegte Ebene in den Punkt f. 
Zieht man nun die Linien CF und ef, 
so liegen diese in der Ebene ACF, sind 
parallel, Terhalten sich wie AF:Af und 
lugleich wie EC:ee = BC \ be. Die Kreis- 
ninftnge Terhalten sich aber wie die ihnen 
sagehorigen Halbmesser, folglich verhal- 
Un sich die Kreisnmfänge bed ; BED wie 
die ihnen zngehörigen Hohen bf: BF, und 
die Kreisflächen wie die Quadrate ihrer 
Halbmesser, also wie die Quadrate der 
sugebörigen Kegelböhen. 

5. Ein Kegel, dessen Axe senkrecht 
auf der Orundnäche steht, heilst ein ge- 
rader Kegel, oder auch weil seine 
sämmtlichen Seiten einander gleich sind, 
ein gleichseitiger Kegel. Ein Ke- 
gel, dessen Axe schief auf der Grund- 
iiehe steht (Fig. 727) heifst ein schiefer 
Kegel oder anch ein ungleichseiti- 
ger Kegel. Aehnliche Kegel, s. u. 
.Aebnficb“. Die Namen stumpf- 
winklige, spitzwinklige, recht- 
winklige Kegel erhalten die Kegel von 
der Besenaffenneit ihres Winkels an der 
Spitze. 

6. Ist der Kegel ein schiefer Kegel, so 

S 'bt es aufser aem System der mit dem 
rundkreise parallelen Durchschnittskreise 
noch ein zweites System ton parallelen 
Dnrchschnitlsebenen , welche auch Kreise 
sind und Wechselschnitte des Kegels 
heilsen. Deren Dnichmesser in dem nor- 


mal auf der Grundfläche befindlichen 
Axendurchschnitt sind antiparallel. 

Durch einen beliebigen Punkt H in 
dem Durchmesser BD einer der Grund- 
fläche parallelen Durchschnittsebene BED, 
wenn AABD der normale Axenquer- 
sebnitt des Kegels ist, ziehe die Linie 
KL antiparallel mit BD, so dals also 
/_AKL = /.ADB und ZALK = ZABD, 
und lege durch KL eine der Axe AC 
normale Ebene KGLJ, so ist diese Ebene 
eine Kreisebene und die Durchschnitts- 
linie GJ beider Ebenen steht auf dem 
.'Vxendreieck ABD normal, folglich anch 
normal auf den beiden im Axendreieck 
ABD befindlichen Linien BD nnd KL 
in dem allen dreien Linien gemeinschaft- 
iieben Dnrchschnittspnnkt H. 

Da nun BJDG ein Kreis ist, so hat 


man 

GH'=BHy.DH 

Nun 

ist ^DLH=.^KBH 

hierzu 

‘^DHL = Z.BHK 

daher 

AD»L~AKHß 

woraus 

DH:LH = KU:BH 

oder' 

LBy.KB= BH'X.DH 

mithin 

LHxKH=Gm 


Mithin ist, weil der Punkt H ein in 
dem Durchmesser BD ganz willkübrlich 
angenommener Punkt ist die Ebene KGLJ 
ein dem Kreise BEDJ congruenter Kreis. 

7. Der Mantel eines geraden Kegels 
ist so grofs als ein Dreieck, dessen Grund- 
linie dem Umfang des Ornndkreises nnd 
dessen Höbe der Seite des Kegels ist. 

Man beschreibe in nnd um den Gmnd- 
kreis des Kegels zwei einander ähnlich» 
Vielecke, die Seiten des inneren Vielecks 
einzeln 4^ den Seiten des äufseren Viel- 
ecks. Erstere sind Sehnen im Gmnd- 
kreise, letztere Tangenten an dem Gmnd- 
kreise. Nun bilde man zu diesen Seiten 
als Grundlinien Dreiecke, deren gemein- 
schaftliche Spitze die Spitze des Kegels 
ist, so fallen alle Dreiecke über dem in- 
neren Polygon innerhalb, alle Dreieck» 
über dem äufseren Polygon aufserbalb 
des Kegelmantels; die inneren Dreiecke 
unter sich und die äufseren Dreiecke un- 
ter sich sind congruent nnd gleichschenk- 
lig. Das Loth aus der Spitze auf jede 
der inneren Grundlinien gefällt, d. h. 
die Höhe jedes der inneren Dreiecke, sei 
h, das Loth auf die äufseren Grundlinien 
ist die Seite l des Kegels, die Seiten 
selbst seien a und A so hat man die 
Summe der inneren Dreiecke = \nak, die 
der äufseren = |aAf. Zwischen beiden 
Flächenräumen ist offenbar der ton ihnen 


• Gl 


M 



Kegel. 


10 


Kegel. 


' eingeschlosteDc Kef^elmiDtel bef^riffen. 
Ist dieter = 4f, so hat man 
jRaA < M < in AI 

Ist ferner U der Umfang des Grand- 
kreises,'so hat man, da dieser von bei- 
den Polygonen eingeschlossen ist 
na< U <~ ».< 

und da h<l, so hat man hieraus 
^naA <\Ul< i nAl 

Mit dem beliebigen Wachsthum von n 
kommen die Polygonumfänge dem Kreis- 
nmfang und die Höhe h der Seite I im- 
mer näher, mithin kommen beide Drei- 
eckssummen ^nah und inAI sowohl dem 
Kegelmantel m als aurb der Fläche fl/l 
beliebig nabe und sowohl W als ^(// sind 
deren Grenzwerthe und einander gleich. 

Da nun } VI der Inhalt eines Dreiecks 
ist, dessen Grundlinie der Umfang des 
Grundkreises und dessen Höhe die Seite 
des Kegels ist, so ist der Kegelmantel 
diesem Dreiecke gleich. 

8. Wenn man durch einen Kegel eine 
mit der Grundfläche parallele Ebene 
führt und den oberen Tbeil fortnimmt, 
so heifst der zurückgebliebene mit zwei 
Endflächen versehene Tbeil des Kegels 
abgekürzter oder abgestumpfter 
Kegel. Ist die durchgeführte Ebene + 
der Grundfläche so ist der Kegel gerade 
abgekürzt, ist sie der Grundfläche nicht 
#, schief abgekürzt. 

Der Mantel eines geraden und gerade 
abgekürzten Kegels ist gleich einem Tra- 
pez, dessen parallele Seiten den Umfän- 
gen der beiden Endkreise gleich sind und 
welches das zwischen den beiden End- 
kreiaen begriffene Stück der Seite des 
Kegels zur Höbe hat. 

An der Seite CA des ganzen geraden 
Kegels errichte in A die Normale AF = 
dem Umfange des Grnndkreises AB, ziehe 
die gerade Linie CF, so ist ACFA = dem 
ganzen Kegelmantel. Ziehe DOA=AF, 


Fig. 728. 



so hat man, wenn CJ die Axe des Ke- 
gels ist, nnd H der Punkt, in welchem 


sie die obere Endfläche DE schneidet, 
UmfsngAfi; Umfang D£=AC: CD 
aber auch AC: CD = AF:DG 

folglich Umfang AD :UmfangD£ = AF^DC 

Da nun AF= Umfang AC 

so ist DG = Umfang D£ 

daher aCDG= Kegelmantel CDC 
folglich ist das Trapez ADGF = dem Ke- 
gelmantel ABDE. 

10. Der Mantel eines gerade abgekün- 
ten geraden Kegels ist gleich einem 
Kochteck, dessen Grundlinie gleich dem 
Umfange des in der Mitte beider End- 
kreise ihnen 4^ dnrchgelegten Kreises 
und dessen Höhe' die Seite des abgekürz- 
ten Kegels ist. 

Durch die Mitte £ der Seite AD führe 
den Durchschnitt KM 4^ beiden Endkrei- 
sen AB und DE und errichte. in K die 
Normale KL anf AC, so ist (nach Satz 9) 
KL = dem Umfange des Kreises KM. 

Nun ist aber das Rechteck von der 
Grundlinie KL nnd der Höhe AD = dem 
Trapez ADFG, folglich ist der Satz er' 
wiesen. • 

11. Der Mantel eines geraden Kegels 
ist gleich dem Mantel eines CylinMrs, 
der den halben Durchmesser der Kegel- 
grundfläche zum Durchmesser nnd die 
Seite des Kegels zur Höhe hat. 

Ist (Fig. 728) CH = 4 CJ, so ist auch 
DE = iAB und Umfang D£=4UmrangA£. 
Da nun der Kegelmantel nach No. 9 
= 4 • Umfang AD mal AC, ao ist der Ke- 
gelmantel auch = Umfang DE mal AC 
also = dem Mantel eines Cylinders von 
dem Durchmesser DE und der Höhe AC. 

12. Der Mantel eines geraden Kegels 
CAD ist gleich dem Mantel eines Cylin- 
ders dessen Höhe die Höhe CJ des Ke- 

els ist und dessen Grundfläche die io 
er Mitte D der Seite auf derselben bis 
znr Axe CJ errichtete Normale DO zum 
Halbmesser bat 

Es sei, Fig. 729, CAD der Axenquer- 
schnitt eines geraden Kegels, CJ die 
Höhe, CH = \CJ, DE AB. Ziehe DO 
normal AC, 

so ist ISCAJ <y> t^DOH 

weil deren Seiten gegenseitig anf einan- 
der normal stehen. 

Hieraus folgt CA : DO = CJ -. DH 
und wenn man DH nnd DO als Halb- 
messer von Kreisen ansieht, 

CA : Umf. DO = CJ : ümL DH 
worans CA x Umf. DH =CJy. Umf. DO 
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Nun ist aber CA x L'mf. DH (nach Sati 
II) gleich dem Kegelmantel und Cd x 
Umfang DO ist gleich dem Cylinderman- 
tel Tom Halbmesser DO des Grnndhrei- 
SM ond der Hübe CJ des* Kegels. 

13. Der Mantel eines gerade abgekürz- 
ten geraden Kegels ist gleich dem Man- 
tel eines geraden Cylindsrs, dessen Höhe 
die Seite des abgekürzten Kegels und 
dessen Grundfläche gleich der in der 
Mitte der Höhe genommenen mit den 
Endflächen parallelen Durchschnittsfläche 
ist.. 

Der Satz ist mit dem Satz 10 erwiesen. 

14. Der Mantel eines gerade abgekürz- 
ten geraden Kegels ist gleich dem Man- 
tel eines geraden Cylinders von einerlei 
Höhe mit dem abgekürzten Kegel, dessen 
Gmndkreis aber die in der Mitte der 
Höhe auf der Kegelseite bis in die Axe 
errichtete Normale zum Halbmesser hat. 

Ist (Fig. 721} DE AB der abgekürzte 
Kegel, KH in der Mitte zwischen AB 
und DE parallel, P deren Dnrchschnitts- 
pnnkt mit der Axe, KO normal AC, so 
nlle das Loth DN und man hat wie 
No. 13 

£^DANk,^KOP 
daher DN KP= AD ■. KO 

Oder HJ-.KP= AD-.KO 
also auch HJ : ümf. KP= AD : Umf. KO 
oder HJy. Umf. KO = AD% ümf. KP 

Da nun (nach No. 10) AD x Umfang KP 
— dem abgekürzten Kegelmantel und 
f/J X Umfang AD der im Satz bezeich- 
nete Cylindermantel ist, so sind beide 
Mäntel einander gleich. 

15. Die Oberflächen gerader schief ab- 
gsstampfler und schiefer Kegel sind nur 
aoicb höhere Analysis zu finden möglich, 
die Endformeln smd nur durch Reihen 
ja integriren. 

16. Ist der Halbmesser der Ornndfläche 


eines geraden Kegels = B, seine Höhe ff 
seine Seite L 
so ist die Grundfläche 
der Umfang derselben =3nA 
der Inhalt des Kegelmantels =nRL 
die Seite A = J ff’ + A’ 
also der Inhalt des Kegelmantels auch 
= t:R I //"» + A» 
Ist der Halbmesser der zweiten End- 
fläche eines gerade abgestumpften gera- 
den Kegels = r, seine Seite I, seine Höhe 
*, so ist 

der Umfang des oberen Endkreises = 2nr 
der Mantel = rr (A -|- r) / 
die Seite l = y'h* -(- (A — r)’ 
der Mantel anch=?r(A-(-r) ('Ä’-1-(A— r)* 

17. Der körperliche Inhalt eines Ke- 
gels ist so grois als eine Pyramide TOn 
gleich grofser Grundfläche und Höhe. 

Man beschreibe in und um den Grund- 
kreis zwei ähnliche reguläre Vielecke, be- 
trachte diese als Grundebenen ron Py- 
ramiden, die ihre Spitze in der Kegel- 
kpitze haben, so ist der Kegel zwischen 
beiden Pyramiden begriffen. Eine Pyra- 
mide, deren Grundfläche gleich grofs ist 
mit dem Gmndkreis des Kegels und die 
mit demselben einerlei Höhe hat, ist eben- 
falls zwischen jenen beiden Pyramiden 
begriffen. 

Nun aber ist der Unterschied der in- 
neren und der äufseren Pyramide gleich 
der Pyramide von derselben Höhe, die 
den Unterschied der Grundflächen Jener 
beiden zur Grundfläche hat. Der Unter- 
schied dieser Grundflächen kann aber 
durch Vermehrang der Seitenzahl beider 
Polygone beliebig klein werden , also auch 
der Unterschied der Pyramiden, und da- 
her müssen die zwischen ihnen begriffe- 
nen Körperl, der gegebene Kegel und die 
Pyramide von gleicher Ornndfläche und 
gleicher Höhe mit ihm gleich grofs sein. 

18. Der körperliche Inhalt eines Ke- 
gels ist = dem dritten Theil eines Cy- 
Rnders von derselben Grundfläche und 
derselben Höhe. 

Es sei CAB der gegebene Kegel im 
Axenqnerschnitt, AB der Durchmesser 
= QAD - iR der Grundfläche, CD seine 
Höhe ff. Theile diese Höhe von der 
Spitze C herab in m gleiche Theile, wie 
CE, EF, FO bezeichne diese Höhen 
mit A so ist mh = H. Führe durh jeden 
Theilpunkt eine Ebene der Grand- 
fläche und constraire in und am den 
Kegel Cylinder von .der Höhe A. Der 
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erste iofsere Cylinder von der Höbe 
CE = h hat die Gtnndfliche vom Daich- 
messer aa, nnd die Höhe EC = k, der 
zweite äufsere Cylinder die Gmodlläche 
Tom Durchmesser re und die Höhe FE 
= h , der mte äulaere Cylinder hat die 
(irundfläehe ron Durchmesser AB nnd 
die Höhe Ag — M. 

Bezeichnet man den Halbmesser der 
Grundfläche aa mit r, die Grundfläche 
selbst also mit nr*, so ist die Qrnnd- 
fläche cc = 4.ir>, die folgende 9.-rr*, n. s w. 
Die mte AB = Sämmtliche Cy- 

linder umschliersen den Kegel nnd deren 
8umme 


TirU -|- 4.7 r*A -b 9,7r*A m’.rr’A = Jm (m -f l)(2m -|- l)nr’A 

ist grüfser als der Kegel. fläche ce..., dersite die Grundflächen, 

Der erste innere Cylinder besteht in sämmtliche Cylinder haben die Höhe A, 
der Äxe CE und ist = 0, der zweite hat sie werden Ton dem Kegel eingeschlos- 
die Grundfläche aa, der dritte die Grand- sen, und deren Snmme 


l 

I 


I 


I 

I 

1 

I 

1 

I 

I 


jrr’A 4nr*A -f 9jrr*A -f . . . . , (es — !)• nn^k = | (ns — 1) m (2m — 1) wr*A 
ist kleiner als der Kegel. Hieraus hat man 

Jm (m -b 1) (2m -b 1) 7f’A > Kegel > 4 (m — 1) m (2m — 1) nr*A 


Bei beliebigem Wachsthnm Tom m ver- Durch Integralrechnung erhält man du 
schwindet die Einheit immer mehr nnd Resultat einfacher: 
mehr gegen m und beide den Kegel ein- Nimmt man CD zur Abscissenlinie, C 
schliefsenden Gröfsen nähern sich belie- zum Anfangspunkt der Abscissen, setzt 
big dem Körper CF=x, Fc = y, so bat man 

4m • m • 2m • Ttr’A = 4m’.7r*A CF-.Fc = CD:DB 

Nnni8toachVoraa8setzungmr=AD=R, xig = H^R 

also m*7r’ = 7Ä’, und mA = CD = H. woraus y = x 

Demnach ist der Inhalt des Kegels Nun ist die Cobatnrformel für üm- 
= 4'*Ä’/f. D. h. = dem dritten Theil drehungskörper, indem nämlich das ACDR 
eines Cyhnders von der Grundfläche nnd „m CD sich umduhend den Kegelraum 
der Hohe des Kegels. beschreibt: 


Kl = Kegel Ccc = 7,/s^bx + C = r, - ^ + C 


Für X = 0 fällt der Kegel in die Spitze 
C zusammen, wird = 0 nnd folglich wird 
auch C = 0. Mithin ist 

der Kegel Ccc = ^ • x» 

Setzt man für CF die Höhe CD, also 
H für X, so erhält man 

den Kegel CAB = J H’ = 1 7Ä>H 

19. Der körperliche Inhalt eines gerade 
abgekürzten geraden Kegels ist gleich 
dreien rollständigen Kegeln von einerlei 
Höbe mit dem abgekürzten, deren Grund- 


flächen der Reihe nach der untere, der 
obere und das Mittel beider Endkreise 
sind. 

Ein Kegel ist gleich einer Pyramide 
von gleicher Grundfläche nnd Höbe; führt 
man durch beide Körper parallel mit den 
Grundflächen genommene Durchschnitts- 
ebenen in gleichen Abständen von der 
Spitze, so Bind in beiden Körpern diese 
Durchschnittsflächen einander gleich. Dia 
beiden oberen Körper sind daher einan- 
der gleich, also auch die beiden abge- 
kürzten unteren. D. h. Ein abgekürzter 
Kegel ist = einer abgekürzten Pyramide 
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Kegelspiegel. 


w«nn beide gleiche Endflächen und gleiche 
Höhen haben. Nnn gilt aber der Satz 
ron der abgekärzUn I^ramide also auch 
Tom abgekürzten Kegel. 

W. Ein gerader gerade abgekürzter Ke- 
rel ist = dem dritten Tbeil ron dreien 
Cjlindem, welche mit dem Kegel gleiche 
Hohe haben, von denen der eine die un- 
tere, der zweite die obere Grundfläche 
und der dritte das Mittel beider Grund- 
flächen znr Grandfläche hat. 

El sei, Fig. 729, der Axenquerschnitt 
DEAB des abgekürzten Kegels mit dem 
Dorchsebnitt CED des Ergänznngskegels, 
AJ sei R, DH = r, HJ = II, so hat man 
die Ergänzungshöhe CH aus der Pro- 
portion 

AJ>DII = CJ-.CH 
oder Ä : r = * + CH i CH 

woraus CII = k • — and CJ = A • - 

R — r ft - r 

Nnn ist der Kegel CAB = J » Ä* A • ^ ^ 

der Kegel CDE = ^ A • jj-— ; 

folglich der abgekürzte Kegel AB DE 
= AnA.^^’=l;iA(r> + rft + Ä*) 
womit der Satz bewiesen ist 

Isgilmantel, s. u. .Kegel*. 

KigelsebMttte. Constrnction derselben, 
I. den Art.: .Brennpunkte der Ke- 
gelschnitte*, pag. 421 mit Fig. 257 bis 
269. S. ferner .Brennpunkt der Pa- 
rabel*, pag. 416 mit Fig 253 bis 255; 
.Brennpnnkte der Ellipse*, pag. 
21t mit Fig. 256; .Brennpunkte der 
Hyperbel*, pag 420. 8. ferner den 

Art. .Curwen* Ton No. IS, pag. 174 
bis No. 27, pag. 184 mit Fig. 632 bis 535, 
welches das rein Analytische enthält; 
.Bahn de r Weltkörper* von No. 12, 
Mg. 296 mit Fig. 188 bis 191; .Bahn 
der Weltkörper, die Ellipse*, pag. 
303. 

Ktgebpiecel ist ein Spiegel mit ke- 
gelförmiger Oberfläche. Die katoptrischen 
Gesetze, welche für die Eutstehnng des 
Spiegelbildes hier einwirken, sind in dem 
Art. . Cylinderspiegel* speciell aus- 
einander gesetzt. Dieselben |auf die Ke- 

S eiform des Spiegels angewendet, ergeben 
ie hierhergeböngen Resultate. Die Ge- 
setze der Spiegelung sind wie beim ebe- 
nen Spiegel und man hat auch beim 
Kegel jeden Punkt, der einen Lichtstrahl 
anßimmt, als den Punkt einer die Ke- 
gelfläche tangirenden Ebene zn betrachten. 


Es sei CAB, Fig. 729, der Durchschnitt 
eines Kegels, C dessen Spitze, CD des- 
sen Aie, also AC, BC Seiten des Ke- 
gels, so kehren die Lichtstrahlen in sich 
selbst zurück, die normal auf eine Seite 
des Kegels fallen. So z. B. tritt das 
Bild Ton dem Punkt E in der Normalen 
EE auf den Punkt E in EE nach E zu- 
rück ; der Lichtstrahl EG dagegen reflec- 
tirt nach GH, wenn ^ EGB = ^/fOC ist. 
Ist also E das Auge, so empfängt es 
in 0 das Bild ron II ; alle innerhalb des 
Winkels II GE befindlichen Gegenstände 
werden Tom Auge in E innerhalb der 
Linie GE gesehen. Um s. B. zu erfah- 
ren, wo der Lichtpunkt J in den Spie- 
gel fällt, fälle aus J die Normale JL auf 
BC, Terlängere diese rückwärts bis M, 
so dafs JM = EE, ziehe HE und JH I ME 
so ist N der Terlangte Spiegelungspunkt. 


Fig. 731. 



Denn es ist JM ■. JL = EN : NL 
oder EE-.EN=JLtNL 

mithin ^^EENK>^JLN 

woraus Z ENE = JNL 

2. Um mittelst des Kegelspiegels ein 
bestimmtes Bild zn sehen, denn eine ab- 
znspiegelnde Zeichnung, welche wie beim 
Cylinderspiegel ein Zerrbild ist, so rer- 
fährt man für Anfertigung eines solchen 
Bildes folgendermaafsen. 

Es sei Fig. 732 der Kreis die Gröfse 
der Grundfläche de« Kegelspiegels, so 
zeichne auf der Papierflache das Bild, 
welches durch den Spiegel erscheinen 
soll. Es sei A ein Punkt des Bildes, so 
ziehe den Halbmesser CE mit Verlänge- 
rung EG durch den Punkt A, errichte 
in C ein Lotb, es sei CI) die Höhe der 
Aie des Kegels und in der doppelten 
Höhe CB der Ort des Auges. Ziehe ED, 
so ist DEC das halbe Profil des Kegel- 
spiegels. Ziehe nnn BA , welche die Ke- 
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Keil 



liehe Auge der Punkt A gesehen «erden 
soll und der dem Punkt A io der Zeich- 
nung entsprechende Punkt mufs die Lage 
haben, dafs seine Spiegelung in F ge- 
schieht. Demnach hat man nur nüthig 
an die Linie EF in F einen ^ GFE = 
^AFE zu zeichnen, und man erhält in 
der Papierebene des zu verzeichnenden 
Zerrbildes G als den Punkt, der von B 
ans gesehen in F reflectirt. 

Keil ist ein festes dreiseitiges Prisma, 
auf dessen Seitenflächen Krähe wirken ; 
er war bei den Alten die sechste Potenz. 
Von den drei wirkenden Kräften sind 
zwei gegeben, die dritte ist zu bestim- 
men ; jene beiden sind die Wid erstände 
des Keils, die dritte ist die Kraft des 
Keils. Die Seitenflächen, auf welche 
die Widerstände wirken, heiisen die Sei- 
ten des Keils, die Seitenfläche auf 
weiche die Kraft wirkt, der Rücken des 
Kejls. ln der Regel wird angenommen, 
dafs Kraft und Widerstände in einerlei 
anf den Seitenflächen normal befindli- 
chen Ebene sich befinden. Daher nennt 
man auch, weil es auf die Länge der 
Flächen nicht ankommt, die Durchschnitts- 
linien der drei Seitenflächen in jener nor- 
mal durchgelegten Ebene Seiten und 
Rücken des Keils. Der Neigungswinkel 
der beiden Seitenflächen also der Win- 
kel der Seiten in der Durchschnittsebene 
heifst der Winkel des Keils. 


K : P : (? = sin Z PCQ-.nn VCQ : tin ^PCV 
= $in D :»inB 
mithin sind V •. P-.Q = AB t AD: BD 

3. Wenn anf die beiden Seiten des 
Keils unter beliebigen Winkeln Wider- 
derstände wirken, die nur ihren Rich- 
tungen nach zurückweiiben können, so 
soll eine auf den Rücken des Keils wir- 
kende Kraft so bestimmt «erden, dals 
mit Rücksicht auf die Reibung der Sei- 
ten des Keils an den Widerständen, ent- 
weder die geringste Vermehrung oder 
die geringste Verminderung der Kraft 
ein Vor- oder Rückgleiten des Keils zur 
Folge hat. 

Es sei ABC, Fig.735, der normale Dnich- 
schnitt des Keils, in dessen Ebene alle 
Kräfte gerichtet angenommen werden. 
Halbire den Z.ACB durch CD, DV sei 
die Richtung der auf den Rücken AB 
wirkenden Kraft V, PE und QF seien 
die Richtungen der Widerstände P und 
Q, die gegen die Keilseiten so wirken, 
dafs sie bei Aufhebung des Oleicbge- 
wichts nur nach diesen Richtnngen vor- 
oder rückgleiten können. Um die Lue 
dieser Kräfte zu bestimmen, setze Z. DCA 
= /_DCB = n, ^DEP=ß, ^DFQ = f, 
Z.CDV = S. 


gelseite DE in F schneidet, so ist F der 
Punkt auf der - Oberfläche des Kegelspie- 
gel.«, in welchem durch das in B befind- 

Fig. 732. 


Denn wenn 3 Kräfte mit einander im 
üleichgewicht sein sollen, so ist Bedin- 
gung: Erstens, dafs sie in einerlei Ebene 
sich befinden und zweitens in eioerlei 
Punkt sich schneiden. Verlängert man 
also die Kräfte V, P, Q bis in die Mitte 
des Keila, so schneiden sie sich in einem 
Punkt C, und deren Gleichgewicht er- 
fordert 


Fig. 733. 


I 

I 

1 


I 


t 


I 


I 


I 


2. Sind die Kraft und die Widerstände Wären keine Reibungswiderstände vor- 
auf den Rücken und die Seifen des Keils banden, so würden die mit V im Gleich- 
normal wirkend, miteinander im Gleich- gewicht befindlichen Pressungen aus P 
gewicht, so verhält sich die Kraft zu den und Q auf die ihnen vorstehenden Sei- . 
Widerständen wie der Rücken zu den ten AC, BC nach normal auf denselben 
Seiten des Keils. befindlichen Richtungen GD und BD 
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gen mit den Keilseiten her- 
rubrenden Reibung zufolge 
haben die Widerstände Ricl- 
tungen, die für P+ Reibung 
(R) zwischen DG und V nnd 
die für P + fi zwischen DH 
und Fliegen, l'nd zwar sind 
\V D und W'D diese Richtun- 
gen, und zugleich DW und 
OIF' die Richtungen der den 
Widerständen P + R und 
Q + R für’s Gleichgewicht 
entgegenwirkenden Seiten- 
kräfle tV und H" der Kraft 
wenn ^GD\r=^HDW' 
^ t der Reibnngswinkel ist. 

Nun hat man für's Gleich- 
gewicht, wenn DW zur Mo- 
mentenaxe genommen wird, 
»»'•rin WDW 

= »'rin KOI»’ 

wirken und die der Kraft »' gleichgel- 

tenden auf die Wirkungen P nnd p ver- woraus >1= • »' 

theilten SeitenkräRe nach DG und DH . . **" * 

gerichtet sein. ‘s* 

Der Ton der Berührung der GegenU- ^WDW = ^GDH — 2t - ldO° — 2u - 2r 



^ t’DW' = Z rDH -r = Z CDH - d- r=90“-rt-J-r 

woher y 

*»n 2 (n i) 

Eben so ist, DW zur Homentenaxe genommen, 
j^,_rin KD»K »in (ZGDC + d— i) _ «in(90"-|-i» - n- i) co»(o-i-f-<J) 


rin »KOlf’ 


rin 2 (ii + f) 


iin 2 (n -b () 


sin 2 (r - fr} 


(I) 

(2 


Die nach JW gerichtete Seitenkraft »»' tung, nach welcher die Widerstände aus- 
nnd der nach JR gerichtete Widerstand weichen können, normal sein mufs. 

P geben nur eine Mittelkraft, welche im Ist also JA' normal JR, so mufs JA dis 
Falle des Gleichgewichts auf der Rieh- Richtung der Mittelkraft aus »F und F sein. 


Nun ist aber Z IK = z £dC + z tf'JC = ,1 - n + GJD = 90° ^ — r — r 

nnd zKJW=zzEJW-zF.JK = ß-t,-t 


Daher JK zur Momentenaxe genommen Richtungen der Kräfte Q und I» ' auf 
Frin90°= F= »Krin(j9 — R — i) EQ eine Normale ML, so ist diese die 

p Richtung der Mittelkraft zwischen diesen 

nnd W = (3) beiden Kräften, won welchen Q nach NF 

sm(/J-R — ij onj gerichtet ist; 

üm »»" zu bMtimmen errichte in M, „nd es ist QtinNML^ WiinW’ML 
dem Durchscbnittspunkt zwischen den 


Nnn ist 

Z FMW = zFNC + zWOC=r - ai ZWOC = y - a + zDON = }■ - r + 90°-t 
folglich zW'!»L=zFMW -FML = y-» - t 

, Q 

si» (y — R — t) 

Werden diese Werthe von »K und W (Gl. 3 und 4) io die obigen Gleichungen 
1 nnd 2 für »K und »K' snbatituirt, so erhält man 


und 


W-- 


(4) 
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y «i» 8 (a + 1) p lii» 2 (c + i) 

~ 0> — n — «) c«j (<t + <f + t) Hr (y--o — i)co»(« + f — d)“ 


Ans dieaem dopMlten Ausdruck für V Oleichnwicht in der oben betncfatetel 
e^bt lick die Beninjungsgleichung Inr Art allein bestehen kann, nämlich: 
die QröCien P und Q, Mi welchen das 


P\Q = StR (y — a — t) cos (o + 1 — : stR (;9 — o — r) • cos (o + d + ») 


2. Es ist also im betrachteten Fall V 
IQr’s Qieichgewicht mit P und Q am 
gröfsten, weil mit der geringsten Ver- 
mehrung Ton V der Keil Torwarts ge- 
trieben wird. 

Soll aber die Kraft V blob das Rück- 
gleiten des Keils Terhindem, so dafs bei 
der geringsten Vermindemne Ton V das 
Rückgleiten geschehen würde. Dann ist 


schon die Reibung mit ihrem Widerstande 
A dem Widerstand V’ su Hülfe gekom- 
men und hat einen Tbeil der Kraft P-^-Q 
zum Rückgleiten selbst übernommen. Es 
ist also r'=P + Q~R. Ans diesem 
Grunde mnls in den TOrigen Formeln 
der z> subtractiT genommen werden. 

Han hat demnach für diesen Fall 


1 2 • H” = **" + J + s - n) y _ eos(g-J-t) y 


sin 2 (o - t) 

Für Ol. 3: }¥=-- — 

SIR (/> -|- a — «) 

Für Gl. 4: W’= r 

fiH (y + T - n) 

Für Ql. 6= V= : - 


stR 2 (a — i) 


StR 2 (« — i) 


StR -f I — o) cos (n -|- d — f) siRCj-t-i— «) cos(b— J— i) 

Für Gl. 6: F:0= SIR (y -1- T — n) • cos (o — d — r;iiR(^-fT — «)-coi(a-)-<J- s) (11) 
3. In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ist 6 = 0, ß = y. 

_ . , „ siR2(n±i) „ StR 2 (r ^ i) „ 

Dann wird V = i-; — p = ^ — - Q 

SIR (/9 — o T= r) cos (« ± t) SIR (ß — a^t) cos (o ± i) 


mithin P=Q 


y = ® (" * 0 p 

SIR (d — R T t) 


Setzt man nun Q= P, bringt den Si- sin — R r) 

nns des doppelten Winkels im Zähler Bringt man diese Winkel el 
auf den einuchen Winkel, so hat man die einfachen, so erhält man 


sin (^ — r) T cos (yJ — o) lg r 


y_^p sin R COS r ± COS R SIR r -2f siRR±cosoljT 

sin (/} — r) cos r T cos (d — r) sin r sin (^ — o) T cos (yJ — r) tjr r 

_ sin R ^ cos R 

sin QS — n) T cos (ß — a) 

4. Wenn die Richtungen der Widerstände normal gegen die Seiten des Keils 
sind, so ist yJ = 90° r, also 

„ 2siR(ri±i) 2sin(R±T)„ 2(siRR cos r 4: cos r sin s) . 

#tfi (90 T r) coi f coi f 

= 2 (sin a *■ eos a lg i) P= 2 (sin r 4; ^ cos n) P. 

5. Wenn die Richtungen der Widerstände normal auf die Axe oder Länge des 
Keils sind, so ist fl = 90°, also 


StR [90° — (r ± f )] cos(r±s) * Irlgalgt Irplf“ 

6. Wenn V ein Minimum seiu soll, so muls der Nenner ein Maximum sein, 
also in Formel 12 der Nenner = 1. Dann bat man 
^-(r±t) = 90° 


2 sin (r ± ») 
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llio ß = 90° + B T T I . . 

ODd V = 3P i) = 9P(nna eoir ^ cot n $ini) - 

= 3P(im a±eoialgt) cot i = 9P - — * - 

VI + tg *T 

VTT7« 

7. Die Resultate des Gleichgevicbts man ihre Mittelkraft FO = Q, ao Ut 0 
durch li ausgedrückt, werden unmittelbar =i • EFiin FEE’ = %N tina, die Reibuu* 
folgender Art gefunden. Es sei, Fig. 735, gen betragen susammen EE' = ifiEF cotm 
ABC der mittlere normale Querschnitt =s9ft N cot a, 

des Keils, DC die den Winkel an der mithin ist F = 9(tin a + ft cot u) M 
Spitze halbirende Mittellinie, auf diese Um y mit P zu Tergleichen hat man 
wirke die Kraft F und die beiden glei- dem nach PE gerichteten Wideritande 
Chen Widerstande P wirken unter dem entgegen den Normaldmck S gegen P 
^ ß mit DC. in g „gej] der Richtung FE, welcher aut 

Bezeichnet man den von jedem Wi- der nach DC wirkenden Kraft V sich zer- 
derstande P auf jede Seile ausgeübten legt. 

Normaldruck mit N, so änfsern die ein- Diesem Normaldruck iV entgegen wirkt 
ander berührenden Flächen eine Reibung nach der Richtung AC die zwischen 
®®“®" ^®^®'* Betührungsflächen der Keilseiten und 

als Hindemifs wirkt. den Ton P angetriebenen Vorlagon ent- 

Soll nun das Gleichgewicht so bestimmt stehende Reibung zziV. Reducirt man die 
werden, dafs die genngste Vermehrung Kraft und die Reibung uAi auf die Rich- 
tung Ton P, so mufs die algebraische 
Fig. 735. Summe der beiden redneirten Wirkun- 

gen + P = 0 sein. 

AUo NeotPES-fiNeotPEA-P = 0 
oder y iin(ß — tt)~ ftN cot (ß - a)- P=0 
P 

woraus y = — T- r — : 

II« (/J — b) — /z coj (/! — «I 

Diesen Werth in den obigen Ausdruck 
für y gesetzt, gibt 

ti«B+;iCOIB 

ain {ß — it) — ft cot (ß — o) 

8. Dieser Ausdruck ist derjenige Werth 
Ton V, dessen geringste Vermehrung eia« 
Aufhebung des Gleichgewichts zur Folg* 
hat, indem dann der Keil Torwarts ge- 
trieben wird. Der Ausdruck TerwanMit 
sich unmittelbar in den für dasjenige V, 
welches als Uinimum bei der geringsten 
Verminderung das Rnckgleiten des Keils 
zur Folge hat, wenn mau ft subtractlT 
Ton r eine Fortbewegung dos Keils zur nimmt, wie dies No. 2 für t auseinander 
I folge hat, so mufs f im Gleichgewicht gesetzt ist, man hat also 
I sein mit den Normalpre.ssungen iV, den i/i _ „ „ tina — ftcota 
I die Seiten de« Kegels tou den Wider- r _ 2 r — a) + ft cot (ß - o) 

I ständen erleiden und mit den seine Be- _ „ . , .... 

wegnng in der Richtung DC hindernden KellzahlBll worden bisweilen diejenigen 
nach VA und CB gerichteten Reibungen Zahlen genannt, welche ein Product aus 
' iiA. D. h. Die Normalpressungen und 3 ungleichen Zahlen sind als 5x6x7=210. 
die Reibungshindernisse müssen eine nach KeuxAbl gebräuchlicher Keuxlffer, s. 
CD gerichtete der V gleiche älittelkraft ,Characteristik‘. Kennzahl ist je- 
ä*^u. denfalls entsprechender, denn es kann 

Nun bilden die Normalpressnngen EF die Oharactenstik eine aus zwei oder meh- 
= y mit DC den Z ^FC = 90° — a. Setzt rereu Ziffern bestehende Zahl sein. 

IV. 2 
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Kaplen Getatxa Aber dei Uaf der 

Pleeetei. Die frühere PUnetentheorie 
war folgende: 

1* Die Bahnen aller Planeten sind 
Kreiae. 

2. Die Sonne befindet eich nicht in 
dem Mittelpnokt dieeer Kreise. 

3. Innerhalb des Kreises befindet 
sich ein Pnnkt, der Ansgleichungspunkt 
(pnnetum aeqaans), von dem ans 
gesehen der Planet in gleichförmiger Be- 
wegung an sein scheint; d. h. dalk der 
Planet von jedem Ort seiner Bahn aus 
gbend 'gedacht, in gleichen Zeiten gleiche 
Winkelgeschwindigkeiten hat und somit 
überall in gleichen Zeiten gleich grolse 
Kreisbogen au durchlaufen scheint, wie- 
wohl er Ton der Sonne aus betrachtet 
in ungleichförmiger Bewegung sich be- 
findet. 

Wenn der Kreis eine Planetenbahn , C 
deasen Mittelpunkt, S den Ort der*Sonne 
bedeutet, so sollte dieser Punkt, der A us - 
gleichungspunkt für die Erdbahn 
Im Mittelpunkt C liegen , so dafs also die 

Fig. 736. 


fr 



Erde eine wirklich gleichförmige Bewe- 
gung hatte, indem au den gleichen Win- 
keln nCfl und yCi auch gleiche Bogen 
aß und yd gehören. 

Bel den anderen Planeten dagegen lag 
der Ansgleichnngspunkt der Sonne ge- 
genüber ebenfalls eicentrisch in p , Ton 
Planet gleiche Winkelge- 
Mhwindigkeit hatte, so dafs gleichseitig 
me gleichen ^ nnj j n,jt 
mnen die ungleichen Bogen rij und yj 
durchlaufen wurden. 

Boi der Erdbahn war nun CS die Ei- 
centncitä^ was sie noch jetat ist, bei den 
anderen Planeten war dagegen pS als 
E^ntnciUt festgestellt, was sie nicht 

^*'1 ^ht, die Beobachtungen waren 
so •charf und die Schlüsse so richtig, 
die Astronomen der Wahrheit sehr 
nabe kamen. Allein die Idee Ton den 
rtanetenbahnon in excentrischen Kreisen 


Kepler’s Gesetze. 

hatte sich bei den Astronomen so fest- 
gMetat, dafs sie Ton Copernicus und 
Tycho de Brahe auch auf Kepler über- 
ging und bei ihm feste Wurael fable. 
Schon Ptolemans (150 J. n. Ohr.) hatte 
excentrische Kreise für die Bahnen der 
Planeten und der Sonne , welche sich 
sämmtlich um die Erde dreheten. 

Dafs die Erde allein die Ehre hatte, 
gleichförmig sich au bewegen, die ande- 
ren Planeten nicht, lag offenbar in der 
Beobachtung grofser ExcentiiciUten bei 
den übrigen Planeten die, mit Ausnahme 
der Venus, bei welcher sie kleiner ist, 
alle viel grölser sind als bei der Erde. 
Bei dem Mars beträgt sie fast das Acht- 
fache der der Erde und gegen ’/■* 
halben grofsen Bahndurcbmessers. 

Es ist übrigens klar, dafs der Punkt 
p dem Aphel A au näher liegen mub, 
weil dort wegen der Langsamkeit des 
Gestirns ein nur kleiner Bogen gegen 
den am Perihel bei dort grofser Ge- 
schwindigkeit in einerlei Zeit aurückge- 
legt wird. 

Kepler bemühete sich nun, auf dem 
excentrischen Kreis des einen oder des 
anderen Planeten den Ort jenes Aus- 
gleiohungspunkta zu ermitteln. Tycho 
hatte sich viel mit dem Mars beschäftigt 
nnd gefunden, dafs pC und Se Teischie- 
den seien, Kepler setzte Zweifel darein, 
und bescUofs, eine genaue Untersuchung 
nochmals selbststänmg Tonnnehmen, warf 
sich auch die Frage auf, wie denn die 
Erde gegen alle übrigen Planeten in Be- 
troff der Lage dieses irichtigen Punktes 
eine Ausnahme machen sollte. 

Um dies zu ermitteln war Tor allen 
Dingen die Excentricität der Erdbahn an 
bestiunnen, und dies that Kepler auf fol- 
gende Weise mit Hülfe Ton Uarsbeob- 
achtnngen. 

Der Mars hat eine ümlanfszeit Ton 
686,979.. also Ton 687 Tagen. Wird 
derselbe, wie Kepler gelhan, 3 mal, du 
zweite Mal an dem 687 ten Tage nach 
dem ersten, das dritte Mal an dem 687ten 
Tage nach dem aweiten Beobachtungstag 
beimachtet, so hat sich der Mars bei jeder 
Beobachtung in einem und demselben 
Punkt am Himmel befunden, nnd der 
auf die Ekliptik redncirte Ort ist jedes- 
mal derselbe Punkt M in der Ebene der 
Ekliptik. 

Hat die Erde bei der ersten Beobach- 
tung in E gestanden , so ist sie in 365 
Tagen wieder in E gewesen und hat nun 
in den nah bis zum zweiten Beobacb- 
tungstage rerflossenen 392 Tagen den 
Bogen rE"E' beschrieben und steht an 
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Kepler’s OeseUe. 


dwiem Ta^e in am dritten Beobarh 
tunpfage in E", so dafs Bogen £K' = 
Bogen Es sei C der Hittelpunk 


Fig. 737. 



der Ekliptik, AP die bekannte Absiden 
linie, S die .Sonne. Die Kignr winl su 
weiterer Berechnnng rerieichnet. 

Mit den bekannten Orten .V und S ist 
locb die Richtung lUS, die beiiocentrische 
Länge des Mars bekannt, die Richtungen 
ES, E'S, E"S die Längen der Sonne 
und die Richtungen EM, E'M, E"M die 
geocentrischen Längen des Mars sind be- 
obachtet. Die /i ESM, ^ E'SM, E"SM 
sind = der heliocentrischen Länge des 
Mars weniger den Längen der Erde in 
den Punkten £, E', E". Desgleichen 
sind gemessen die /_SEM, SE'M und 
SE"M. 

Es sind mithin den Dreiecken SEM, 
SE'M und SE"M sämmtliche Winkel be- 
kannt und aus ihnen die relativen Orü- 
iien deren Seiten, wenn man ciue der- 
selben 1. R. MS oder AP als Einheit 
nimmt. Bekannt sind also die Seiten 

ES, es, e's. 

Mit den bekannten Seiten ES und E'S, 
dem eingeschlossenen /^ESK' (Unter- 
schied der Längen der Erde in den Stand- 
punkten E, E ) construirt nun Kepler das 
neue /_ESE’\ oben so die Dreiecke ESE" 
und E'SE"; hieraus sind also auch die 
Winkel des neuen Dreiecks EE'E" be- 
kannt. 

Der Peripheriewinkel EE"E' ist = ] 
Centriwinkel ECE', folglich sind in dem 
gleichschenkligen A ECE' die / eEC 
und EE'C bekannt, und zwar jeder = 
90° — ^ECe nnd mit diesen die Seite EC. 

Die Seite ES ist ans dem ^SEM be- 
kannt, der /^CES = /_SEE' — ^CEE’, 
folglich ist das t^ESC bekannt und mit 
diesem die verlangte Linie CS. 


Die numerische AnsfShrung aller die- 
ser höchst mühsamen nnd langwierigen 
Rechnungen ergab für den Balbmesser 
PC — I die Länge CS = 0,018. (Es ist 
dies die Excentricität der Erdbahn, welche 
in der neuesten Astronomie bei gröbe- 
ren Uülbmitteln 0,0167 .. gefunden wor- 
den ist.) Aber Tycho hatte früher schon 
die Entfernung (Sp) der Sonne von dem 
punctum aequans, für weichen er irr- 
thüinlich das Centrnm C genommen 
hatte, =0,036 gefunden nnd somit war 
erwiesen, dafs der A nsgleichungs - 
punkt auf der einen nnd die Sonne 
auf der anderenSeite in gleichen 
Abständen vou dem Mittelpunkt 
der Bahn entfernt sind. 

Uierdurch war es möglich, den Radius- 
vector der Erde bei jedem beliebigen 
Standpunkt derselben io der Ekliptik au 
finden. Denn bei vorausgesetzter Ereis- 
form derselben hatte Kepler (s. oben) 
den Halbmesser C£ = C£'= Ci4 = CP ge- 
funden. Für irgend einen Standpunkt 
£' der Erde zog Kepler die Linie E'j>. 
Da nun von p aus die Erde gleichförmig 
sich bewegt, so betrachtete er /^epA 
als die mittlere Anomalie, welches zwar 
nicht richtig (vergl. .Anomalie*), al- 
lein bei der geringen Länge von Cp ge- 
gen CA einen nur geringen Unterschied 
giebt. Mit dem bekannten E'pA ist 
auch sein Supplement /^EpC bekannt, 
hierzu der bekannte Halbmesser CE' und 
Cp macht das CsE'Cp bestimmt. Hier- 
aus erhält man das Supplement Z_ECS 
von ^ E'Cp und man bat io dem A E'CS 
durch den Halbmesser £'C, der Eiceu- 
tricität CS und dem eingeschlosseneu 
Z.E'CS des A E'CS auch den Radinsvec- 
tor SE' gefunden. (Unter £* einen be- 
liebigen, nicht den oben angeführten Be- 
obaebtnngspunkt £' verstanden.) 

Mit der solchergestalt festgestellten 
Theorie der Erdbahn konnte auch die 
Theorie für andere Planeten ermittelt 
werden, nnd Kepler unternahm dies für 
den Mars, der ihm schon für die Erdbahn 
gedient und für welche Tycho so sehr 
vor- nnd mitgearheitet hatte. 

Aus den bekannten Winkeln SEE' 
und SE'E in dem berechneten AEE'S 
und den gemessenen Winkeln SEM, SE'M 
waren die Winkel MEE und ME'E be- 
kannt geworden ; man kannte also in dem 
A EE'M die Seite EM und also in AESM 
die Seiten ES und EM nebst dem von 
ihnen eingescblossenen ^SEM und hatte 
somit die Seite SM, den auf die Ekliptik 
reducirten Radiusvector des Mars nnd 
Z_ESM die heliocentrische Länge des 
Mars in der Ekliptik. 
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Kettenbrncb. 


Wegen der den vorstehenden Berech- 
nungen zn Grunde liegende Kreisfonn 
konnten deren Resultate mit denen aus 
Beobachtungen nicht genau übereinstim- 
men, besonders für den Mars, dessen Bahn 
eine so bedeutende Excentridtät also eine 
von dem Kreise aufTallend abweichende 
Form hat. Der Unterschied bei Winkeln 
betrug acht Minuten. Dies war der Grund, 
dals Kepler mifstrauisch wurde, die Kreis- 
form in Zweifel zog und daran ging die 
Form der Bahn am Mars genauer zu un- 
tersuchen, wonach er die Ellipse fand 
und somit der Urheber einer gänzlichen 


Dmgesialtojig der astronomischen Piii- 

cipien wurde. 

Er berechnete nämlich nach der Theo- 
rie des excentrischen Kreises 3 Abstände 
des Mars, den einen nahe dem Perihel, 
die anderen beiden etwa 90° von dem 
ersten Abstand entfernt, also ungefähr, 
wo die kleine Axe der Uarsbahn hiii- 
triift, und suchte dann dieselben Abstände 
durch wirkliche Beobachtungen. 

Die berechneten .\bstände waren alle 

f rülser als die beobachteten: Sie wann, 
en mittleren Halbmesser der Erdbahn 
= 1 gesetzt 


berechnet I) 1,66605 2) 1,63883 .3) 1,48539 

beobachtet 1) 1,66255 2) 1,63100 3) 1,47750 

Unterschied 1) 0,00350 2) 0,00783 3) 0,00789 


Der Unterschied in der Nähe des Pe- 
rihels war am geringsten, die beiden an- 
dern ziemlich gleich grofs, am grütsten 
(wegen der dort hintreflendeu kleinen 
Axe der Ellipse), und es war somit er- 
wiesen, dafs die Marsbahn eine ge- 
schlossene Curve von ungleichen 
Hauptdurchmessern, und deren 
längerer Durchmesser die Absi- 
denlinie ist. 

Aus Tycbo's ihm hinterlassenen Pa- 
pieren be.stimmte er des Mars 
apheliscbe Länge 1,66780 
perihelische Länge 1,38500 

Unterschied 0,28280 

und die Hälfte 0,14140 die Excen- 

tricität der Marsbahn. Kepler fand dem- 
nach für die Marsbahn eine ovale Curve, 
kam bald auf den Gedanken, dafs sie 
eine Ellipse, fand durch Rechnung nach 
der Theorie der Ellipse diese Voraus- 
setzung sicher und nachdem Kepler die- 
selben Rc.Miltate einer ovalen Bahn bei 
noch anderen Planeten vorfand, so ent- 
stand das erst e K eplersche Gesetz. 

Die Bahnen sämmtlicher Plane- 
ten sind Ellipsen, in deren einem 
Brennpunkt die Sonne steht. 

Das zweite Keplersche Gesetz. 

In gleichen Zeiten werden von 
dem Radinsrector ungleiche Bo- 
gen in derBahn aber gleicheSec- 
toren beschriebe n. 

Es heilst dies, dafs die vom Radius- 
rector in gleichen Zeiten der Babnebene 
abgeschnittene Fläcbenräume einander 
gleich sind. Dieser Satz ist in dem Art. 
, B a h n * , pag. 272 mit Fig. 167 erwiesen. 


Durch den Vergleich der Entfernungen 
der Planeten von der Sonne mit deren 
Umlaufszeiten, dafs z. B. Jupiter nur 
51 mal weiter als die Erde von der Sonne 
absteht und doch 11 f Jahre, also llfmal 
mehr Zeit als die Erde zur Umdrehung 
braucht, indem (61)’ sehr nahe = ist 
(llf)’ brachte ihn auf die dritte Regel: 

Die Quadratzahlen derUmlaufs- 
zeiten der verschiedenen Plane- 
ten verhalten sich wie die Cnbik- 
zahlen der mittleren Abstände 
dieser Planeten vou der Sonne. 

Keplers Problem, s u. dem Art. «Ano- 
malie“ mit Fig. 66. 

Kernform, (Kryst), s. v. w. .Grund- 
form“. 


Kette, Mefskette, s. u. Baculo- 
metrie. 

Kettenbrncb ist ein Bruch, dessen Zäh- 
ler eine ganze Zahl, dessen Nenner eine 
ganze Zahl nebst einem Bnich ist. 8. 
den Art. .Bruch* No. 3, pag. 434. Z. B. 

2 

’'+s+:7.. 

In der Regel ist jeder der Zähler die 
Einheit wie: 


5 + - 


3+ — 

7 

Ist der erste Bruch mit | zu Ende, 
dann hat man den untersten Nenner 
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j 4 - — = — ; der Bmcb des ersten Nen- Kettenbrncb = — — r- = = 

6 5 4 A 

nets ist sUo -g - J 3 gsnie zweite Kettenbruch ist = 


— 

67 


S + - 


5+- 


6 + 


3 + 


29:7 


3 + 


1 

94 :'29 


5+H^ 

®+94 


1 

499:94 


-Ai 

■499 


29 


Der Art. ,Brncb“, No. 5 seigt, dals eines Kreises zn dessen Umfang ist = 
mit Verwandlung eines Bruchs in einen 1:3,141592653.... 

Kettenbrncb der grörste gemeinschaftliche Han erhält den Kettenbrncb 

Theiler zwischen Zähler und Nenner aus- „ J 

gestolsen nnd der Bruch in seinen klein- ' 1 

sten Zahlen angegeben wird, sobald man 7-I-- 
den Kettenbrn^ wieder in einen reinen 
Broch umformt. 

2. Der Kettenbrncb dient anch dazu, 
um das Verhältnifs grofser Zahlen oder 
Zahlen mit vielen Decimalen näherungs- 
weise in kleineren Zahlen anszndrncken. 


15-f 



W61M 10 Kieiueren 4<«ut«u bus«uuiu<..&ou> 

Z. B. Das Verhältnifs des Durchmessers und hieraus die Näherungswerthe 


3;3| = ?-,3-h^-=^..3 + .^ 
■^16 


106’ 


1 


- 555.3 + 1 

“113’^^ 


16 + i 


7 + - 


103993 
' 33108 


15-1- 


1 -b 


292 


Es Ut y = 3, 14286... 

5^ = 3,141609... 
106 

= 3,1416929 ... 


so entsteht der Kettenbrncb für 



a 


366 

113 


d ' 

1 - r + A . 

7 -r-b 


l = s4 

9 9 


m + - 


n + 


Dieser Bmcb weicht erst in der 7ten 
Decimalstelle von der richtigen Zahl ab 
nnd ist also ziemlich genau. 

3. Es sei der Bruch — in einen Ket- 

0 

tenbmch zu verwandeln nnd man habe: 
a c t d 

T = "*+ r’ T = " + T’ 

' -u • . f ■ 




1 


?-f 1- 


r-l- 


1 


Der uneigentliche Broch 
a , 1 
T = "‘ + — 1 


» + . 


n -b ■ 


p + - 


1 


9-b ■ 


Der Kettenbrucb gibt folgende Näbe- 
rn ngswerthe 


a , e , 1 

T = -+T = "‘ + - 


*+— 

C 


= m +• 


«4* 


s w - 


P + 4 


"+ — r 


p+. 


»+7 
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Kettenbracb; 


Hierans erhält man aui den hinterein- 


c e 

— = - — i voraus 
t nc+d 

II. (mn + 1 ) A = HO + d 
I. mi ~ a — c Ferner 

Ana dem ersten nnd zveitenWerth entsteht III. (mep + p + m) 4 = (wp + l)o — « 


ander anfgeführten Werthen Ton y 


IV. (m«pj + p? + i«9 + mn + l)4 = (itpji + y -f n)a+f 

4. Nimmt ^man den ersten Brach — , so hat man denselben in seinen Werthen 


1 


m+ -j »» + 


"+T 


m+- 


»+- 


m+ ■ 


B+ V- 


»+ - 


P+- 


? + - 


m + - 




» + 


P + - 


P+- 


J + - 


r+- 


»+- 


r+- 




nnd in seinen Nähemngswerthen 

4 1 * _ fip + 1 _ 

« ’ m ’ mit + 1 ’ mnp + p + m ’ mnpq + p? + "•? + + 1 ’ 

npqr + yr + itr + vp + 1 


npq + q + n 


mnpqr + pqr + mqr + mnr + map + r + p + m 

„..411 1 c 

Nnn ut = 

m , c m m (m4 + c) 


w+ — 


1 


nc + d 


mit +1 1 

m H 




d 


»+ 


m» + l mitc + md+e mit+1 (mitc+md+c)(ma+l) 


npd + ita + d 


mapd + mae + pd + atd + e 


»+ 7 

r+-j 


Mithin 


ap+ 1 


a map + p + m [(""P + P + m)d4-(ma f l)e] [map + p ^ m] 

Von den Nähemngswerthen ist also 216 1147 j 5 
der erste zu grofs, der zveite zii klein, 
der dritte zu grofs, der vierte zu klein; 
äberhanpt der nn^erade Werth zn grofs, 
der gerade zu klein. 

5. Will man einen gegebenen Bruch 
in einen Kettenbrnch verwandeln so ver- 
fährt man am leichtesten auf die Weise 
wie man den gröfsten gemeinschaftlichen 
Theiler zweier Zahlen sucht Z. B. der 

Bruch 

1147 


1147 5 
1080 

67 216 


1 201 

[3 

16 ' 

it7 r4 

j 

60 I 


7 15 2 
14 


1 ' 7 
7 
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Der Kettenbraeh üt 


1 




*6. Um die Nähemngs'weithe der Rei- 
henfolge nach za erhalten macht man 
folgendes Schema in drei Columnen. Die 
erste Colnmne für die durch snccessive 
Dirision erhaltenen Qaotienten, die zweite 
Colnmne für die Zähler, die dritte für 


die Nenner. Für jeden Brach ist der 
Bruch Y = 0 als erster Nihemngswerth 

in setzen nnd der zweite Nähemngswerth 
ist immer 1 dividirt durch den eraien 
Quotient. Mit diesen beiden Näheruon- 
brüchen fängt man das Schema an. Jeder 
wte der folgenden Nähemngsbrüche er- 
hält zum Zähler den ihm Torstehenden 
Quotient mnltiplicirt mit dem vorherge- 
henden (« - l)ten Zähler + dem diesem 
vorstehenden (i« — 2)ten Zähler und zum 
Nenner denselben Quotient mullipüclrt 
mit dem (»— l)ten Nenner -l- dem (w— 3)ten - 
Nenner; 


notient 

Zähler 

1 

Nenner 

0 

0 

1 

1 

6 

' 1 

1 

6 

3 

3X 1+ 0= 3 

! 3x 

5 -f 1 = 16 

4 

4x 3-t- 1= 18 

1 

16 -H 6 = 69 

S 

2xl3-f 3= S9 

1 2X 

69-t-16,= 154 

7 

7x29 -f 13 = 816 

; 7x164-1-69 = 1147 


Die Nibenngswerthe des Bmehs 
lind also 

i i-. y. . i?- 

1 ■’ b’ 16* 69* 154 ’ 1U7 


Beispiel. Das tropische Jahr enthält 
385 Tage 5 Standen 48 Minuten 61 Se- 
cunden. Das Verhältnlfs eines Tages 
zum Jahre in annähernden Brüchen an- 
ingeben. 


Das Jahr hat 365 -f Tage = 365 + ^ 

Man erhält folgende Tabelle für den ächten Bmch 


QaoUent 


Zähler 



Nenner 



0 




0 




1 


4 




1 




4 


7 

7 X 

1-f 

0 = 

7 

7X 

4-1- 

1 = 

28 


1 

IX 

7-f 

1 = 

8 

IX 

29-1- 

4 = 

33 


4 

4X 

8-t- 

7 = 

39 

4X 

33-1- 

29 = 

161 


1 

IX 

39-1- 

8 = 

47 

IX 

161-1- 

33- 

194 

i 

1 

IX 

47-1- 

39 = 

86 

IX 

194-1- 

161 = 

355 

V 

1 

IX 

86-1- 

47 = 

133 

ix 

356-1- 

194 = 

549 


1 

ix 

133-1- 

86 = 

219 

IX 

549 -f 

356 = 

904 


3 

3X 

219-1- 

133 = 

790 

3x 

903 -f 

549 = 

3261 


2 

3X 

790-1- 

219 = 

1799 

2x 

3861-1- 

904 = 

7426 


1 

1 X 1799 -1- 

790 = 

2589 

IX 

7426 -1- 3261 = 

10687 


8 

2x2689-1-1799 = 

6977 

2x10687-1-7426 = 

28800 



Demnach hat ein Tag die näherungsweisen Verhältnisse zum tropischen Jahr 
l!366i; 1 S365/,; l:366*j 1:365,»^! 1 -.365,V^ n. s. w. 

KstUiUnl* ist eine Tollkommeii bieg- Endpunkten unbewefflicb befestigt ist, in 
onnofdehnsame Linie, die an ihren der Lage, dafs Gewichte, die auf ihr nach 
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imnd eioem Oeseti Teitheitt im 

Gleichgewicht eich beflnden. Sind die 
Gewichte so rertheilt , dals auf Jede noch 
BO kleine Länge dei Linie gleich nofee 
Gewichte kommen, so heilst die Linie 
sine gemeine Kettenlinie. 

3. Die Bedingungen für die Ge- 
stalt einer Kettenlinie zu bestim- 
men. 

Gewichte sind 4= gerichtete Kräfte, es 
sind also alle Punkte einer Kettenlinie 
ln einer durch die Anfhangepunkte ge- 
legte Vertikalebene begriffen. Sind A, 
B die Anfhangepunkte der biegsamen 
Linie, C der tiefste Punkt derselben, so 
nehme man die durch C gerichtete Ver- 
tikallinie CJ zur Abscissenlinie und für 
irgend einen Punkt E der Ketteulinie 
seien CD - x und ED = y die rechtwink- 
ligen Coordinaten. Die Länge des Bo- 
gens CE sei V, und das auf diese Länge 
nach irgend einem Gesetz vertheilte Ge- 
wicht = V. Die Tangente der Linie im 
Punkt £ bilde mit der Horizontalen AJ 
den Winkel w. 

Sollte nun das Stück AE der Ketten - 
linie hinfort genommen werden, und da- 
für zwei Kräfte angebracht, die eine ho- 
rizontal , die andere vertikal gerichtet, so 
müssen dieselben so beschaffen sein, dafs 
die ans ihnen hervorgehende Mittelkraft 
nach der Tangente EH gerichtet ist, 
welche der Spannung der Linie im Punkt 
£ das Gleichgewicht hält. 

Es sei diese Spannung in £ = s, die 
Horizontalkraft = Q, die Vertikalkraft - P, 
so mnfs die Mittelkraft ans P und Q 
nach EG gerichtet und =s sein. 

Folglich ist 

P=tsincp und Q = icoi(f 
Fig. 738. 


und P* -p p* = »’ «iw *<f> + *• rof ’ip = 
woraus * = \'F‘ -p p» 

Die Spannung im Scheitel C sei = «, 
so ist dieselbe nach der dort horizontalen - 
Tangente rechts und links gerichtet. Wenn 
man nun den Tbeil BC der Linie hin- 
fortiiimmt, so mufs in C nach der Hori- 
zontalen CS rechts eine Kraft S ange- 
bracht werden, und dann wären die Kräfte 
P, P, S und das Gewicht V miternander 
im Gleichgewicht. Sind aber Kräfte im 
Kaum mit einander im Gleichgewicht, so 
müssen sie auch mit ungeänderten Kich- 
tungeii an einem Punkt angebracht das 
Gleichgewicht halten und daher müssen 
auch die Kräfte P, p, S, V in £ mit 
ungeänderten Richtungen angebracht im 
Gleichgewicht sein. Alsdann sind aber 
gerade entgegengesetzt P und V, Q und 
S; also kann das Gleichgewicht nur be- 
stehen, wenn P= V und Q = S. 

Zerlegtmanalso in irgendeinem 
Punkte die Spannung horizontal 
und vertical, so ist die horizon- 
tale Seitenkraft = der Spannnng 
S im Scheitel und die Verticale = 
dem auf die Kettenlinie zwischen 
diesem Punkt und dem Scheitel 
vertheilten Gewicht 
Nun war oben 

Q = ! cot a nnd P = « rin n 
folglich bat man auch 

> ros n = S und s sin « = P 
Hieraus s*= C*-p V* 
und s = l'c*-Pe* (I) 

Dividirt man die beiden vorletzten Glei- 
chungen durcheinander, so erhält man 
sin o ^ P 
cot a S 
V 

oder lg n = — (J) 



Nun ist der Winkel, den 
die Tangente im Punkt £ mit 
der Abscissenlinie CJ bildet 
= 90° — o, folglich ist nach 
dem Art .Curvenlehre*, 
Formel 2, pag. 185 


lg (90°- o) = — = 

' lg a Vt 

Mithin nach Gleichung 2 
9 y_ _S 
öx V 


= 4 (ä) 


Ist nun V als eine Function 
entweder von x oder von J 
gegeben, so hat man im ersten 

ö V 

Fall das durch x ansge- 
drückt, das Integral dieses 


I 

) 

I 

1 


1 


I 

s 

I 




i 

'I 
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Ausdrucks nach x wird dann ^ bestim- 

tuen und die Gleichung der Kettenlinie 
bekannt sein. Ist dagegen V als Func- 
tion Ton y gegeben, so ergibt das Inte- 
gral ^ die Gleichung der Kettenlinie. 

Ist aber drittens V als eine Function 
Tom Bogen c bestimmt, so mufs das Dif- 
ferenzial in Beziehung auf v angegeben 
werden Es ist aber nach dem Art ,Cur- 
tenlehre* V. pag. 191 


Die Gleichung für die KetteBlini» in 
diesem Fall ist 


t-]/ 




(4) 


© 


Oy. 0-c_ 

8b 8« Öc 

Mithin nach Gleichung 3 und 4 
8y \vj S 

Es ist ebenso 

8x _ Ö* 8y .© 

8r Sy 8b ^8y^ 


folglich nach Gleichung 3 und 5 

8» i/S«-hK> A V'S*-(-F> 

3. Die Gestalt der Kettenlinie 
zu bestimmen, wen n die Gewichte 
darauf so Tertheilt sind, dafs die 
auf die einzelnen Theile dersel- 
ben kommenden Gewichte wie die 
Projectionen dieser Theile auf 
eine Horizontale sich verhalten. 

Das Gewicht, welches auf einen Bogen 
kommt, dessen horizontale Pro^jection die 
Längeneinheit ist, sei = p, so ist das Ge- 
wicht des Bogens CE, weil y seine Ho- 
riznntalprojeclion ist, = ;>y. Setzt man 
diesen Werth für V in Gleichung 3, so 
erhält man 

0_y_ 

Ox py 
8x 1 pij 

«-y = 78'7\=.S 


y» = -x (7) 

P 

Folglich ist die Kettenlinie bei 
der angenommenen Vertheilnng 
dos Gewichts eine Parabel, deren 
2S 

Parameter = — ist. 

P 

Es sei c die Länge einer Linie, auf 
welcher ein Gewicht dergestalt Tertheilt 
ist, dafe auf jede Längeneinheit = p 
kommt und dies so Tertheilte Gewicht sei 
= der Spannung im Scheitel, so ist cp = S. 
Diesen Werth Ton S in Gleichung 7 snb- 
stitnirt, ergibt 

y* 2ex (9) 

Sind CJ = * und AJ = l die Coordina- 
ten des Anfangspunkts A der Ketten- 
linie, so wird für x = k und y = 1 
P = 2e* 

woraus 2c = 

Diesen Werth in Gleichung 8 substi- 
tnirt, gibt 

y> = -^x (9) 

Zur Bestimmung der Länge des Bo- 
gens C£ = b hat man die Gleichung 4; 


also 


Non ist y 


■'/f 


8« 


folglich 

Diesen Werth 
substilnirt, gibt 


( 10 ) 


1 

2F® 

in die Integralformel 




8x 


(10 


Setzt man , um das au integrirende 
Differenzial rational zu machen. 


/ 


*+4Ax = ‘ 


SO ivird 


(S 

Folglich ist X = ^ 8y = j 

wo die Constante wegfällt, weil für y = 0 
auch X = 0 wird. 


4* ■*>- i 

P 2» 


‘‘“hör |^ = -4-Ä Y). 

Substituirt man diesen Werth in die 
Integralfurmel 11, so erhält man 


_ ** /jl’ 

' 2 *V(*'-f 


1)> 
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Nan ist 




Um die ODbekannten Zähler A nnd B — s’ — 4/ls = 0 
sa finden rerfähit man nach dem Art. worana mit s dividirt 
.Integral*, No. 30, pag. 304 und man A = -H, mithin B = +i» 

s> = A (»-!)• 1)> Demnach ist 


Diese Gleichung geordnet und an! Null s’ 

redncirt gibt (» + 1)> (»-!)> 

s’(A + B-l)-as(A-B) + A + B = 0 ^ ^ ^ ^ 

Für s = 0 entsteht A = - Ä 




i» 


(S+1F^(S-1)* 

Setzt man diesen Werth in dieselbe _ ■ / * * Sa ^ s8 

leichnng so ist A + J? = 0 und es entsteht J (»• — 1)> *J (s + IF ^ *J (* ~ 


9s_ 

1 )» 


Schreibe - * 8» + •»» + */ 

= ~ */ >Ti?+ + */ 


= -i/n(s4-l)-*^ + l/»(s-l)-i-^ 


daher • 
Nnn ist s 




Diesen Werth in die letzte Formel für e gesetzt, ln rerwandelt in l» 

z — 1 s* — 1 


gibt 


P. 8*4r+P + 4v/**(4Ax + />) , )/*x{4*x + P) , „ 
'-8*'" P + 2* 

p 

Für X = 0 wird e = 0 mithin bat man 0 = ^ I« 1 = 0 nnd C = 0. 

oh 

Ist die Länge AC des Bogens =L, s o ist x = A, nnd 

i=',, 5 £±£±^j;iilt£ + ,,.örn> 


(12) 


(13) 


4. Die Gestalt der Kettenlinie 
zn bestimmen, wenn die Gewichte 
auf die Kettenlinie selbst gleicb- 
märsijg vertheilt sind, oder die 
Gleiconng der gemeinen Ketten- 
linie zn finden. 

Setzt man wiederum das Gewicht, wel- 
ches anf die Längeneinheit der Ketten- 
linie selbst kommt =p, so wird V=pt. 


Mithin nach No. 3, Gleichung 6 und 8 
9y S S 

(I) 


nnd 


9o 

9x 


V'S> + «’ 

, P» 

’ ys'Tp 


(S) 


Ans der zweiten Gleichung hat man 


!= g 9e=lyi;S«-l-p«»») *2p*«9» 

JVS> + p’v* 2p-'' 


x = -iv'S» + p*»HC (3) x = ^(l/s>-bp*r*-s) 

Für T = 0 wird anch v = 0, mithin hat worans durch Umformung 
man p* i** + 2p Sx = p* «• 


0 = — + C; mithin vollständig 


( 4 ) 


( 5 ) 


Ist c die Länm eines Theils der Ket- 
tenlinie, deren Gewicht = der Spannnng 
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S am Scbtitd, so iit po = S, nnd diM«n 
Werth in die letate Qieichung substitniit, 
gibt dieselbe 

x* + 2c4r = e* (6) 

Es läfst sich also, wenn c bekannt ist, 
fnr jede Länge « eines Bogens der Eet- 
tenlinie Tom Scheitel abgerechnet die Ab- 
scisse X des Endpunkts dieses Bogens 
bestimmen. 

Setzt man nun den Werth S=pc in 
das Differenzial von y, Gleichung 1, so 


erhält man 

*8y_ pe e 

p p'c’ -f p'c> -f 

Also 

® /';p=^ = cln(e-t-)/c>-be>) + C 
«/ pc’ -f- e' 

Nun ist für r = 0 auch y = 0: gibt 
C = -clnc 
Daher vollständig 


y = c [/ii (• -I- -1- »’) — /» c] = c /b 


e 


(7) 


Nun iat ans Qieichung 6; . 
e = l'’2cx -|- X* 

Diesen Werth in Gleichung 7 substi- 
Inirt, gibt 

, e -I- * -l- V''2c» -I- *• 

y = eln — — — 

c 

welches die gesuchte Gleichung der ge- 
meinen Kettenlinie ist. 

Ist die Lage des Scheitels und der Auf- 
bangepnnkte der Kettenlinie gegeben, so 
seien k nnd / die Coordinaten des einen 
Anihangepunkts, den Scheitel wiederum 
als Anfangspunkt der Coordinaten genom- 


men ; alsdann mufs S so beschaffen sein, 
dafs wenn man x = h setzt , y dadurch 
= 1 werde, deshalb hat man zur Bestim- 
mung von e die Bedingnn gsglei chnng i 

j_^j^e + h + ^9ek + h> 
c 

Dividirt man beiderseits mit e nnd geht 
zur Exponentialgrölse über, so erhält 
man 

e~^ _ e - f ä -j- ]/iek -p ä* 
c 

J_ 

oder v'2cA + A> = ce'-c-4 


V 2. 

oder 2c*-b*» = c>e* -|- c« -f- ä« - 2c» e ' -2cäe* -l-2cA 


folglich redncirt nnd mit e» dividirt: 

*L JL JL 

s*- 2 «'- — ** - 1-1 = 0 
c 

welches zar Bestimmung von c die Ez- 
Mnentialgleichnng ist, welches nur durch 
rroberechnungen geschehen kann. 

Han pflert daher behufs der Anwen- 
dung der Kettenlinie die entgegenge- 
setzte Bestimmung zu machen, namlTch 
für k auf einander folgende Vielfache von 
c anznnehmen nnd (udnrch zu bestim- 
men, welches Vielfaches k von c ist. 
Man erhält nämlich ans der letzten Qlei- 
chnng 

1. -rJ 

— = ie'’ -1-i« ' -1 

C 

Setzt man nun — - m, so findet man 
c 

durch diese letzte Gleichung unmittelbar 

für — eine bestimmte Zahl ; diese sei b, 
c 

so dafo man hat * = bc nnd i = mci da- 



Setzt man nun ffir tu nach einander 
die Wertbe 0,1; 0,2 n. s. w. so bestim- 
men sich hierdurch entsprechende Werthe 

Hl ^ 

für B nnd auch für ~ — Bringt man 

nun diese zusammengehörigen Werthe in 
eine Tabelle, die so weit fortgesetzt wird, 

dals die Werthe von ^ alle diejenigen 

Fälle bmeifen , welche in der Ausübung 
für das Verhältnifs von k nnd 1 Vorkom- 
men, so darf man in einem besonderen 
Fall wo k nnd I gegeben sind, um den 

Quotient bestimmen, diesen in der 

Tabelle anfsnchen, so findet man die ihm 
entsprechenden Werthe von m nnd b. 
Oder 

I = mc nnd k = nc 

Dividirt man nun f durch m oder k 
durch B, so erhält man für den vorlie- 
genden Fall den erforderlichen Werth 
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Ton c and dino ist Termögs der obtfen 
Oleichnoe auch für jeden Werth Ton x 
der xngehörige Wertii Ton y bestimmt. 

Die Länge der Kettenlinie Tom Schei- 
tel bis znm Anfhangepnnkt ernbt sieh 
dann auch nnmittelbar durch me obige 
Qieichung 6: c = ( 2cx -t- wenn man 
darin k statt x setzt. 

Auch die Spannung der Kette läbt 
sich in jedem Punkt bestimmen, denn es 
war im Allgemeinen nach No. 2 
• = VP^-TQ’=y^S^+ P* 

Folglich im gegenwärtigen^Fall 
• = + = p ^c’-|-2cx-bx’ =p(c+x) 

Die Spannung t wichst also Tom Schei- 
tel, wo sie = fc ist bis zum Anfhänge- 
punkt, wo sie den Werth = p (c -(- Aj er- 
nilt, wo also die Gefahr des ZerreiTsens 
am gröfsten ist. 

ö. Die Gleichung einer Kettenlinie zn 
bestimmen, wenn auf dieselbe ein zwei- 
faches Gewicht, das eine gleichmäXsig 
nach der Länge derselben, das andere 
aber nach der horizontalen Projection 
rertheilt ist. 

Es sei das anf die Längeneinheit der 
Kette kommende Gewicht = p , das pro- 
portional ihrer horizontalen Projection 
Teitheilte Gewicht anf jede Längenein- 
heit = f, so ist das auf disn Bogen c Tom 
Scheitel ab gerechnet kommenue Gewicht 
= pv + qy, letzteres weil die Projection 
des Bogens s die Ordinate seines End- 
punkts ist. Han hat also nach der bis- 
herigen Bezeichnnng 

F = pe-f9y (1) 


Nnn war allgemein , nach No. 2, Qlei 
chnng 6 nnd 6 

S» ^ S 

Sx_ V 

Se 


nnd 


(J) 


(3) 


-7» 


also 


aber 


Sy 

8F 


(4) 

( 5 ) 

(6) 


1 S* + P 

Es ist aber nach Gleichnng 1 
P 

ß© _ 1 f 

Bv-J-J 

8y _ Sy 8e 
SF“ Ss'SK 
Setzt man für beide Differenziale ihre 
obigen Werthe ans Gleichnng 2 nnd 6, 
so erhält man ans Gleichung 6: 

Oy _ S (JL^±. \ 

8F y/gi-)- ptVp p 8F/ 
and hieraus das Differenzial entwickelt 

Sy S 

sf' 


CD 


yS-t-pj/SHF* 

Um dies Differenzial rational zn machen 


setze man F* = • -(- F 

so entsteht gnadiirt S’ = a’-f-2zF 
S*-s> 


and 


mithin 5- = - 


SF 

8z 


r=‘ 

2s* 

S*-z» 


2z 


( 8 ) 


(9) 


und F> = z -f (10) 

2t #t 


_ 8y 8y 8F_ 

5-z=8F-sr = 


qS + p 


oder 


so ist 


8y S (S* -b z») 


z (pt*+ iqSt -b pS*) 

^.Lyts*-bz*)8* 


2z 


( 11 ) 




n =: - -- (9 - |/y* - p*) 

4 (9 + I - P*) 

P 

^ y(s*-bz>)Sz 


(19) 

(13) 


«y z(z-o)(z- 


Setzt man den trinomischen Factor des Setzt man 
Nenners =0, so erhält man zwei War- S*-(-z’ 

zeln o und ß der Klammergröfse. 


ß) 


(U) 


1 ,- 1 . z B ^’ + “’ n 

so erhalt man — : B = - ; C = -, 

aß' {a-ß)a’ (.ß - a) ß 


z(z — n)(z-/S) z %—a^»-ß 
Sß + ß^ 


Diese Werthe in die Integralgleichung substituirt, gibt 

pj * P J P J *-ß 
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, ils , Bs, , . ca , , _ , „ 

ilio f = /n* /»(» — o) /«(i-^ + C 

r p p 


(15) 


Für * = 0 wird y = 0 nnd »=0 » = 0 auch V = 0, also ffir x = 0 wird 

l^unUta = ^'S•+P-F^ndV=pr + ,J, ‘Vaf erhält alao aur BeatimmnDg der 
Folglich wird nach Olaichnng 1 für Constante die Gleichung : 

0 = - — /n S - /» (S - o) - — /« (S - + C 

PP P 

Mithin eollatändig 


^S, S BS, S-a , CS, S- fl 
* p » p i-o p i-fl 


(16) 


Dm nun ebenso 
Bestimmung toi^x 

eine Gleichung zur 
tu erhalten, hat man 

8y 


die ersten beiden a 

llgemeinen Gleichun* 

8x^ 


gen 3, No. 2 und 7, 

, No 5 


- - X---- 


Sx _ 
0K“8y'8K' 




fPis»+r> s ,s + p|-.siT>‘ 


Setit luan hier wiedemm, um daa Differenzial ratinnal zu niarhen, 
vs*TT« = i+ V 
so erhält man, wie rorher die Integrale zur Bestimmung von x; 

S> + »• 




2i 


2j ’ 8» 


2t* 


S* - »• 


8r _ 0 X 01 

8t~ 8r' oT 


aS + p — i — 

»TI- 


Mithin x = 


/_ S « + a* \ _ _ fi« - t« 

2t’ / 2 1*(2 tyS f p.S’ + pt*) 

1 ^ (i* - t‘) 8t 


V- 

Für A 

»♦ + f St»< 
P 


P 

schreib 


- i* - t> - S* t* i> + S* t’ 

'' +— ^ 

t‘ +???■.* 


+ .S* t» t‘ + t* + S* t’ 


= -l + 


a» + S’ »• 

F 




1 r \ 1 

Jsi'+su* -t s« ^ ^ ^ + ^ + £’ 


Dann hat man x 


Betzt man nun 
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nnd entwickelt nie Totber, so erbält man Oder wenn man bemerkt, dafa aß ala 
• 2?S , . „4 letatea Glied in dem Product (» - o) (a - fl 

-n+ao+ö _ letifen Oliede S* dea Trinoma, 


A’- 

a\a-ß) 

so bat man 

h? ßt S* ß’ + S* 

c'=|-;=s* 

B'= P 

ß'(ß-a) 

und D' — — ^ • S 

C' = — 
aß 

P 

Behält man die unbestimmten Coeffi 

p «V’ 

cienteii vorläufig bei, und integrirt 


1 A . , . B' C D'-[^ 

= — 5“ 1" ■' « ■t' T 1 

2p,/ I a — o i— ß a' aj 

so hat man x = — ^ j^— a + il’/ii (a - o) + B'ln (a — fl — ^ + *] + f 


a = S 


Zur Bestimmung der Conatanle hat man für zxO, am Scheitel r = 0 also 


Also 


0 =-^[-S + A'/ia(S- ,0 + JJ’l«(S-fl_£ + i)'Ms]-i C 

also Tollatändig * = ~ ® V ~ ^ ^ 


£a bleibt nun noch übrig in den Aus- 
drucken für y und x für a, ß, A, B ... 
ihre Werthe einzuführen. 

Nun ist A = ^ = 1 
aß 


B = 


S>-o* 


«(«-/*) i'9*-p’ 

,*(o-fl (V-p» 


p 


«’ (« — fl) 


?2^n>+S>..» + S* S* + Sa 4 ^a+S) ^ 

p _ \p ) _ S*- n* _(S» -bo*)(S«-a») 

— fl «*(« — fl a’(n — ß)~ 

= "a»(«-fl 


/S*y-n) 

C =S> und D'=-^S 
P 


ß'(ß-a) 


- = -(« + fl 


2yS 


Diese Werthe in beide Formeln für y und x substitnirt, gibt aus Ql. 16 u. 17 

’ pL ‘ iV-p’ l'»’-p’ 


-ki-' 


S + ::i::in- = + ^/a— f -I- — -S 

p a— n p a— ^ a 

S - a oS (S-n)(S-fl a 

• » "^p» " (a-a)(a-flS 


2yS 

P 


'4) 


Da es nun im Allgemeinen nicht müg- die zusammengehörigen Werthe von x 
lieh ist, a zwischen beiden Gleichungen und y zu berechnen, 
von y und x zu eliminiren, so mufs man p» a = i'sAl^’- P, so ist a immer 
sich damit begnügen, für a aufeinander kleiner als S. Mau wird daher, weil auch 
folgende Werthe zu setzen und daraus jie Spannung S am Scheitel noch un- 
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bMtimBit üt, anf «iaandar folgende ge- 
bioelieDe Vielfache tod S für i anneh- 
meD, indem man Ton den Zehntbeilen 
infingt, dann Hnnderttheile n. a. w. setct. 
Die Formeln in den obigen Gleichungen, 
woTon die Logarithmen an nehmen aind, 
verden dann unabhängig von S, ereil 
anch a nnd ß, S als Factor enthalten. 

Die Logarithmen laesen sich daher voll- 
ftindig bestimmen und man wird für 
jede Substitution für x nnd y Vielfache 
von S erhalten. 

Entwirft man nun, wie bei der gemei- 
nen Kettenlinie, eine Tafel der so 
erhaltenenT verschiedenen Wertbe von x 
und y, indem man darin theils x tbeils 
} als Vielfache von S, and dann auch 

wieder die Quotienten von welche 

sbeolnte von S unabhängige Zahlen sein 
werden, nnd es ist dann in einem be- 
sonderen Falle das Verbältnils der Coor- 
dinaten des Aufhange^unkts gegeben, so 
sacht man den Verhaltnifsnamea unter 
den Quotienten von x nnd y auf nnd 
man ündet daneben ingleich auch, welche 
Vielfache diese Coordinaten von S sind. 
Wenn man daher alsdann diese Coordi- 
naten mit den Vervielfältigungszablen 
dividirt, so ergibt sich der für diesen Fall 
ingebürige Werth von S. 

letteniDtssting, s. .Baculometrie“. 

Kattaircchiaag ist eine Rechnung in 
einem Ansatz von eigenthümlicher Form, 
dem Kettenansati, Kettensatz, so 
genannt, weil der Ansatz in beliebig vie- 
len Sätzen besteht, von denen jeder Satz 
mit dem Riotergliede des ihm vorherge- 
henden Satzes als Vorderalied wieder an- 
faagt, so dafs der ganze Rechnungsansati 
eine Aehnlichkeit mit einer Aneinander- 
teihnng von Kettengliedern bat 
Wenn das Verhältnifs zweier Oröfsen 
A, B gesucht wird, so kann man dasselbe 
finden , wenn das Verhältnifs beider Grü- 
ben mit anderen Gröben, mit Zwischen- 
gröben gegeben ist Wenn z. B. A iC 
= m\n, B : D = p ty,C : D = rtt gegeben 
sind. Alsdann hat man den Ansatz in 
Proportionen 


A : C= »I ; « 

D iB = q :p 
C:0 = r:a 

woraus A:B = miqr : npt 

Es kommt nur darauf an, dab die ver- 
mittelnden Grüben in den ersten und 
den zweiten Gliedern so vertheilt werden, 
dafs sie sich bei der Multipliratinn der 
gleichnamigen Glieder einander aufhebsii. 

Der Kettensatz entsteht nun, wenn 
statt der Proportionen Producte genom- 
men werden und zwar in der Ordnung, 
dafs das Ilinterglied jedes Satzes mit dem 
Vorderglied des folgenden gleichnamig 
wird. Mit dem Frageglied wird als Vor- 
derglied des ersten Satzes angefangeu 
und das Ilinterglied des letzten Satzes 
ist mit demselben gleichnamig. 

Das obige Beispiel würde ein Ketten- 
satz sein in der Form 
?xB = A 
nA = mC 
iC = rD 
pD = qB 

hieraus x • ntp = mqr 

Da nun x - B = A 

so bt B — — — A oder A = B 
X mqr ntp 

DieKettenrechnung ist eiue Rechnungs- 
art, die bei den complicirtesten Verhält- 
nissen bei nur geringer Aufmerksamkeit 
keinen Irrthum im Ansatz zuläbt. Ueber- 
legungen für etwaniges Vorhandensein 
umgekehrter Verhältnisse, die in Elemen- 
tarschulen früher den Gegenstand einer 
höheren Rechnungsart, der umgekehr- 
ten Regeldetrie ausmachten, Eommen 
hier nicht vor, nnd daher ist den Rech- 
nungsmännem, den Kaufleuten dieser 
Kettenansatz das einfachste und sicherste 
Rechnenmittel. 

Beispiel. Wie viel an preabischem 
Courant sind 300 oldenburger Pistolen, 
wenn 351 Stück derselben auf 1 Hark 
bei 211 Karat fein kommen, wenn 35 
preubische Friedrichsd'or auf 1 Hark bei 
21 Karat 8 Grän fein kommen und wenn 
1 prenbischer Friedrichsd’or 5 Thir. 20 
Sgr. Courant gilt? 


Ketten- Ansatz 

Wie viel (x) preub. Tbaler (sind) = 300 oldenb. Put. 

(wenn) 351 Pistolen = 211 Karat 

(wenn) 21} Karat ' = 35 Friedrichsd'or 

(und wenn) 1 Friedrichsd'or = 5} Thaler 

Hieraus ^ ^ preufs. Thaler = 559 Thlr. 19 Sgr. 3,82 Pfennige. 

• 81 f 
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lattCBrecel üt die Regel, nach wel- 
cliei beim Ansatz und der Ausrechnung 
eines Kettenrechnungsexempels rerfah- 
ren wird. 

letteBMtX, s. n. .Kettenrech- 
nnng.“ 

KetteDitab, s. u. ,Baenlometrie.* 

KetteuUnge, eben daselbst. 

Kippregel ein Winkelmaafsinstrument 
besteht in einem metallenen Lineal mit 
senkrechtem Ständer in dessen Mitte, in 
welchem ein Gradbogen in einer senk- 
recht anf dem Lineal befindlichen Ebene 
auf und nieder bewegt werden kann um 
Höhenwinkel zu messen. Der Gradbogen 
ist zu diesem Behuf entweder mit Diop- 
tern oder einem Fernrohr in Verbindung 
gebracht. 

Klammem. Die Anwendung derselben 
für Grüfsen complexer Form, deren Be- 
deutung s. den Art: .Algebraische 
Zeichen*, pag. 62, rechts. 

KlammergrBlke heilst jeder in einer 
Klammer eingeschlossene complexe Aus- 
druck. 

Kleiutes, s. .Grüfstes uudKIcin- 
stes*, mit Fig. 678 bis 680. 

Klima. Hierunter verstanden die äl- 
teren Geographen eine Zone auf der Erd- 
oberfläche zwischen zweien l'arallelkrei- 
sen, von denen in dem einen der längste 
Tag ^ Stunde länger ist als in dem an- 
deren. Sie theilten nämlich jede der 
beiden Halbkugeln vom Aoqnator bis 
zum Polarkreise in 24 Klimate. Am 
Aequator und anf beiden Zonen vom 
Aeqnator bis zu jedem Wendekreise ist 
der längste Tag 12 Stunden am Polar- 
kreis ist der längste Tag 24 Stunden und 
man hatte also zwischen dem Aequator 
und jedem Polarkreis 24 Klimate. Von 
den Polarkreisen bis zum Nordpol wur- 
den noch Klimate angeordnet, die alle 
so unterschieden waren, dafs in dem er- 
sten Parallelkreis der längste Tag einen 
Monat, in dem zweiten zwei Monat n. 
s, w. bis zum sechsten, dem Pol wo der 
längste Tag sechs Monate dauert. 

Die geometrische Construction dieser 
klimatischen Theillinien ist in dem Art. 
.Breite, geographische* mit Fig. 
214 gezeigt und die Richtigkeit erwiesen. 
Hierbei will ich, um etwanige Täuschun- 
gen zu vermeiden, bemerken, dafs der 
Ort 0, der in der Art besebaflen ist, dafs 
in ihm und dem ganzen ihm zugehörigen 
Parallelkreise der längste Tag 16 Stun- 
den (Bogen EDh, der halbe Tagebogen 


= — y Halbkreis EDe) nicht in denel- 

24 

ben Erdhalbkugel QD^ Hegt, in welcher 
die Construction ansgeführt ist, wo Qi 
der Aequator und P den Pol bedentet, 
sondern in der Halbkugel Ppp. Es ist 
o der richtige Ort, wenn Py Aequator, 
y Pol und oo' sein Parallelkreis gedacht 
wird. 

Die sechs Klimata der kalten Zone wer- 
den auf dieselbe Weise conatmirt: Es 
sei Qq der Aeqnator, PC die Axe, £C 
der Halbmesser der Ekliptik in dem Durch- 
schnitt mit dem Aequator, so gibt die 


Fig. 739. 



auf CE Normale (e) in dem Punkt e die 
Richtung des mit dem Aeqnator paral- 
lelen Polarkreises. 

Theiit man den Qnadrant eE in sechs 
gleiche Theile, fällt aus den Theilpnnk- 
ten Normalen auf CH, von den dortigen 
Theilpunkten, die mit dem Aeqnator qQ 
parallelen 11, 2 2,. . (0^ = 6 6), zieht 
CP, so hat man, wenn man sich 
CP als Aequator, Qq als Erdaxe denkt, 
HF den Polarkreis, und die anf dem Bo- 
gen EQ bestimmten Theiipnnkte 1 bis 6 
in Q die entsprechenden Puukte für die 
mit EF parallelen klimatischen Parallel- 
kreise. Der Theiipnnkt 1 bestimmt den 
Kreis für die Orte in welchen der längste 
Tag einen Monat dauert; der Punkt 2 
den Kreis für 2 Monat Dauer u. s. w. 

KlinobaiilCh (Kryst) beifst die Lage 
der Basis gegen die Normalaxe des Kry- 
stalla, wenn dieselbe schiefwinklig ist 
(s. Axensystem der Krystalle). 

Klinometer (xlirooi ich neige) ist der 
wissenschaftliche allgemeine Name für 
jedes Nivellirinstrument , mit welchem 
man also die Neigung einer Linie oder 
einer Ebene gegen Horizontalen bestimmt. 
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lUaorhtmUMbet KtyiUUlutloBuj'- 

■t4B ist das Me System, das zwei uud 
• iogliedrige System, bei welchem 
swei ODgleichaitige Axen unter schiefen 
Winkeln sich schneiden, beide aber von 
der dritten ihnen ungleichartigen Axe 
rechtwinklig geschnitten werden. 

Kliiorkomboldtecbts KrysUUlMtlou- 

Syitein ist das sechste System, das ein 
und eingliedrige System, bei wel- 
chem drei ungleichartige Axen unter 
schiefen Winkcfn sich schneiden. 

Knotea heifst in der Geometrie der 
Punkt, in welchem eine Curve zum zwei- 
tenmal trifll; ein Tbeil derselben wird 
Ton diesem Punkt zu beiden Seiten eine 
geschlossene Rundung wie bei der un- 
Unn Konehbide, Bd.ll. pag. 167, Fig.523. 

S.noteo in der Astronomie sind die 
DtBchseknittspunkte zweier gröfsten Kreise 
U der Himmelskogel; besonders die 
fiMckschnittspunkte einer Planeten- oder 
CMtldenbahn mit unserer Erdbahn, der 
BUiptfk und ebenso die einer Mondbahn 
nm flirea Planeten. Die Dnrchschnei- 
dnng beider Bahnen geschieht in zweien 
einander gegenüberliegenden Punkten, die 
gerade Veihindungslinio beider Punkte 
durch den beulen Planeten gemein- 
adiaftUcheo Centralkörper, die Sonne, 
nase Teriiindangslinie heifst die Kno- 
tenlinle. 

Die Ekliptik tbeilt die Uimmelskugel 
in swei Hälften, die nach dem Nordpol 
über uns, also sichtbare Uimmelskugel 
heifst die obere, die uns unsichtbare 
nach dem Südpol hin liegende die untere 
Halbkugel. Die KnotenHnie theilt beide 
sich durehscbneidende Bahnen ebenfalls 
in swei Uäiften. Die in der oberen Bim- 
melshalbkugel liegende Uälfte der Pla- 
netenbahn heifst die obere, die in der 
unteren Halbkugel liegende die untere 
Uälfte. Der Knoten, in welchem der 
Planet in die obere Halbkugel tritt, heilst 
der aufiteigende Knoten, der Knoten 
in welchem der Planet in die untere 
Halbkugel tritt, der niedersteigende 
oder der absteigende Knoten. Was 
hier von Planeten gesagt ist, gilt ancb 
für Cometen und nnseren Mond. Beide 
Knoten sind 180° von einander entfernt. 

Der Planet oder Mond hat in dem Kno- 
ten keine Breite, weder geozentrische 
noch heliozentrische Breite, und es gibt 
dieser Umstund das Mittel an die Hand, 
durch Beobachtungen des Weltkörpers 
den Ort seines Knotens zu ermitteln; 
man hat nur nöthig, ihn in aweien Orten 

I I f_ 1 _1 __ 


Breiten hat, von welchen die eine die 
nördliche, die andere die südliche Breite 
ist, so dafs er das zweite Hai so riel 
über oder unter der Ekliptik sich befin- 
det, als das erste Mal er unter oder über 
der Ekliptik stand. Addirt man beide 
beobachteten Laiben und nimmt von 
der Summe die Hälfte, so erhält man 
die Länge des Knotens, indem man den 
Lauf des Planeten während der zwischen 
beiden Beobachtungen begriffenen Zeit 
gleichförmig annimmt. 

Ist dieser Knoten der aufsteigende, Ton 
dem man bei jedem Planeten zu zählen 
anfängt, so hat man in dem östlichen 
Abstande desselben vom Frühlingironnkt 
die Länge des Knotens. Diese Länge 
wird non auf der Planetenbahn Tom Kno- 
ten ans rückwärts, also innerhalb dar 
südlichen Halbkugel abgetragen und de- 
ren Anfangspunkt ist der Nullpunkt für 
die heliozentrischen Längen des Planeten 
in seiner Bahn. Von der Iwatimmt an- 
gegebenen Länge des augenblicklichen 
Orte eines Planeten die Länge seines 
Knotens abgesogen, gibt die Länge des 
Planeten Tom Knotenpnnkt, welche das 
Argument der Breite des Planeten, 
dnreh welche die Reduction des Planeten 
auf die Ekliptik ansgeführt wird. 

Die Knoten der Planeten behanpten 
nicht fest ihren Ort in der Ekliptik, sie 
machen ebenso wie die Nacbtgleichen- 
punkte, der Frühlings- nnd der Uerbat- 
punkt, rückgängige Uewegnngen, so dals 
Längen-Abnabmen eotstemn, welche eine 
Folge der gegenseitigen Attraction der 
Wellkörper sind, durch welche sie sich 
anziehen und früher in ihre Bahnen kom- 
men als bei dem vorher gewesenen Um- 
lauf. Bei den Planeten beträgt diese 
Kückbewegnng bei jedem Umlauf etwa 
eine Bogenminule, bei dem Monde da- 
gegen beträgt sie jährlich 19 Grad, so 
360 

dafs die Mondknoten in = 19 Jahren 

den Zeichen entgegen dnreh die ganze 
Ekliptik gerückt sind. 

Knotanlioie, a. u. .Knoten*. 

Knotenmonat, s. t. wie .Draehen- 
monat*, s. d. und .astronomischer 
Monat* No. 4. 

Ktrpar. Euklid sagt im 11. Buch, 1 
nnd 9 Erklärung; Ein Körper ist was 
Länge, Breite und Tiefe hat Eines Kör- 
pers Grenze ist Fläche. 

Die Geometrie oder vielmehr der Theil 
der Geometrie, welcher sich mit den Kör- 
pern beschäftigt, die Stereometrie, 
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schIo(s«D«o kürperlichen Raum and Tersehiedensaitigen FignTcn eingMcUoi- 
dia Greozdächeo dan mathematischan sen ist. Sind dia dan Körpar bagiaa- 
Körper lum Oaganstanda; mit dar dan landen Fignren alle tegalmäfsig undeon- 
körperlichen ^nm anafnllenden. Masse» graent» so heilst der Körper ein regel- 
mit dam physischen Körper beschäitigt mafsiges Polyeder. Es gibt dejen 
sich die angewandte Mathematik. nnr fünf: 

_Die Art der Grenzen bestimmt den 1 . Das Tetraeder, deren Beeren- 
Körper. Ein Körper wird begrenzt von inngsflächan aas 4 gleichseitigen Drei- 
lauter Ebenen oder von lauter krummen ecken bestehen. 

Fliehen oder von geraden und krummen 2 . Das Octaeder wird von 8 regel- 
Flachen zugleich. Dreiecken begrenzt. 

lauter Ebenen be- 3 . Das Icosaeder wird von 20 re- 
^ ’ sind entweder prisma- g*lmä 6 igen Dreiecken begrenzt 

tisch oder pyramidalisch oder po- . n j j . 1 -_i 

lyedrisch. Gas »Hexaeder, der Würfel wird 

p. «V t.' - n • ''e® ® Quadraten begrenzt 

Prismatische Körper, Prismen . n j 1 . j -4 

lind solche Körper, die von zwei einan- ‘1® ’* 

der gegenüberstenenden congruenten Drei- 8 *l™"»'g*u Fünfecken begrenzt 
ecken, Vierecken oder Vielecken and von P>u Körper, die von lauter krummen 
dazwischen liegenden Parallelogrammen Pläcben , also von mehreren krnmmen 
begrenzt werden. Dia ersteren beiden Küchen begrenzt werden, kommen selten 
Fignren sind die Grund- oder Ende- Untersuchung vor. Körper, die von 
benen, oder dis Grund- oder End- unr einer krummen Fläche begrenzt wer- 
fliehen, die Parallelogramme die Sei- <l®u> sind die Kngel und alle durch Kar- 
tenebenen oder S eitenflichen. Der sren gebildete Umdrehnngskörper wie die 
Character der Prisma ist also, dafs pa- Ellipsoide. 

r^lel mit einander durch die Seitens- Die Körper, die von Ebenen und krum- 
chen gelegte Ebenen congmente Fignren men Flächen begrenzt werden sind Cy- 

geben. ^ linder und Kegel, Cylindroide und Ko- 

.^Ist eine der Endflächen der anderen noide. Ein Cylinder ist ein Prisma, 
nicht parallel, so sind sie einander nicht ein Kegel eine Pyramide mit kreismn- 
congrnent, die Seitenflächen sind Tra- der Grandebene. Cylindroide sind 
DOM und dos Prisma heifst ein abge- Prismen, Konoide sind Pyramiden mit 
knrztes Prisma. Gfundebenen, die von geschlossenen aber 

Pyramidaliscbe Körper, Pyra- anders als Kreise gestalteten Curven be- 
Jniden sind solche Körper, die ein Drei- grenzt sind. 

fläh:'‘Lliru^“^^^^^ deÄVr?'“""*' 

alle in einem Punkt, der Spitze, Drei- “-»rper • 

ecke bildend, susammen laufen. Der KtrperberechBOBg. Geschieht die Be- 
Karaeter der Pyramide ist also dafs pa- rechnung speciell in bestimmten Zahlen, 
tallel mit einander durch die Seitenflächen eo ist sie der arithmetische Theil 
gelegte Ebenen ähnliche Figuren bilden. <)®r Stereometrie, geschieht sie in 
Bat die Pyramide statt einer Spitze eine Aufstellung von allgemein geltenden For- 
obere Endfläche, so sind die Seitenflächen mein, der algebraische Theil der- 
Vierecke, die Pyramide heilst abgekürzt, selben. 

^*h * 1 *® u^.r® Endfläche der unteren pa- Jeder Körper ist in ein rechtwinkliges 
raum, so sind die Seitenflächen Trapeze, Parallelepiped zu verwandeln, dessen kor- 
• ? **’K®*'ürztj perlicher Inhalt gleich ist dem Product 

ist me obere Endfläche der Grundfläche seiner drei Seiten. Daher besteht auch 
nicht p^Uel, so sind die Seitenflächen jede Formel für den Inhalt eines Kör- 
irapezoide, die Pyramide heilst schief pers, seine Gestalt sei, welche sie wolle, 
abg®kurzt. .... *“s einem Product von dreien Längen- 

Kine Abart der Pyramide ist der Obe- dimensionen 

8e1tenSn’'«ii“. «I?b®I’ '‘®i.“k?® I®* ^ Grnndebene eines Körpern, 

•iner geraden Linie, einer Scharfe en- ^ rnsma — Am 

diwn. JdesCylindeT 3 = Aä =;ir*r*A=Är*i 

Ein po I y ed riscji er Körper, ein Po- wenn r den Halbmesser der Kreisgmnd- 
lyadeT ist ein Körper, der Ton Unter ebene bedeutet. 
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J des schief abgeküizien dreiseitigen 
0 + 4 + c . 

Prisma = — - • A 

wenn a, 4, e die Seitenkanten , A den 
Inhalt des normal auf die Kanten ge- 
nommenen Querschnitts bedeutet. 

J einer Pyramide ist = iAh 
J eines Kegels ist i Ak= ^nr*k 
J einer gerade abgekürzten Pyramide 
= J (>4 yAB + B)h 

wenn 0 der Inhalt der zweiten Endfläche 
Ut 

J eines gerade abgekürzten geraden 
Kegels = h (/I* -I- yAB + B*)h 

= (r* -t- rp + p>) * 

wenn p den Halbmesser der zweiten 
Endfläche des Kegels bedeutet. 

J einer Kugel ist tnr* 

Einer der wichtigsten Sätze als Ilülfs- 
uts zur Beweisführnng stereometrischer 
Lehrsätze ist folgender: 

Sind zwei Körper zwischen zwei pa- 
lallelen Ebenen begriffen und so be- 
schaffen, dals die mit diesen Ebenen pa- 
rallel genommenen Uurchachnitta-Ebenen 
derselben immer dasselbe Yerhältnifs zn 
einander haben, so stehen die Inhalte 
beider Körper in demselben Yerhältnifs. 

Denn man theile den Abstand der pa- 
rallelen Endebenen beider Körper, oder 
wenn diese in Spitzen oder Kundnngen 
ansgeben, die parallelen Ebenen, welche 
die Miden Körper zwischen sich begrei- 
fen, in eine beliebige Anzahl gleicher 
Theile nnd führe durch die Theiipnnkte 
Ebenen, die mit jenen parallel laufen. 

Zwischen je zwei nächsten Durchschnitts- 
ebenen constrnire man um jeden Körper 
zwei normale Mäntel, ron denen der eine 
über dem Umfang des einen anfwärts, 
der andere unter dem Umfbng des an- 
deren abwärts gehohtet ist, so wird in 
jedem Körper der ron dem einen Um- 
fang eingeschlossene Körper gröfser, der 
Ton dem anderen Umfang eingeschlos- 
sene Körper kleiner sein, als der zwi- 
schen beiden Dnrchschnittsebenen befind- 
liche Theil der zn rergleichenden beiden 
Körper. 

Nun verhalten sich aber prismatische 
Körper (also auch die constrnirten) von 
gleicher Höhe wie ihre Endflächen, daher 
haben diese Körper, deren Endflächen 
dieselben Durchschnittsebenen der gege- 
benen Körper sind, immer ein und das- 
selbe Yerhältnifs. Folglich werden auch 
die Summen aller inwendigen Körper, 


so wie die aller answendigen bei beiden 
zn vergleichenden Körper immer dasselbe 
Yerbältnirs haben. 

Da man nun durch Yermehrnng der 
Theile in dem Abstande beider zuerst 
enannten Parallelebeueu den Unterschied 
er Summen der inwendigen und aus- 
wendigen Körper beliebig klein machen 
kann, so folgt, dafs auch die zwischen 
begriffenen Körper dasselbe Yerhältnifs 
wie jene Summen haben müssen. D. h. 
wie die Dnrcbschnitte dieser Körper mit 
Ebenen, die den begrenzenden Parallel- 
ebenen parallel laufen. 

Hieraus folgt, dafs wenn in beiden 
Körpern die im Satz gedachten Dnrch- 
schnittsebeneu in beiden Körpern einzeln 
gleich grofse Durchschnitte bilden, die 
Körper selbst einander gleich sind. 

Ferner, dafs wenn drei Körper zwischen 
zwei Parallelebellen begriffen sind und 
eine solche Uestalt haben, dafs wenn 
man dieselben mit einer jenen Ebenen 
parallelen Ebene schneidet, der Durch- 
schnitt in dem einen Körner immer gleich 
ist der Summe der Dnrcoscbnitte in den 
beiden anderen Körpern, alsdann auch 
jener Körper gleich ist der Summe der 
beiden anderen Körper. 

Dieser Hülfssatz heifst nach seinem 
Urheber der Cavalleriscbe Grund- 
satz, weil Cavalieri ihn ohne beweis 
anfgestellt and angewendet hat. 

KBrperdreleck, s. v. w. .dreiseitige 
Ecke,* s. .Ecke“ No. I, Erklärung, 
die übrigen No. 2 bis 18 Lehrsätze, No. 
19 bis 26 Aufgaben and Construktionen ; 
mH Fig. 590 bis 699. 8. .Körpertri- 
gonometrie.* 

Körperecke, s. v. w. Ecke, s. .Ecke*. 

KOrpenna&fk, s. v. w. .Cnblkmaafs*, 
s. d. 

Körpertrigonometrie ist die Bestim- 
mung des Zusammenhangs zwischen den 
Seiten nnd Winkeln der Körperdreieoke 
durch Anwendung der Lehren der ebenen 
Trigonometrie. Die Körpertrigonometrie 
unterscheidet sich von der ebenen, dafs 
die in Betracht kommenden Winkel der 
ebenen Dreiecke, welche za einem Kör- 

f ierdreieck gehören, nicht in einer Ebene 
legen. 

An merk. In den folgenden Unter- 
suchungen ist SU Erleichternng des Yer- 
ständnisses die Anordnn^ getroffen , 'dafs 
bei Bezeichnung einer Körperecke (Fig. 
738) 

1) Die 3 Bachataben, welche die Yor- 
derpnnkte der drei Kanten bezeichnen 

8 * 
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Toranf^MtclU werden, und daCi der an 
der Spitze befindliche Buchstabe 5 der 
Tierte wird. 


Fig. 740. 



8) Die mit kleinen lateinischen Buch- 
staben bezeichnetcn Seiten entsprechen 
den grofsen Buchstaben der gegenüber- 
liegenden Kanten (Seite a der Kante vd.t’, 
Saue b der Kante BS und .Seite e der 
Kante CS gegenüberliegend). 

3) Die Winkel, welche durch die sie 
bildenden Seiten bezeichnet werden müs- 
sen, erhalten die ihrer Kaute zugehörigen 
Buchstaben in der Mitte: der durch die 
Seiten ASC und ASB gebildete Winkel 
wird bezeichnet /,CASB oder ^BASC. 
Sonst werden diese Winkel mit nur 
einem Buchstaben bezeichnet. Näm- 
lich 

4) Die Winkel der Ecke werden anch 
mit griechischen Buchstaben liozeichnet 
und entsprechen den Tordcren Buchsta- 
ben der den Winkel bildenden Kante. 
/^n = dem Winkel, der von den beiden 
Seiten BAS und C.4S mit der Kante US' 
gebildet wird. 

1. In einem Kürperdreieck verhalten 
sich die Sinus der Seiten wie die Sinus 
der gegenüberliegenden Winkel, oder was 
dasselbe ist, in einem und demselben 
Kürperdreieck sind die Quotienten der 
Sinns der einzelnen Seiten, durch die 

AS=CS cot b ; AC — CS itn b ; 


Sinns der gegenüberliegenden Winkel 
dividirt alle einander gleich. 

Denn in dem Eürperdreieck ABSC sei 
die Seite BSC = a, Seite ASC = b, ASB 
= c; die gegenüberliegenden Winkel seien 
n, ß, C. Von einem beliebigen Punkte 
der Kante CS fälle man auf die Ebene 
der Seite ASB nnd auf deren Kanten 
die Lothe CI), CA, CB, ziehe AD nnd 
BD, so ist ^CAD = a, zCBI) = ß. Mtn 
hat daher in dem bei A rechtwinkligen 
Dreieck .dCS, AC=CS sin b, und in dem 
CiACD ist 

CD = AC • ein a ~ CS • sin b • sin a 

Eben so ist in dem bei B rechtwink- 
ligen Dreieck BCS, BC = CS tin a, nnd 
in dem rechtwinkligen A BCD ist CD 
= BC • tin ß = CS tin n • tin ß 

Daher ist 

CS • tin b ■ tin n = CS • sin a • liii ß (1) 
woraus sin a : tin b = tin a ; sin ß 

Ehen so fiudet man 

sin n ; sin c = sin n : tin y (8) 

daher 

tin a : tin b : tin c = tin n :tin ß : tin yfä) 

Ans Gleichung I findet man, wenn 
man mit CS tin a • tin ß dividirt 
tin b • tin n tin a - sin ß 
tin a • tin ß sin n • tin ß 

, sin b tin a , , tin c 

oder — und ebenso = — (4) 

tsn ß stn n sin y 

2. In einem Kürperdreieck ist der Co- 
sinus einer Seite = dem Produkt ans den 
Sinus der beiden anderen Seiten mal dem 
Cosinus des von ihnen eingeschlosssnen 
Winkels -f dem Product aus den Cosinus 
dieser beiden Seiten. — Und der Cosi- 
nus eines Winkels = dem Product aus 
den Sinus der beiden anderen Winket 
mal dem Cosinus der von ihnen einge- 
scblossenen Seite — dem Product ans 
den Cosinus die.ser beiden Wiukel. 

Denn construirt inan wie im vorigen 
Satz, so bat man 

AD = AC cot n = CS tin b rot n 


Man fälle von A auf BS das Loth AE kel wechselsweise auf einander normal 
und von D auf AE das Loth DF, so ist stehen. 

^ DAE = ^ASB = c, weil deren Sehen- Man hat daher 


A) BE = DF = AD tin e = CS tin b • tin e • cot « 

Ferner ist ES = AS rot e = CS cot b • cot c 
daher BS = BE A- FS — CS tin b • si« e • ros a -f CS cot b • cot c 

Aber BS = CS cot a 

. daher CS cos o = C5 tin 4 • tin c • ros a -|- CS cos 6 • cot c 
oder cot a = tin 4 • tin c • cos « -| rot 4 • cot c 
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Eben so beweist sich der Sats für cos t drei Seiten mit jedem der 3 Winkel dar- 
und CM c. Dnrck Vertanschnng der Buch- stellen 

staben, welche die Seiten und Winkel co$ a — sin t -sinc’ cos a + coi c (1) 
beieicbnen, hat man demnach drei Qlei- coi 6 — tin a- sin C'CO$ ß eota- cot c (3) 
chnngen, die den Zusammenhang der cos c = sin «■sin 4 -cos y + cos o- cos 4 (3) 


B) Es ist Qleichnng 1, 3 nnd 3 
I. cot a — sin 4 - sin e> cos o -f cot b‘Cot c 
1. cot i = tin <s- sin c ■ cot ß-l- cot a- cos c 

3. cot c = SS« o • si« 4 • cot y d- cot a • cot 4 
ros 4 ans 2 in 1 nnd in 3 gesetzt, gibt 

4. cos a = sin 4 • sin c • cos n + sin a • si» c-cot c-cot ß cot a'cot^c 1 

6. cot e = sin o • si» i -cot y + tin a- tin c- cot a- cot ß -i- cot 0 ‘Cot 

Setzt man nun 1 — sin *c für ros ’c nnd 1 — si» ’o für cos *o, so hat man 

6. 0 = si» 4 • si» c ■ cos o -|- sin o • si« c-cotc- cot ß — cot a’tin*c 

7. 0 = sin «-si» 4-cos y d- sin a- sine • cot ä- cot ß — cot c- tin ’a 
Gleichung 6 durch sine, Qieichung 7 durch sina diridirt: 

8. 0 = si» 4-cos « d- sin a-cos c -cos ^ — cos o -sin c t 

9. 0 = sin 4 • cos y si» c • cos a • cos (S — cos e • sin o 
oder 

10. sin 4 • cos a = cosa-sinc — sin a-cot c- cot ß 

11. si» 4- coty = cot c-sin a — tin C" cot O'cot ß 
Die letzte Gleichung mit catß multipUcirt 

13. tini-cotycotß = cotc-tina‘Cotß — tinC‘COi a-cot^ß 

Gleichung 10 nnd 12 addirt: 

13. si« 4 (cos o d- w» /» • cos y) = si» c ■ cos n • sin V 
Nnn int aber si« 4 • si» y = si« /S • si« c , also 
sin 4 (cos a + cotß- cot y) = si» 4 • si» ycota^ sin ß 

folglich ... 

cos n = si« /S • si» y • cos o — cos ß • cot y W 

Eben so . 

cotß = tina’tinycotß- tin n • sin y W 

cos y = sin a • si« ^ • cos y - sin a- tin ß (6) 


Da nun jede dieser drei Gleichungen Gröfsen eliminiren lassen, so lassen sich 
sechs Besthnmungsstücko des Körperdrei- daraus auch alle Gleichungen ableiten, 
ecks enthalten, nnd aus drei Gleichnn- welche den Zusammenhang zwischen rier 
cen sich immer drei unbekannte Gröfsen Bestimmungsstöcken des Körperdreiwks 
bestimmen lassen, so sind die yorstehen- darstellen. So z. B. ergibt sich der Zu- 
den drei Gleichungen die Fundamental- sammenhang zwischen zwei Seiten und 
oleichungenderK5rpertrigonometrie,denn den beiden ffegenöberliegenden Winkeln 
es lassen sich rermittelst derselben ans eines Körperdreiecks ans der eisten Glei- 
drei gegebenen Bestimmungsstücken eines chnng: 

Körperdreiecks immer die drei übnoen cot a- cot b -cotc 

berechnen , und da sich ans drei Glei- lin 4 . si» e 

chnngen immer zwei darin vorkommende hieraus 


1 *0 = 1 — cos ’o = 1 — 


(cos a — cot b > cot cf 
sin ’4 - si» ’c 


SS» = • 


tin >4 . si « ^c — cot ’a - cot *4 • cot *e + 2cota- cot b • cot c 
sin ’4 - si» ’c 


j/l — cos ’c — cos ’4 — cos *« -f 2 cos a • cos 4 • cos c 
*** “ ~ si» 4 • si» e 
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Am der zweiten Oleiohnng ergibt eich 

ß _ V 1 — coi — coi — cos *a -f 2 cos a • cos b • cos c 

sim a • sin c 


Durch Dirieion beider letzten Gleichun- 
gen erhält man 


( 8 ) 


«I» a _ sin a 
sin sin b 
3, Den trigonometrischen Zusammen- 
Mng zwischen zwei Seiten und zwei 
Winkeln zu finden, wenn einer der Win- 
kel von den Seiten eingeschlossen ist. 
Soll der Zusammenhang der Seiten b, 


e mit den Winkeln o, /}, von welchen o 
der von b und c eingeschlossene ist, be- 
stimmt werden , so nat man ans dem 
vorigen Satz 

cos b = sin a • sin e • cos + cos a- cot e (i) 
cos a — sin b • sin c • cos a -f cos b • cos e (2) 

Um die verlangte Gleichung zu erhal- 
ten , mufs die Seite a eliminirt werden. 

Vorerst also cos a aus der zweiten Glei- 
chung in die erste gesetzt, gibt 


cos b — sin a • sin c • cos ß -f siie b • sin e • cos c • cos a -b cos b • cos *c 
Hieraus cos & (l - cos »c) = sin a • sin c • cos /> -f- sin i • sin c • cos c . cos a 

® 8 • sin *0 = sin a • sin c • cos ß -f- sin b • sin c • cos c • cos a 

oder mit sine dividirt 

cos b • sin c — sin a • cos ß -b sin b • cos e • cos a 
Nun ist aber nach No. 1, Formel 3 
sin a ; sin a = sin b : sin ß 

mithin sina = — "sini 

stn ß 

Diesen Werth in die letzte Gleichung snbstitnirt gibt 
. . _ sin a . 

cos b • sin c — sin b • cos ß-\- sin ä • cos e • cos a 

folglich sin c • coi b — sin a • cot ß -b cos c • cos n 

welches die verlangte Gleichung ist. 


4. In einem Körperdreieck verhält sich 
der Cosinus der halben Summe zweier 
Beiten pm Cosinus ihrer halben Diffe- 
Cotangente des halben von 
den Seiten eingeschlossenen Winkels zur 
Tangente der halben Summe der gegen- 
nberlmgenden Wiukel; und der Sinus 
der halben Summe zweier Seiten znm 
Sinns ihrer halben Difierenz wie die Co- 
^ngente des halben eingeschlossenen 
Winkels zur Tangente der halben Diffe- 
renz der gegenüberliegenden Winkel. 


Es seien a, t die Seiten, also )' der 
eingescblossene, a, ß die beiden den Sei- 
ten gegenüberliegenden Winkel. 

Man hat ans No. 2 

cos a = sin b • sin c ■ cos a + cos b • cos c (l) 
cos c = sin 0 • sin b • cos y + cos cos b (3) 
Der letzte Werth von cos c in die erste 
Gleichung substituirt gibt nach den wie 
im vorigen Satz vorgenommenen Reduc- 
tionen 


cos a • sin b — sin c • cos a -b sin « • cos b • cos y (3) 

woraus sinc-cosa = cos a-sinb-sina- cos b • cos y (4) 

so erh^^* “““ “ " ““d ß und demgemäls auch a und b, 

«in c • co$ ß — COM b • «in a — «in b • co$ a * co$ y (5) 

Beide Gleichungen 4 u. 5 addirt geben: 

sin c (cos « -b cos ß) = cosa- sin i -b cos i • sin a - (sin o • cos 6 -b sin * • cos o) • cos y 

= sin (o -b 4) - sin (a -b b) cos y = sin (a -b *) (1 - cos y). (6) 

Nun ist sin a : sin a = sinb'. sin ß = sin c : sin y 
Also sin a -b sin 4 ; sin « -b sin ß = sinc\ sin y 

*•» « (*»» B -b sin /») = sin y (sin 0 -b sin b) 
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Dindirt man dieae Oleicbnng dnreh daher beide leUten Oleiehangen doreh 


( 7 ) 


die obige, so erhält man 
»ina+iMi^ siwa + siat swy 

e»sa + eoi/J~ ri«(a + *) 1 — cosy 

Nnn ist 

ß tt — ß 

ii»a+#»ii^=2iin— ^ • coi— j— 

o4-i} a —■ ß 

cMa+auß^ieot - • cos ^ 

. . , „ . <*+4 <• — h 

sma-t-sw 0 = 2sm - ^ • cot — ^ 

■ •O't'ä O'4'ä 
ti» (o + 4) = 2 s»a • cos — ^ 

SS« y = 2 SS* • cos 

' 2 2 

1 — cos y = 2tin' 

Snbstitnirt man alle diese Werthe in oder 
die leiste Gleichnng, so erhält man, ge- 
hoben 


einander diridirt 
st»a — ss«/J_ si«y st» «— st» 4 

cot a + eot ß X — cot y si» (a -|- 4) 

Nnn ist 

• - „ »+ß ■ <*-ß 

St»B — SS»/J = 2C0S • SS»— ^ 

. , „ a-f4 . a — 4 

st» a — ti» 4 = 2cot —j— • st» — — 

sfi * 

Diese und die obigen Werthe für cot a 
■f cosd n. s. SS. in die letzte Gleichnng 
snbstitnirt nnd gehoben gibt 

. n—ß y . a— 4 

„a_ eot- ttn — 


a—ß . y . a-fh 
cot-^ si»-^ ttn — 

. a — 4 

, a-ß . y 2 
*2 2 . a+4 


( 10 ) 


n + ß 


a— 4 


ss-b/l a-b 4 

cot — --- cos — — - 

2 2 


cot^ 




( 8 ) 


„ . a+4 . a — 4 . y , 

II. SS» -j- ! st« =co» I < 


woraos redneirt 


a — 4 


'S 


a-bS, 


1 + 4 


cot 


2 


, a + 4 a— * . y . a + S 

I. cos — : cos - — = cot ~ ; Io — ~ 
3 3 o o 


and die Torlangte Proportion 
a— 4 

2*2 

Ans der Proportion 

st« a ; st» a = si» 4 : ti» /f = st» c : ti» y 

ist 

si» a — ti» 4 ; ti» a — ti» /I =: ti» c : ti» y 

also 

ti» c (ti« a — ti» /9) = ti» y (si» a — ti» 4) 
ferner srar oben 
si» e (cos o + cot fl = (1 - cos y) ti« (a + 4) nach No. 2 


nnd die Terlangte Proportion 

2 

Die beiden gefnndenen Proportionen 
heiben nach ihrem Erfinder die Nepei- 
sehen Analogien. 

6. In einem Körperdreieek ist der Co* 
(0) ainns eines Winkels gleich dem Prodnct 
ans den Sinns der beiden anderen Win* 
kel und dem Cosinus der dem ersten 
Winkel gegonüberli^nden Seite weniger 
a + ß dem Prodnct der (Josinns eben dieser 
Winkel. 

Denn es seien a, ^ die 3 Winkel 
nnd a die dem ersten Winkel gegenüber- 
liegende Seite. Man denke sich an dem 
Dreieck die Snpplementarecke constrnirt 
(e. ,Ecke“ , No. 5, pag. 7 mit Fig. 692), 
so sind die Seiten derselben 180® — a, 
180° — fl 180® — y; der der ersten Seite 
negenfiberliegende Winkel =180® — s. 
aber hat man für die Snpplementareeke 


cos (180°-b) = si«(180®-fl«st»(180®-y)*cot(180®-a)+cot(I80®-fl .cos (180P-y) 


Es ist aber cos (180® — x) = — cot a 6. In einem rechtwinkligen Eörperdrei- 

tin(180® — x) = + ti«x '"*1 Seiten die dritte in be- 

tisdJmu“* Wen- 4, .die Seiten eine, rechtwink. 

Hscn mii ... , . ligen Körperdreiecks, in welchem der 

-cota = -ttnß-ttny.coto + cotß.eoty ^ ^ „genüber 

oüer liegt, so hat man in der allgemeinen Qlei* 

cot o = ti» ß ‘ ttn ycot a— cos ß • cot y (1) .hnng 

Anflösnng rechtwinkliger Körper- cotcstina-iiHb-coiy + coia’coii 
dreiecke. y = 90® gesetzt 
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ett e = eo! a • cos b (I) 

«onas sieh jede Seite aus zwei gegebe- 
nen Seiten findet. 

7. Von einem rechtwinkligen Körper- 
dreieck sind zwei Seiten gegeben, die 
Winkel zu be.stimmen. 

Schliefsen die Seiten a und 6 den rech- 
ten Winkel ein, liegt also die Seite c 
dem rechten Winkel gegenüber, so bat 
man zur Bestimmung des ./«, welcher 
zwieehen den gegebenen Seiten 6, e liegt 
ans der allgemeinen Gleichung 3, No. 3, 
Stil b • cot c = siit a • cot y -f cot b • cos n 

Nun ist y = 90°, also cot y = 0 und es 
ist 

sin b • cot c — cos b • cot a 

,_lffb 


woraus cosw ^tgb* cot c : 


tg c 


(II) 


Zur Bestimmnng des anliegenden 
dnroh die Proportion 

sin c : sin b = sin 90° ; sin ß 
• . sin b 

woraus sin ß = — (illl 

Sind die den rechten Winkel einschlie- 
benden Seiten a, b gegeben , nnd sollen 
die Winkel n, ß gefiinden we^en , so hat 
man nach der allgemeinen Gleichung 3, 
No. 3 : znr Bestimmung des z. " 
sin 4 • eol a = sin 90° • co( a -f- ces i • cos 90° 
woraus cot a — sin b • cot a 

und lg a = 


sin b I 


(IV) 


ebenso lg ß = 4^ I 

sin a I 

8_. Von einem rechtwinkligen Körper- 
dreieck sind eine Seite nnd ein Winkel 
gegeben, die übrigen Stücke zn finden. 

Ist erstens die dem rechten Win- 
kel gegenüberliegende Seite und 
der anliegende Z.ß gegeben, so hat 
man die diesem Winkel gegenüber- 
lie(gende Seite b aus der I^portion 
sin 90° :sinß = sin c:tinb 
woraus sin 4 = sin c • sin /t (V) 

Die dem gegebenen Winkel ß anlie- 
gende Seite a bestimmt sich ans der 
allgemeinen Gleichung 3 No. 3: 
sin a • colc = sinß • cot 90° -|- cos n • cot ß 
cos ß 

woraus tga = = lgc‘cotß (VI) 


Ffir den hat man die allgemeiae 

Gleichung 1, No. 6 

cos 90° = sin n ■ sin ß • cot e — cot a • eosß 
M ß 

woraus lg a= - fVIIi 

cos e V 

hieraus folgt auch 

cosc-tga-tgß=\ (VIII) 
Ist zweitens die dem rechten Winkel 
anliegende Seite a und der ihr gegen- 
überliegende Winkel a gegeben, so bat 
man für die Seite c 

sin a : sin n = stn c : sin 90° 

woraus itn e - (TX) 

ttna ^ ' 

Für die Seite 6 bat man die Qleichnntr 3, 

No. 3 

«n b*cota = «in 90° • cor a + co$ Ä • co« 90° 

woraus «in 6 = (X) 

a ' ' 

Für den Winkel ß hat man 

«in a : «in n = «in b : «in ß 

I . «in n . 

also «in /? = — «in b 

«in a 

und nach Formel X = *4^ 

«in a lg a coi a 

^ cos a 

mithin «in ß = 

cos a ' ^ 

9. In einem rechtwinkligen Körperdtei- 
eck sind aufser dem rechten Winkel noch 
die beiden anderen Winkel gegeben, die 
Seiten zu finden. 

Die dem rechten Winkel gegenüberlie- 
gende Seite c hat man nach Formel VII. 
cot ß 

cosc = =cola- cot ß (Vir) 

Die dem rechten Winkel anliegende 
Seite nach Formel XI : 

cos a cot 3 

sin ß cos tt ' ' 

Auflösung schiefwinkliger Drei- 
ecke. 

10. Von einem Körperdreieck sind die 
drei Seiten gegeben, einen Winkel zu 
finden. 

Um ans den Seiten a, 6, c den der 
Seite a gegenüberliegenden zn fin- 
den hat man ans No. 3, Formel 1. 

COS a — cos b • cos c 
cos tt SS . ' 

«in b • «in c 

hieraus 


tg ^ ** ^ ^ b • «in c -f cos b • cos e — cos a 

3 «in b • sin c «iiiT^"«i«rc~ 

_ coi(4-c)~eoso ^ 2 sin 4 (a -b 4 - c) siw 4 ( o - 4-f c) 

sin 4 • sin c sin 4 • sin c 
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hieiaas lin 




. « + 6— C Q— b-\- C 

’MtH im 

2 2 


«in b • «in c 


Für eine Formel eot-^ hat man 1 + co« rt = 2 eo«^ — , daher 
cos a rot 6 • cos c «in 6 • sin c — cot b • cos c + cot n 


2co«> Y = 1 f 


i it * sin c 


ttn ö • «IN e 


woraus cot 


. 2«im :: • «in r 

cot a - cos (b c) ^ 2 2 

sin 6 • «in c «in sine 

st» ^ - " • «in — 

2 2 


I-./: 


«in 6 • sin c 
Gleichung I durch II dividirt gibt 
o + 6 — c 




fl + 6 + c 


6 + e 

"7TJ1 

— o + 4 + c 
2 


(I) 


(H) 


(HI) 


Ualtiplicirt man I and II und nimmt das Prodnet doppelt, so erhält man 

2 ■■/. a + 4 + o 

«e f» = : : 1 / II» — - — .»I 

ttn 4 • nn c l' 2 


.,Hi±^.ri»!Lt^.tini+:^ (IV) 


11. In frinem Kürperdreieck sind zwei 
Seiten und ein gegenüberliegender Win- 
kel gegeben, die übrigen Stücke zu fin- 
den. 


cot a . cot b 

. = ttn c-f cot c 

ttn 4 . cot a cot a 

Han setze nun ***— = der Tangente 
cot a 

Sind die Seiten n, 4 nnd der der Seite eines leicht zu bestimmenden Winkels 
a gegenüberliegende ^geben, so hat nelcbes znlässig ist, weil die Tangente 
man für die dritte Seite c die Fot- der Winkel von 0 bis 180® alle reeUen 
mel 1 No. 2 poeitireD und negativen Werthe von 0 

c«t R = ttn 6 • tin c • cot n cot b • cot c bis oo begreift. Setze also 
Dividirt man beiderseits mit ttn 6 . cot n, * = lg u (1) 

so hat man cot a ^ ' ' 


so ist 


cot a . , ttn u ttn (c -|- u) 

• . — = tin c -f Io u cot e = ttn c -1 cot c = 

ttn 4 . cot n cot ft cot ft 


woraus ttn (c u) = . , 


cot a - cot ft 
ttn 4 • cot R 

cot R aus 01. 1 entwickelt and hierein gesetzt , gibt für die dritte Seite c dis 
Bestimmnngegleichung 

, , , ^ cot a • cot ft cot a • tin u cot 4 

tfn(c-bu) = -: — = ~.—-lgft = (V) 

ttn 4 • cot 4 . c«l ft cot 4 ® ^ cot r 


Zur Bestimmung des zweiten der ge- Für den dritten /iy bat man nach 
gebenen Seite 4 anliegenden Winkels ß No. 3, Formel 3 

bst man : tin 4 . cot a = cot b • cot y ttn y • cot a 

tin • : tin 4 = tin n : ttn d Beiderseits mit cot r diridirt, gibt 

^^ 4 * tin b • cot U'lg tt = cotb • Ij n • cot y -|- tin y 

woraus tinß = —, — tino (VI) Setze cot b • lg a=: lg so wird die 

»*»<» Gleichung 


. . . - . . . 

sin b • cot a» tg tg • eor y + sm y = cos y + sm y = ^ 

^ ^ ^ ' cot Xff * ' cot 
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wonni • co< a • (5 « • cot xjj 

Atu der Höl&gleicliaog ist toa = 

cPi 0 

folglich «» (i/) + y) = fi« i • col o • -eot\b=cot*^tfh’ti»\t> 

CO# 0 


Zur BestimmnDg des von den gegebe- 
nen Seiten eingeschlossenen hat man 
demnach 

rini\fi + y) = cota’tsb‘tin>;i\ 

lg \li — i’lßo I 

13. In einem Korperdreieck sind swei 
Srnten nnd der eingeschtossene Winkel 
gegeben, die übrigen Stücke su finden. 
Sind ^e Seiten a, i nnd der von ihnen 


eingeschlossene Zy g®f«h*“i so hat man 
für Bestimmung der dntten Seite c 
co« c= (iii a • ami • cm y -|-eoso • co*4(YIlI) 
Dm die Formel snm Rechnen mit Lo- 
garithmen nmiuformen, schreibe 
ce* c = eo> a [lg d • ttM i • CM y cos k] 
Setie nun lga"eoty=eol<f, 
so erhält man 


eote = eoia (sin b- cot <p '-f cos b) = cot a- 


" (* + ff ) 

std <p 


Die beiden Gleichungen snr Bestim- 
mnng von c sind daher 

cMa-sin(&-t-<r)\ 

coie = : — I 

nn<p > (IX) 

eolq>-=t$a-eoty ' 

Znr Bestimmnng der beiden unbekann- 
ten Winkel a, fi nat man ans den Me- 

perschen Analogien I nnd II, No. 4 
o- b 


•9 


€ 0 $ - 

•L±l * eolt 

a + b 3 


CM- 2 

, a—b 
^ «fl— r— 
a — ß 2 


(X) 


3 


stn- 


a + b 


cot - 


13. Von einem Körperdreieck sind eine 


Seite, ein dieser Seite gegenüberliegen- 
der Winkel nnd ein derselben anliegen- 
der Winkel gegeben, die übrigen Stacke 
sn bestimmen. 

Ist die Seite a, der Z» 4er Z/i 
gegeben, so hat man für die dem Win- 
kel fi gegenüberliegende'Seite b, 

si« b = . sin o (XI) 

sin n 

Für die dem nnbekannten Winkel y 
gegenüberliegende Seite c betrachte man 
die Snpplementsecke (s. .Ecke*, No. ö 
mitFig. 592), so sind darin gegeben: die 
Seiten 180“- o, 180“ und der der 
ersten Seite gegenüberliegende Winkel 
180“ - a. Han hat demnach den gesuch- 
ten von beiden Sätien eingeschlossenen 
Winkel 180“ -c nach No. 11 , Formel VII: 
tg i//=col(180“— ^)lj(180“— o) =co*fi’lga 


sin (180“ -e + xfj)=cot (180“ - c) tg (180“ - /?) • sin ip 


(XII) 


hieraus 

sin (c — i/<) = col o • lg /} • sin xjt] 
lg 1^ = lg a • cot fi J 

Aus den in der Supplementarecke ge- 

§ ebenen Seiten (180“— n), (180“ — ,S) nnd 
em gegenüberliegenden Z(190°-a) hat 
man nnn ans Formel 1, No. 11 

cot {160° - fi) _ cot fi 
^ ~ cos (180“ — a)~ cot a 

oder cot fl = = cot a • tg fi 

cot fi . ' 

nnd ans Formel V. 


oder sin(y— /j)=- 
hienn fgft=- 


■ • sin 

o‘ß l 

! I 


(XUD 


sin (180“— y-|-^) = 


_ eos(180°— a)sin^ 


cos (180^- /9) 


COlf 

cot fi 
cot o 

14. Von einem Korperdreieck sind eine 
Seite nnd die daran liegenden Winkel 
gegeben, die übrigen Stacke zn bestim- 
men. 

Sind die Seite o nnd die anliegenden 
Winkel fi, y gegeben 
dann sind in der Supplementarecke ge- 
geben 

die Seiten (180“- A, (190“- y) nnd der 
von ihnen eingeschlo8seoeWinkel(lS0“— o). 

Die gesnchten Stücke sind 
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Seit« (180° — b), die Winkel (180° - 8) Es ist nach den Neperscken Analogien 
and (180° -c) 


180°-^+180°-y (180°-/9)-(l80°-y) 180°-a 180°-4 + 180°- c 

I — — ! CO* ; — 1 Ll S cot 


■.is 


and 

. 180°-/J + 180°-y . (180°-/J)-(180°-y) 180°-o (180°-4)-(180°-c) 

3 2 2 ^2 

oder 


Fnr das gegebene Körperdreieck erhält man also die Proportionen 

. ^ A ; ,g 


cof—^ :cat~=lg 


c-i| 




am 


Diese beiden Proportionen rühren eben- „ ..4-l-c,i — c ^ 

&Us Ton Neper her und werden daher Denn es ut ^ ^ - i 

ebentalls Nepersche Analogien ge- j + c 

nannt. und -i — = c 

Es werden ans beiden Proportionen > ^ 

J-i-c .4-0. j . j Nach No. 12, Formel IX. hat man inr 

und-^ gefunden, woraus i und Bestimmung der dritten Seite (180 °- b) 

0 herrorgehen. - *“ Snpplementarecke 

CO, (180° - B) = <”» -/>)•»» (»80° - L+ S} 

$in<p 

CO» 9P = (j (180° - ^ • CO, (180° - o) 


16. Von einem Körperdreieck sind die 
drei Winkel gegeben, die drei Seiten su 
finden. 

Man hat nach No. 5 


Hieraus 

— catß'tin (y— ®) 

— CO, B = : — 

nntp 

und colw = lgS'Cota ... . 

^ , , _ CO, a = $tnß-nnyeota — eoiß’CDty 

folglich bat man m dem gegebenen Drei- hieraus 
eck sur Bestimmung des der gegebenen cot a cot ß ■ cos y 

Seite gegenüberliegenden Winkels die coia = - — — (XVI) 

Gleichungen 

enßjji»(y—(f)\ 


,m® 

cof ® = coia • tgß 


ein ß • ,in y 
Um eine Formel für o tu finden , die 
sich bequem mit Logarithmen rechnen 
(XV) läfst, hat man in der Supplementarecke 
nach No. 10, Formel I. 


180°- B 


oder cot 


4 


. 180°-b-H 80°-;?-(180°-8) . 180»-B-(180°-j>)-|-180°-y 


“ + /* - y 

CO, - — ^ — - • CO, 


rin (180° - ^) • «» (180° -y) 
" - i» + y 


nnß-nny 
Ferner nach No. 10, Formel II. 

. 3.180°-(B-HJ-hy) 

. ...o /••" X — 

180°— B_,/ 2 

r " ]/ 


(XVID 


180°- ß-y+a 


rin(180°-Ä-*J"(»80°-y) 
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.-4 


«+ /* + y / 

'—CO* — • CO# i 

2 


■f y - g 


(in • (in y 


(XVIII) 


In dem Art. Ecke Ut erwiesen, defs 
die Somme sämmtlicher Winkel in einer 
nseitieen Ecke grörser ist als (2n - 4) 
nnd kleiner als 2n rechten Winkeln. 

In einem Körperdreieck ist also die 
Somme der drei Winkel kleiner als 6 
nnd gröfser als 2 rechten Winkeln. 

Daher ist > 90'’ < 3 • 90° 

folglich immer negativ 

Ferner sind 2 Seiten eines Eörperdrei- 
ecks immer gröfser als die dritte Seite. 
(S. Ecke No. 2). Non sind die Seiten 
der SnppIemenUecke 180° — «, 180° — ;», 
180°-y; 

daher 180°-y+180°-/J> 180°-o 
worans 180°>/S+y— n 

2 


also 


90°> 


folglich ist co( — - immer positiv, 

and daraus folgt, dafs die Gröfse onter 
dem Worzelxeichen stets positiv ist. 


Hieraus folgt, dafs wenn drei ^e- 
gebeneWi na el wirklich einemKor- 
perdreieck zukommen sollen, so 
mnfs nicht allein ihre Summe zwi- 
schen 2 und 6 Rechten begriffen 
sein, sondern je zwei derselben 
zusammen genommen müssen den 
dritten Winkel immer um weniger 
als 180° übertreffen. 

Anwendungen. 

16 In einem Körperdreieck, wovon 2 
Seiten gegeben sind ist die Summe der 
drei Winkel am gröfsten , wenn der ein- 
geschlossene Winkel den anderen beiden 
zusammen genommen gleich ist. 

Denn sind a , i die Mgebenen Seiten, 
y der eingeschlossene Winkel, sind also 
n, ß die den Seiten gegenüber liegenden 
Winkel, so bat man nach der Neperschen 
Analogie I. 

a— b 

a-t- 4 2 


Ij- 


hieraus 






l-t9 


a + ß 






1 - 


a-\- b 


« — Ä .y, fl-Ä ty. a+Ä .,y 

cot— C 01 --+C 0 (-- 1 J-^ ca,_co**-^+co(-— .(.«»i 


a-f4 a—b . y y ( a+ 4 a — 4\ 

cot— -cot— ,tn-co,-[co.— -co.—) 

a-~ b 1 + coty ^ ^^^ 0 + b 1 — cot y 


»n- 

a—b 


y CO# y ( o + Ä 


■( 


a—b 

coi coi — :r 

2 2 


) 


■ I a-{- 4 / a— 4 fl+4\ 

CO, + CO, + ^C0( - cos -g- j 


( a -1- 4 a — 4\ 
smy^cos-g 


Non ist cot — I- cos = 2 cos . cos — 

« 2 2 2 
a— b Ä+ b ^ . a . b 

cos -j- - cos = 2si» 
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Diel« Werthe snbgtitnirt entsteht 


** 2 „ . a . 4 . 

— 2 «in • »III nn y 

2 2 ' 


col — ‘ cot — cot y 

«in y 


Non beschreibe man einen Halbkreis 
mit dem Halbmesser = 1 aas C über AB, 
tra(fe an AC einen Winkel ACD = y'i 
nehme auf der verlängerten AB die 

Fig. 741. 



Länge C£ = cot — • col — , fälle das Loth 

DF auf AB, liehe DE, so ist DF= «in y' 
CF = rot y', 

a ^ 

folglich KF = col 1' 

Mithin ist 

o b 

pp cot — cot — A- nt y 

13 EDF= ^ J-, 

^ DF tin y 

tt «9 *t* 

Ehen so grofs ist lg — - — -, nur dom 
Vorzeichen nach entgegengesetzt: Daher 
ergänzen sich die Winkel 

EDF zu zwei Rechten. 

Verlängert man daher FD über D hin- 
an» nach G, so ist 

^ ^ eDG = ^ EFD A Z DEF 

= 90'’ -h Z DEF. 

Daher wird " ^ ^ ^ \ also auch (n-h/t -[■)■) 

ihren gröfsten Werth haben, wenn Z BEF 
ein Haximnm ist. Nun ist aber Z.DEF 
ein Maximum, wenn DE den Halbkreis 
berührt. Zieht man also von E eine Tan- 
gante EH an den Halbkreis, zieht den 
Halbmesser CH, so wird für y' = ^ACH 
der Z.AEH und mit diesem die Summe 
(o + ^ + y) ein Maximum. Alsdann aber 
ist ^AEH=^ACH-zCHE=y'-90°, 


folglich !L^J^ = zEAJ = y 

Aus — = y folgt o + ^ = y. D. h. 

Die Summe der anliegenden Winkel = 
dem eingeschlossenen Winkel. 

1. Zusatz. Wäre col • col — 5 1, 

so fiele der Punkt E entweder in B oder 
zwischen B nnd C und der Z EDF 

und die Summe (n+/J+y) der 

Winkel würde immer gröfser werden, je 
näher der Punkt D tn B rückt und ein 
Maximnm für y = 180°, wo kein Dreieck 
mehr statt findet. Soll also ein Maxi- 
mum der Winkelsnmme statt finden kön- 
nen, so mufs col • col -^ > 1 sein, folg- 
lich col y > -J’ ~ t) 

>tg-~ oder 

> o 4 - 4 ; d. h. es mufs die Summe beider 
Seiten kleiner als 2 rechte Winkel sein. 

2. Zusatz. Ist ABCS ein Körper- 
dreieck aus den gegebenen Seiten o, 4 
der von diesen eingeschlossene Winkel 
y so grofs als die beiden anderen Win- 
xel n, ß zusammengenommen , also die 
Summe aAßAy der Winkel ein Maxi- 
mum, und man legt durch die Kante CS 
eine Ebene CSD so, dafs der Winkel, 
den diese Ebene mit der Seite /4SC bil- 
det, dem Zn = ist, so Ist der Winkel 
zwischen derselben Ebene und der Seite 
BSC = ß. 

Schneidet diese Ebene die Seite i4Sfi 
in der Linie DS, so bilden sich zwei Kör- 
perdreiocke ACDS und BCDS, worin in 
jedem zwei Winkel für sich gleich, und 
also auch die diesen Winkeln gegenüber- 
liegenden Seiten einander gleich sind. 

Man hat also Seite j4S0 = CSD 
und Seite BS D — CS D 

woraus Seite .4SD = BSD 

Nimmt man auf den Kanten von S 
aus gleiche Stücke iiS r= BS = CS und 
zieht die Geraden AB, AC, BC, wo AB 
die DS in D schneidet und zieht nach CD 
so ist A^SD^sACSD 
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>1(0 auch AD = CD 

Ebenso ist C^BSD Sj /^CSD 
also auch BD = CD 


Fig. 742. 



Beschreibt man daher aus D in der 
Ebene ABC aus D einen Kreis, so trifll 
dieser den Punkt C und folglich ist 
^ACB ein Winkel im llalbkreis =90°. 

Hieraus läfst sich der durch eine 
Construction in der Ebene finden. Denn 

da ZßCS = 90° -y, Z^CS = 90°- |- 

nnd z ^CB = 90°, so construire mit die- 
sen drei Winkeln als Seiten (s. Ecke 
No. 19 mit Fig. 597) die Körporecke ABSC 
und man hat den der Seite ACB = 90° 
gegenüberliegenden Winkel ACSB = y. 

Da der /^ACB ein rechter ist, so ist 
das Dreieck ABC das gröfste, welches 
unter den Seiten >4C und BC gebildet 
werden können. Die Winkelsnmme in 
dem Körperdreieck ist also ein Maximum, 


wenn daa ebene Dreieck, dessen Spitien 
auf den Kanten gleichweit yom Scneitel 
liegen ein Maximum ist. 

Alle Sätse, welche über das Maximam 
der Fläche geradliniger Figuren in der 
ebenen Geometrie xorkommen, entspre- 
chen ähnlichen Sätzen über das Maxi- 
mum der Winkelsumme der mehrseitigen 
Kürperecken. Nimmt man z. B. auf der 
Kante einer Ecke Tom Scheitel ans gleiche 
.Stücke und rerbindet die Eckpunkte der 
letzteren durch gerade Linien die in die 
Seiten der Ecke fallen, so läCst sich er- 
weisen, dals die Winkelsnmme der Kör- 
perecke, wenn alle Seiten gegeben sind, 
ein Maximum ist, wenn das geradlinige 
Vieleck die möglich gröfste Fläche bat; 
d. h. wenn die Endpunkte der auf den 
Kanten gleich genommenen Stücke Pnnkte 
eines und desselben Kreisumfangs sind 
Von den Kantenwinkeln. 

17. Fig. 740 (pag. 36) ist Ton dem 
Punkt C der Kante CS das I<oth CD auf 
die Seite ASB (c) gefällt. Durch CSD 
eine Ebene gelert erzeugt den Winket 
CSD der Kante CS mit der Seite ASB 
(c), den Kantenwinkel CSD, welcher 
mit e' bezeichnet werden soll. 

Eben so würde ein Loth Ton A auf 
die Seite BSC{fi) den Kantenwinkel e', 
das Loth Ton B anf die Seite ASC iji) 
den Kantenwinkel t' erzeogen. 

In No. 1 (pag. 35) bat man die Höbe CD 
= CS • lini • tiH(( = CS • itH* • timfl 

Eben so würde sein die Höhe Ton A 
anf die Seite a 

= AS • sin e> sin AS • sink* sin }■ 

und die Höhe Ton B auf die Seite k 

= BS - sine -sin a= BS* sina • tiny 

18. Ans gegebenen 3 Seiten a, k, c die 
drei Kantenwinkel i', o' zn finden. 


Es ist sina'=sin5 • sin)'=sin5 •) ! — cos’/ = sink< l'(l-|- COS}') (I — COS}-) 
Oder nach Formel 4 (pag. 38) 

eote-^-eota’COtt\ 


I ■ . t//. , »SC-I-COSOTOS / I 

i’=sini.T/(l + . )ll - 

f \ . ssnk-sinc / \ 


sin 5 -sine 


ssn c 

1 


)'l — [cosc — cosa-cot 4]’ 


J [cos c — cos (a -|- 4)] [cos (a — 4) — com c] 


111. sinc'=-. — 
sin c 


/ 


' . a + 6-fc . — c 

. fl+C— Ä 

. 4-fc — a 

3 2 

2 

*!" 2 


. a-bc— 4 

... k-fc— o 

**" 2 2 

Hft 2 

2 


. a+c— 4 

• »•" ^ ^ 

. 4-l-c — 0 

• ssn j 
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19. Am iwei Seiten «, t nnd dem Ton 
iluien eineesehlossenen Winkel y die 3 
Kuitenwiuel 9', e' in finden. 

Hin hat die drei Qleichnngen 
(in a’ = «in i • «i« y 
tin i’ = «in « • si« y 
$inc' = iiHa'tinß 

Nun iat ß anbekannt nnd durch a, i, 
y anaindräcken. 


Es iat nach No. 3 Formel 4 

eo$tt- eo$ 6 • cot c 
cot a = — . 

nnt ‘ nne 

Ans No. 1, Formel 3 
sin tt . 

f»n « = — f«n r 

s»n e 

Beide Oleichungen durch einander di- 
ridirt, gibt 


cot o = 


coia — eoi b’Cote 


cot a — cos i • cos c 


sin i • sin c tin a- tin y sin a • sin h ■ sin }- 

Und nun cos c fortxusckaffen nach No. 3, Formel 3 

cot tt — cot i (sin o • sin cos y cos a • cot b) 
cot a = . -T— r — . 

stn tt ’ttnb • nny 

cot »• sin i — sin o • cos b • cot y 
tina'tiny 

Mit Verwichselung der Buchstaben also 

cos 4 ■ sin fl — sin 4 • cos fl • cos y 
eol ß = — — ; i- 

sin 4 • stn y 


20. Es sind 3 Seiten a, 4 und ein ge- 
Keoöberiiegender Winkel etwa n gegeben, 
die Kantenwinkel a', 4', e’ tu finden. 

Man hat sin o’ = sin 4 • sin y 

wo sin y aus No. 11, Formel VII. erst tu 
ermitteln iat. 

Man hat ferner sin 4’ = sin 4 • sin y 
desgieiehen sin y wie für sin a’ tu er- 
mitteln. 

Endlich einfach sin c' = sin 4 • sin« 

31. Es sind eine Seite (o) und die an- 
liegenden Winkel ß und y gegeben, die 
Kantenwinkel tu finden. 

Es ist sino' = sin4<siny 
sin4’ = sin fl-siny 
sin c’= sin fl «sin 

ln der ersten Formel findet man die 
nnbekannte 4, wenn man die Formel für 
cotß, No. 19, durch sin4 wirklich diridirt ; 
man erhält 

nnycotß=cotb-tina—cota'coty 

cot ß‘ tin y + cot tfcoty 

woraus cotb= ^ 

ttna 

Man kann auch um mit Logarithmen 
bequem tu rechnen , nach Formel XIV. 
die Nepenchen Analogien benutien, in- 

, 4 +c , 

dem man — nnd 

Es ist dann 


y-f 


4-1- c 


>9 


= lg. 




,/» + )■ 


ermittelt. 


b+c c- b , 

~2 T““ 

32. Es ist eine Seite a, der ihr gegen- 
überliegende Wiekel a und ein ihr an- 
liegender ß, die Kantenwinkel tu finden. 

Es iat wieder sin a’ = sine -sin/} 
sin 4’ = sin fl-siny 
sine' = sina-sinA 
Nun ist nach No. 13, .Formel XII. 
sin (c— ib) =coliflgß‘tintli 
nach No. 13, Formel VIII. 

. , . cos R- sin u 

s.n(y-^)=- 

33. Es sind die 3 Winkel a, ß, y ge- 

f eben, die Kantenwinkel a', 4', c’ tu fin- 
en. 

In No. 15 hat man sehr bequem tu 
rechnende Formeln , aber nur für die Si- 
nus der halben Seiten, welche hier nicht 
passen. 

Entwickelt man wie No. 18, so erhält 
man 


2 ,/ . a+ß+y . 

— 1/ sin — - - sm — -- 

sin R f 3 2 


a+y-ß . ß +y-a 
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nnd so für die beiden anderen Kanten- 
winkel. 

24 Werden von einem Punkt einer 
geraden Linie drei unter sich normale 
Linien gezogen, so ist die Somme der 
Qiudrate der Cosinns von den Winkeln, 
welche die erstgenannten Linie mit den 
3 Normalen macht, = 1. 

Ans dem Punkt A der Geraden Aß 
seien die unter sich Normalen AC, AD, 
AR gezogen, so dafs ^CAD = /^CAE 
= ZDAE = K. yßAC = n, /:BAE = ß, 
Z.BAD=y. Von einem Punkt B der 


Fig. 743. 



Geraden AB fälle auf die Ebene CAE 
die Normale BE und anf die Geraden 
i4C, AE die Normalen BC, BE. Zieht 
man dann die Verbindungslinien CE, EE, 
so ist ACRE ein Rechteck. Zieht man 
noch AE, so ist auch ^AEB ein rechter 
und z.ABE=y. Mau hat also 
AC=ABco>a 
AE=ABco$fl 

BE = AB roi ABE= AB ‘coi y 
Nun ist 

A F» = AC* -1- A K« = Aß>.c«i ’ft AB’ to» V 
= Aß*(ros’n-b co»*;J) 

Korans 

A Ä* = A F* BF* = A ß* (cos ’« -i- CO»*, i) 

AB* • cet *y 

folglich cos•a-^-co«*,^■f c«i*)'= I 

Sind die Winkel a, ß, y stumpf, so 
verlängere man die Normalen AC, AD, 
AE üimr den Punkt A hinaus, so ent- 
stehen unterhalb spitze Winkel 180° — n, 
180°— ^7, 180°—}'. Für die Cosinus die- 
ser Winkel gilt dann der eben geführte 
Beweis. Nun ist aber co» (1 80°— n) = -cota 
u. s. w. Folglich COI* (180°- f<)= cos’« 


u. 8 . K. Folglich gilt der Satz auch für 
stumpfe Winkel. 

25. Werden durch den Burchschnitts- 
punkt zweier Geraden drei unter sich 
normale Linien gezogen, so ist die Samme 
der Products der Cosinns von den Win- 
keln, welche die beiden erst genannten 
Geraden mit jeder der Normalen machen, 
gleich dem Cosinns des von den beiden 
Geraden unter sich bildenden Winkels. 
D. h. Wenn die eine Gerade mit den 
drei Normalen die Winkel n, y, die 
andere Gerade mit denselben Normalen 
die tVinkel ß', y' bildet und der Win- 
kel zwischen beiden Geraden = if ist, so 
bat man 

COI if = cot n-cot n’-i-C0i,J-C0f ,5' -t- eotymy' 

AB nnd AC sind die beiden Geraden, 
deren Winkel = qr, AD, AE, AF die drei 
unter sich Normalen; Z.EAD = a, ^BAE 
= ß, Z.BAE=y, /_CAD=n‘, ^CAE-ß', 
/i_CAE — y'. Man nehme auf AB, AC 
zwei Stücke AB = AC fälle von B undC 
auf die Ebene DAR die Lothe BG und 
CH, von G und H auf AE die Lothe 
GK nnd HJ und anf AD die Lothe GL 
und HM, ziehe BO # GH. Dann hat man 
im AABC 


Fig. 744. 



ßC*=Aß’-LAC*- 2AB'ACcoiq | 
oder da AB=AC 

BC*=2AB*(l-coi(}) 

Ferner ist | 

BG= AB'Co! ABG — AB'CMy , 
CH=AC‘eoty' = AB'C9ty' i 

hieraus CO=CH— BG = AB(,coty'—coty) 
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Da BG normal der Ebene DAE, GL 
normal AD, and GK normal AE, so sind 
dis Dreierke BAL and BAK bei L nnd 
K rechtwinklig. 

Han hat daher AL = AB-coi u 
und AK = AB- cot ß 

Ans demselben Grunde ist 


AM=AC’ eetn’=ÄB‘eota' 
AJ=AC'COiß'=AB’eotß' 

Da m\n Z.DAE=R, so istAGffJV bei 
N rechtwinklig, und man hat 
GN =LM = Al — AIH = ab (cei a •- cot n') 
HN = KJ =AJ -AK= AB(cotß'~ cotß) 
daher 


BO' = GH'= GK'+ tf .V’= AB' {cot « - cos ay + AB' (cot ß’ - cot ß)' 
llierans wieder 

BC‘ = BO'+ CO'=AB*(eota — cottt’)'-]rAB'(cota'—cotß^ + AB'(cot)'’-coi))' 
= AB'[cot'a-^ cot 'ß + cot 'y -f co» V + cot 'ß + cot 'y — 2 co» o • cot a 
— 2 CO» ß • cot ß’ — 2 cot y • cot y’2 
Nun ist nach Satz No. 24 

eot 'a + coi*ß-\-eot'y= 1 = co» *o' cot 'ß'-^-cot'y' 
folglich wird 

BC' = 2AB'(l -cota-cota’ — cotß- cot ß“— cot y -cot y’) 

Dieser Werth dem obigen für BC* gleich gesetzt gibt die Gleichnug 
1 — co»n • cot a' —cot ß -cot ß' — cotycoty'= 1 — cot (p 


woraus cotq: = cot a- cot n + cotß -cotß 

Diese Gleichnng bleibt allgemein gül- 
tig, welche Werthe die Winkel «, n u. 
t. w. zwischen 0 und 180'’ auch haben 
mögen, wofern man nur die Cosinus die- 
ser Winkel mit ihren zugehörigen Vor- 
zeichen in Rechnung bringt. Ist z. B. 
a ein Stampfer Winkel, so fällt AL auf 
die Verlängerung der Linie AP über A 
hinaas and AL wird /4Rcoi(180^— rO, ML 
also AL + AM = AB[coitt'+cot (ISO"—«)] 
= AB(cota'— cotit) = — AB (cota— co»oÖ, 
ein Werth, der aich ron dem oben be- 
stimmten Werth nicht an Gröfse, son- 
dern nnr am' Vorzeichen unterscheidet. 
Da aber der Werth ron ML zur Bestim- 
mnng ron cot cp ^nadrirt wird , so fällt 
auch der Unterschied der Vorzeichen fort, 
folglich bleibt das Endresnltat dasselbe 
nnd dies gilt für alle übrigen Winkel. 

Ist a ein rechter Winkel, so ist ros cp 
= 0. alan bat also den Satz: Wenn 2 
Linien, mit drei unter sich Nor- 
malen beliebige Winkel und unter 
sich einen rechten Winkel bilden, 
so ist die Summe der Pro ducte aus 
den Cosinus je zweier Winkel, 
welche jede der drei unter sich 
Normalen mit jenen Linien bil- 
den = 0. 

Khrperuhl, s. t. w. ,Cubikzahl.‘ 

Urpenone ist ein Tbeil der Kugel, 
der von zwei parallelen Kreisebenen und 
der zwischen befindlichen Zone begrenzt 
wird. 

KSrperlich ist alles, was sich auf den 
Körper bedebt; s. r. w. .cubisch*. 

rv. 


■ cot y • cot y 

Körperlicher Winkel, s. r. w. .Ecke, 
Körperecke.“ 

Koloren sind die beiden auf der Ilim- 
melskugel durch die Pole geführten gröfs' 
ten Kreise, von denen der eins dntch 
die beiden Nacbtgleichenpunkte, der an- 
dere durch die Wendepnnkte trifil; erste- 
rer helfst der Kolnrns der Nacht- 
gleichen, letzterer der Kolurus der 
Sonnenwenden. [Der Name Kolnr 
soll herkommen ron »olovQct, abgestntst, 
verstümmelt, nach Kepler, weil der Kreis 
immer nnr theilweise, also rerstüm- 
melt, ohne sein südliches Ende zn sehen 
ist.] 

Kometen. (»>/»•) das Haar, »o/triTtit 
aartig behaarter Stern.) Sie sind offen- 
bar Weltkörper, die wie die Planeten in 
Ellipsen nm die Sonne sich bewegen; da- 
gegen sind ihre Bahnen sehr gestreckt, 
von grofser Excentricität. Wenn sie in 
nnsern Gesichtskreis kommen, so sind 
sie in der Nähe ihres Perihels, ihr Unrch- 
ang durch dasselbe ist uns sichtbar, 
es^eichen sind es die Knoten ihrer Bahn 
mit nnserer Ekliptik, und dies macht es 
den Astronomen möglich ihren Lanf zu 
berechnen. 

Bis jetzt sind schon mehr als 140 Ko- 
meten entdeckt aber nnr wenige von den- 
selben nämlich nur die in der Neuzeit 
beobachteten, genau berechnet. Tycho 
de Brahe war der erste, welcher den Lanf 
eines 1677 erschienenen Kometen mit Anf- 
merksamkeit beobachtete; hierauf einen 
zweiten im Jahr 1585. Kepler beobach- 
tete einen Kometen ün Jahre 1618. Einer 

4 
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Konoid. 


der merkvüidigeten Kometen eraebien 
1680, der nach epiterer Hereclmang Ton 
Bessel im Peribel nnr 30000 Meilen von 
der Sonne entfernt gewesen ist, daher 
von ungehenrem Glanze war nnd einen 
.Schwant Ton 70° in einer Linge 10 Mil- 
lionen Meilen hatte. Er hatte w&hrend 
der Dauer seiner Sichtbarkeit die Eklip- 
tik in zwei volle 98° auseinander liegen- 
den Punkten durchschnitten. 

Die erste Vorhersagnng der sicheren 
Wiederkehr eines Kometen geschah von 
Halley, er kündigte seinen Kometen auf 
den Anfang des Jahres 1759 an und 
wurde am 35ten December 1758 zuerst 
gesehen. Die Unsicherheit der Wider- 
kehr in einer Differenz von oft 100 Ta- 
gen gegen die Berechnung lie^ in den 
Störungen, der der Komet auf seiner Bahn 
von ihm begegnenden grofsen Massen, 
wie der Jupiter z. B. , durch Beschleuni- 
gungen und Venögemngen in Folge der 
Attraction dieser Massen ansgesetzt ist. 
Die letzte Erscheinung dieser Kometen 

g eschah bei 76jähriger Umlaufsieit im 
erbst 1835 und sein Wiedererscheinen 
wird im Jahre 1911 stattfinden. 

Der Schweif des Kometen ist von der 
Sonne immer abgewendet. Newton er- 
klärt ihn als einen Dunst, der ans dem 
Kometen sich entwickelt, von der Son- 
nenwärme verflüchtigt nnd zugleich durch 
eine der Sonne inwohnende Kraft von 
ihr abgestofsen wird. Der Dunst wird 
von der Attractionskraft des Kometen- 
kems in der Bahn mit fortgeführt. Die 
beobachteten Lichtändemngen in dem 
Kern eines Kometen machen es nicht 
nnwahrscheinlich , dab der Komet ein 
selbst leuchtender Körper ist. Es kommt 
nämlich vor, dafs der Komet in nöfseter 
Entfemnng ein glänienderes Licht zeigt 
als in deren grörserer Nähe. 

Koncholde, eine Corve, ist in dem 
Art. .Cnrven*, No. 13, pag. 165 mit 
Fig. 533 nnd 533 abgehandelt. In dem 
Art. .Gnrvenlehre*, pag. 189, Bei- 
tel 8 sind die Gleichungen für ihre 
Wendnngspnnkte aufgestellt, untersucht 
nnd mit Zahlenbeispielen erläutert. 

KOBlMh, s. V. w. .Kegelförmig*, 
sagt man besonders von Theilen an In- 
stmmentenj Apparaten nnd Maschinen, 
die kaum sichtbar von der eylindrischen 
Form abweichen. 


Konoid ist ein kegelfürralger Kürpff; 
er unterscheidet sich aber von dem Ke- 
gel dadurch, dafs dessen Seite keine ge- 
rade Linie, sondern eine krumme Linie 
ist, die sich vom Scheitel bis cur Grund- 
linie von der Axe immer mehr nnd mehr 
entfernt. Das Konoid ist also ein Um- 
drehungskörper und seine Beschaffenheit 
hängt allein von der Beschaffenheit des- 
sen Seite ab. Unter allen möglichen 
Konoiden haben nur das parabolische 
nnd das hyperbolische Konoid Wich- 
tigkeit. 

Wenn man von dem Scheitel C einer 
Parabel oder einer B^perbel auf deren 
Axe eine beliebige Lange CA nimmt, 
dort ein Lotb AB bis zur Curve errich- 
tet nnd den zwischen CAB beniflTeneu 
Abschnitt um die Axe AC voUslämlig 
umdreht, so entsteht ein Körper, der im 

Fig. 745. 



ersten Fall ein parabol ischea, im zwei- 
ten Fall ein hyperbolisches Konoid 
ist. Ein Körper zwischen zwei Normalen 
AB nnd CD um AD gedreht ist ein ab- 
gekürztes Konoid. 

3. Die allgemeine Formel für den In- 
halt der konoidischen Oberfläche 
hat man in dem Art. Cnrvenlebre, pag. 
194 entwickelt: . 

F = 2.Ty'y |/l -1- 9x -I- C 

worin AC = t, AB = y ist. 

Für die Parabel ist y’ = pa: 

hieraus } l- - = 1 - . 

und 

Demnach ist ‘ 


also 


F= 2:ry*y ]/l -i- i ^ a, = -I- 1 P* ■ 

^ = 1 y (j’+ lp’)* = -^ + P)^ 




(l) 
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Kosmisch, 


&1 


nod nrar fnr die Oesammtobernache des 
parabolischen Konoids HCR. 

Soll die Oberfläche des abgekürzten 
Konoids GF.BH bestimmt verden, so setze 
man die Abscisse CD = x, nnd Oß = y, ; 
alsdann ist für x der Werth x' oder für 
f den Werth y' gesetzt F-=0. Man hat 


demnach die Formel für F 

' 0=l-(y,« l- ip>)*+C 
V 

oder 0 = in (4r, + + C 

woraus nach Bestimmung von C nnd (T 


F' = Umfang GF.BH = J 


n 

P 





[(4x + p)i-(4r, + p)^] j 


(S) 


3. Für die Hyperbel ist in dem cität e = | o’ — c* gegeben nnd die Ab- 
Art. Hyperbel No. 29 mit Fig. 718 die jcisse « vom Mittelpunkt beider Hyper- 
(tberfläche eines vollständigen Konoids [,e|„ genommen wird, die Formel für 
entwickelt wenn die halbe Hanptaxe a, p jgt Formei 75 nämlich 
die halbe Nebenaie e nnd die Excentri- 


.c [4 ^4’ --1*1 

L«’ « «(« + «) J 

Man bat durch Integrimng vorher 

_1 

yp'e’ ii’ — o* Oe = - 


• p'e’«* — < 


2 , a’ f» (ew-l-y«*«’— n*)-t-C 

Für ein vollstäudiges Konoid wird nnn die Constante bei F’=0 für w = a nnd 
man erhält 

C = -Y + “^J»^e + c)a 

Will man ein abgekürztes Konoid haben, so setzt man F=0 für ii = h, dann ist 


9 3 e 

nnd man erhält die Oberfläche des abgekürzten hyperbolischen Konoids 

f* = [« y**«*— o* — «, y«’u,’ — o*J 1" — 

«’ * eu, -f y«’«,’ — a* 


4 . Die allgemeine Formel für den In- 
halt eines konoidischen Körpers hat man 
in dem Art. „Curvenlente“, Vlll., 
pag. 195. 

K = nfy* 9x -F C 

Für die Parabel ist y* = px u. s. w. 
(I. Ko. 2). 

Hieraus für den Inhalt des paraboli- 
schen Konoids ACB 

K = Ttfpx 9x = F npx* 
wo Constante fbrtfällt, weil für x = 0 auch 
K = 0 wird. 

Soll der Inhalt des abgekürzten Ko- 
noids EGH gefunden werden, so bat man 

K = 0 für X = X, 

und es ist der Inhalt des abgekürzten 
parabolischen Konoides 

Ä' = Jrrp (x* — X,*) 


5. Für die Hyperbel hat man in 
dem Art. „Hyperbel“, Mo. 32 den In- 
halt der vollständigen Hyperbel 

K = in ‘y-x»(3a-|-x) 

wo c, a die Bedentungen No. 3 haben. 

Für das abgekürzte Konoid EGHB hat 
man 

K, = 1-T ^ [3a(x’-x,)*-Fx’-x,*] 

Kosmisch (xoc/ioc die Welt) ist was 
die Welt betrifft Der Aufgang und der 
Untergang eines Oestirus heifst kos- 
misch, wenn beides zugleich mit dem 
A u^ang der Sonne gesdiieht. In neue- 
rer Mit sind diese kosmischen Auf- und 
Untergänge ohne Werth. Im Alterthum 
dagegeu waren sie wegen der damaligen 
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Mangelliaftigkeit des Kalenders von 
Wichtigkeit. Da aber solcher Aufgang 
rregen des Glanzes der Sonne nicht 
«obl zu beobachten war, so nahmen 
sie für ihn den leicht zu beobachtenden 
Aufgang in der Morgendämmerung, 
den heliaeischen Aufgang, wel- 
cher etwa 12 Tage später eintrat als 
der kosmische. Den Aegyptern war 
der heliaciscbe Aufgang des Sirius, da 
mit ihm die Nilüberscbwemmungen zu- 
sammentrafen, von so hoher Bedeu- 
tung, dafs sie mit dem Tage ihr Jahr 
anfingen. 

Kosmogomie ist die Lehre von der 
Entstehung der Körperwelt oder viel- 
mehr der Weltkörper; die Lehre kann 
nur hypothetisch sein. 

Koimographle , Weltbeschreibung ist 
für den gestirnten Himmel was die Oeo- 
för die Erde ist. Han kann auch 
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würde nach dieser Seite so lange Dre- 
irpun 

recht unter den Aufhängepnnlit also in 


ige 

hung erfolgen, bis der Schwerpunkt loth- 


die Geographie als einen Theil der K. 
betrachten. 

loimologi«, die Lehre von der Be- 
schaffenheit der ganzen materiellen Welt, 
besonders der Naturgesetze. 

Krifte Im fileichgevicht, s. hinter: 
»Kraft*. 

Krimenruge, gemeine Waage ist 
ein zweiarmiger Hebel, dessen beide Arme 

S leich lang und gleich schwer sind und 
ient zu directer Ermittelung des Qe- 
vrichts eines gegebenen Körpers oder einer 
Menge Stoff von verlangtem Gewicht mit 
Hülm bekannter Gegengewichte, indem 
beide, Stoff und Gegengewicht ins Gleich- 
gewicht gebracht werden. 

Ist AB ein Waagebalken und ist der- 
selbe mit seinem daran befindlichen Zu- 
behör in der Mittellinie CC fest aber um 
einen in CC befindlichen Punkt inner- 
halb der lotbrecbten Ebene frei drehbar 
aufgehängt, so sollen die an die End- 
puMte A und B befestigten Kör^r von 
gleichem Gewicht sein, wenn der Waage- 
balken in die waagerechte Lage sich ver- 
setzt hat und wenn er aus derselben ber- 
ansgebracht wird, durch selbstständiges 
Penduliren wieder in dieselbe einspielt, 
soll nun diese Richtigkeit der Waage 
statt finden, so mnfs dieselbe Bedingung 
auch von der unbelasteten Waage gelten, 
and dies gibt folgende Bedingungen: 

1. Der Schwerpunkt des unbelasteten 
Systems darf nicnt anfserhalb des durch 
den Drehpunkt gerichteten Loths fallen, 
er mufs innerhalb der Linie CC liegen. 
Denn fiele er zur Seite der Linie CC, so 


CC gelangt. 

2. Darf der Schwerpunkt nicht über 
der Drehaie liegen, denn bei der gering- 
sten Drehung würde er zur Seite der 
Linie CC kommen und das ad 1 gedachte 
Umschlagen des Waagebalkens erfolgen. 

3. Demnach hat derSchwerpunkt des un- 
belasteten Waagesystems seinen Schwer- 
punkt nur in der Mittellinie unter- 
halb des Drehpunkts und es ist das 
gesammte Gewicht des Systems in die- 
sem Schwerpunkt als vereinigt wirkend 
anzusehen. 

Die Bedingungen, unter welchen eine 
Krämerwaage anwendbar ist, ergeben sich 
aus folgender einzigen Untersuchung: 

Der in horizontaler Lage befindliche 
unbelastete Waagebalken ist in seiner 
Unterkante mit Aff , in der ihr durch den 
Drehpunkt e AB gelegten Linie mit 
ttk bezeichnet. In dem Punkt d der ver- 
tikalen Mittellinie CC befindet sich der 
Schwerpunkt des unbelasteten Systems, 
die Arme ae=be haben die Länge I, die 
Entfernung des Schwerpunkts d von der 
Drehaxe sei de = e, das in d vereinte Ge- 
wicht des Systems = p. Werden nun in 
die an A und ff befestigten Schalen Ge- 
wichte P und Q gelegt, von welchen P> Q 
so entsteht eine Drehung des Waagebal- 
kens um e bis das ganze belastete Sy- 
stem unter dem ^ded'=aea'=fl in Ruhe 
bleibt, indem in dieser Lage die Gewichte 
p und Q dem Gewicht P das Gleichge- 
wicht halten. 

Die Bedingung.sgleichuiig für dieses 
Gleichgewicht ist. 

ef • P = eh • p + eg • Q 
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Setxt maa A’a' ~ B'b' = dt so bat man 
radaeirt 

(H - Ql) eotß = [pc + d(P+ ß)] <i» ß 

i(p-r 


woraus tg ß = 


Q) 

ep + d(P+Q) 


Man nennt bekanntlich den ^ d den 
An sschlag der Waage, und die Waage 
ist nm so empfindlicher, je nüfser bei 
übrigens gleich bleibenden Umständen 
der Ansschlag ist. 

Den nachtheiligsten Einflufa auf den 
Ausschlag und also auf die Empfindlich- 
keit der Waage hat das zweite Glied des 
Kenners, und da P und Q veränderlich 
sind, dessen Factor d, d. h. die Ilöhe Aa. 
Es ist also zweckmäfsig, die Befestigunn- 
pnnkte der Gewichte mit dem Drehpunkt 
in derselben Höhe, also in den Funkten 
a und i zu nehmen , womit d = 0 wird. 

KP-Q) 

Es ist dann lg ß= 

_ 

Bei Krämerwaagen bat man immer für 
P-\- Q oder für P in jeder Waageschale 
ein Maximum für die Abwägung. Ist 


SF statt P+Q dieses Hazimam, dann 
kann man die Aufhingepunkte der Scha- 
len noch übet ai nehmen ; es ist dann 

fg ß = Es mufc nur ep —idP 

' ef — MP 

positiv bleiben , also d kleiner sein als 
cp 

äp' 

Ferner wird der Ausschl^ mit der Ab- 
nahme von p gröfserj die Waage ist als® 
nm so empfinducher, jo geringer das Ge- 
wicht derselben ist, je leichter sie gear- 
beitet ist. Ferner wird sie mit der Gtölse 
des Ausschlags empfindlicher wenn e 
kleiner ist, je näher also der Schwerpunkt 
des Systems der unbelasteten Waage dem 
Drehpunkt liegt. Desgleichen wird sie 
mit aer Länge 1 des Waagebalkens em- 
pfindlicher. Für P = 0 wird ^ = 0; d. 
n. wenn der Waagebalken m der Hori- 
zontalen liegt, sind die Gewichte in bei- 
den Waageschalen gleich grofs. 

Setzt man das üebergewicht P—Q=1 
constant, so hat man 


l{P-Q) _ lg »?__ 

~ep + d(,P+Q) cp + dg+2dQ~ cp-dg+idP 


Bei gleichem Üebergewicht ist also die 
Waage um so empfindlicher je geringer 
die in Summa aufgelegten Gewichte. P 
und Q sind. 

Die nothwendige Bedingung, dafs ae 
= he=a, wird in der Ausübung nicht 
immer erfüllt, die Waage ist dann un- 
richtig. Dennoch läfst sich auch mit die- 
ser das Gewicht eines Körpers richtig be- 
stimmen. 

Es sei bei unbelasteten Waageschalen 
der Waagebalken horizontal, so lege man 
den abznwägenden Körper vom unbe- 
kannten Gewicht X_ in die eine Schale 
und stelle durch bekanntes Gewicht P, 
in die andere Schale gelegt, das Gleich- 
gewicht wieder her. Nun bringe man X 
in die andere Schale lind stelle das Gleich- 
gewicht her durch ein Gewicht, welches 
aber f ist. Nennt man nnn die unglei- 
chen Waagearme a nnd b, so hat man 
die beiden Gleichungen 
aX=öP 
hX = aP' 

woraus X = \/PP' 

Practisch unmittelbar erhält man das 
richtige Gewicht des abzhwägenden Kör- 
pers, wenn man es in eine von beiden 
Schalen legt und es mit Gegengewich- 
ten in der anderen Schale ins Gleichge- 


wicht bringt. Diese Gegengewichte seien 
bekannt oder unbekannt. Man nimmt 
nun den Körper heraus und legt statt 
dessen bekannte Gewichte bis zum Gleich- 
gewicht ein und hat io den bekannten 
Gewichten das wirkliche Gewicht des 
Körpers. 

Kraft ist eine der Natur überwiesene 
Aeufsemng dos göttlichen Geistes als ein 
nach Gesetzen geregeltes Element zur 
Erhaltung nnd Regierung der Welt nnd 
deshalb in allen lobenden und leblosen 
Körpern deren Bestimmung gemäJi nnd 
entsprechend verbreitet. 

Von den Geisteskräften nnd den ihnen 
folgsamen Muskelkräften sehen wir hier 
vorläufig ab und haben nur die den leb- 
losen Körpern znerthoillen Kräfte vor 
Augen. Die in dom Artikel ,Attrac- 
tion* No. 3 gedachte Weltbildnng ist 
hypothetisch, also auch die darin aufge- 
stellte Behauptung, dafs von Anfang an 
nur eine einzige Kraft, die Anzie- 
hungskraft der Masse znertheilt wor- 
den sei, dafs mit dieser die Kreisbewe- 
gung entstehen müfste, und dais die Aus- 
wernng von Planeten Folge des Behar- 
rungsvermögens war, dafs Massen in der 
einmal angenommenen Geschwindheit 
nnd Richtung verbleiben wollen. Wenn 
wir aber die jetzt vollendeten Weltköi- 
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per ia ihren Bahnen betrachten, eo sehen 
wir, dafs nnr |;egenseitige Anziehnng der 
Wellkörper die eiiizif^e das Weltsystem 
renerende und erhaltende Kraft ist und 
dsJs die Torhandene Bewef^ung nichts ist 
als Beharrungsstand in der Bewegung 
(s. „Bahn“ mit Fig. 165 bis 167). 

Es gibt daher nichts negatives von 
Kräften, es gibt keine Abstofsnngs- 
Jkraft. Es ist unrichtig die Behauptung, 
dais wenn keine der uuliugbaren Anzie- 
hungskraft negativ wirkende Abstofsungs- 
kraft vorhanden wäre, die ganze Welt 
zu einer einzigen compacten Masse ver- 
einigt werden müfste. So wie cs un- 
richtig ist, dafs wenn keine Anziehungs- 
kraft wäre, die Abstofsungskraft alles was 
Hasse ist, in unendliche Verdünnung auf- 
lösen würde, weil keine Abstofsungskraft 
geschaffen worden und weil vor der Schö- 
pfung nicht Abstolsncg (diese war ganz 
überflüssig) sondern nnr Gleichgültigkeit 
der Elemente unter einander statt fand. 
(Attraction No. 3.) 

2. Wie für die oben betrachteten Welt- 
kürper Anziehung des Centralkörpers auf 
dieselben behufs deren Ortsände- 
rung im freien Kaum allein wirksam 
ist, so ist für die an die Erde gebunde- 
nen Maasen dieselbe Anziehung des Erd- 
körpers, die Schwerkraft die einzige 
constante natürliche Kraft für die Orts- 
änderung dieser Massen nach einerlei 
Richtung, nämlich nach der lothrechten 
von oben nach unten. .Alle anderen Be- 
wegungs-Richtungen, horizontal und von 
derselben aus aufwärts werden durch nicht 
permanente Kräfte hervorgehraebt, ent- 
weder durch zeitweise Naturereignisse, 
wie der Wind, den der Mensch für Müh- 
len ausnutzt; oder durch schlummernde 
Naturkräfte, welche die menschliche In- 
telligenz hervorruft, wie die Kraft der 
Gase in Wasserdampf, im Schiefspulver, 
in erhitzter Luft; oder durch Muskel- 
kräfte, die bei Menschen durch den freien 
Willen, bei Thieren durch Antreiben ent- 
wickelt werden. 

ln die Wirkungen aller dieser anderen 
Kräfte mischt sich die überall permanent 
vorhandene Schwerkraft hemmend und 
erzeugt mit jenen Mittelkräfte, die ge- 
neigt abwärts geriebtet sind oder eine 
solche Richtung erstreben , wie bei der 
Wurflinie, dem Pendel. Gegenseitig wer- 
den Bauwerke gefertigt, welche der 
Schwerkraft hemmend entgegen 
treten, wie schiefe Ebenen für beab- 
sichtigte Senkung von Lasten, geneigte 
Gerinne für geeigneten Lauf einer Was- 
setmasse. 


3. Einen nnmittelbaren Einflufe übt 
die Schwere auf eine Wirkung, welche 
in der Mechanik die gröfste Bolle spielt, 
nämlich auf den Druck (s. d.)-. Jedes 
Molekül hat ein gleich grofses Bestreben, 
sich dem Mittelpunkt der Erde zu nähern; 
ruht es, so hat es nothwendig eine Un- 
terlage und auf diese äufsert es sein Be- 
streben. Zwei Moleküle haben das zwei- 
fache, m Moleküle das mfache Bestreben 
dazu; zwei Massen, von denen die eine 
n, die andere m Moleküle enthält, änlsern 
sich mit Bestrebungen, die an Gröfse wie 
n zu RI sich verhalten. Diese Bestre- 
bungen zur Bewegung nach dem Erd- 
mittelpunkt empfängt die Unterlage als 
eine Wirkung, welche man Druck nennt. 
Wenngleich nun diesen Massen durchaus 
keine Kraft innewohnt, so sieht man den- 
noch von der Gmndursach der Wirkung, 
von der Schwere ab, und legt den Mas- 
sen selbst die Druckkraft bei. Man sagt, 
die Masse A drückt mit n Pfund, die 
Masse B mit m Pfund, überhaupt die 
Druckkräfte von Massen verhalten sich 
wie diese Massen selbst. 

4. Einen zweiten unmittelbaren Ein- 
flnfs übt die Schwere auf eine in der 
Mechanik nicht minder wichtige Wirkung, 
nämlich auf den Stofs. Dieser entsteht, 
wenn ein nach der Schwerlinie in Be- 
wegung befindlicher (ein frei fallender) 
Körper auf einen festen Gegenstand trifft, 
der die Fortsetzung seiner Bewegung 
hindert Die Gröfse dieses Stofses hängt 
von zwei Elementen ab , von der Gröfse 
der Masse und von der Gröfse seiner 
Bewegung, seiner Ge.schwindigkeit , mit 
welcher er den festen Gegenstand trifft. 
Nach unseren Begriffen von der Stofs- 
wirkung wird angenommen, dafs eine 
Masse M mit der Geschwindigkeit c die 
rfache Stofswirkung derselben Masse M 
mit der Geschwindigkeit 1 ausübt Dafs 
ferner bei gleich grulser Geschwindigkeit 
c die Masse M die Hfache Stofswirkung 
einer Masse = 1 ausübt. Die Gröfse einer 
Stofswirkung wird daher bezeichnet mit 
dem Product: Masse mal Geschwindig- 
keit (.WC). Und auch bei dem Stofs sieht 
man von der Urkraft der Schwere ganz 
ab, und legt jeder Masse M eine selbst- 
ständige Stofslcraft bei, von welcher der 
eine Factor die Masse M ist. 

5. Gehen wir nun zu den anderen 
Kräften über, die iu den auf der Erde 
befindlichen leblosen Körpern in Thätig- 
keit sind, so haben wir vor allen anderen 
diejenige, welche nach der Theorie der 
neueren Physiker unter verschiedenen 
Umständen als Wärme, als Electricität 
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nad als Mavaetismas auftrltt Es stellt eher dareh eine äaläeie Kraft an flmck 
aber nichts fm Wege, diese Aeufseningen oder Stob erregten Masse = P, so ist der 
für Stoffe an halten , welche alle Körper Druck nach einer nicht senkrechten Rich- 
mehr oder weniger dnrchdriogen , und tnng nicht = P and deren Stofswirkung 
einen nothwendigen Bestandtheil deraei- nicht =P mal Oeschwindigkeit, das Ge- 
ben aasmachen, wie z. B. die jedem Kör- wicht P wirkt nnter allen Umständen 
per inkommende ^eei&sche Wärme als nur senkrecht abwärts, die nach der 
ein nothwendiger Bestandtheil des Kör- Seitenrichtnng fallende Wirkung ergibt 
pers angesehen werden kann. Dab die sich ans einer statisch wissenschaftlichen 
Wärme als Stoff ihrer Feinheit wegen Untersuebung, welche Zerlegung der 
auf Gewicht keinen Einflub bat kann der Kräfte genannt wird. Folgende ein- 
Annahme kein Ilindernib sein. fache Betrachtung wird dies anschanlich 

Die Cohäsionskraft ist die Anzie- Eine Kasse vom Gewicht P 

hnngskraft gleichartiger Atome, die Af- drückt dnrch sich seihst die Unterlage 
finität die Anziehungskraft ungleichar- dem Gewicht P, wird nun noch eine 
tiger Atome (s. ,Atom*> Es ist nicht Kraft p senkrecht ^wai^ auf die Masse 
nothig, dab man die zwischen den Ato- geführt, so beträgt der Druck auf die Un- 
men Mfindlichen leeren Räume im Kör- terlage P-l-p; wirkt die Kraft p senk- 
per einer Abstobungskraft zuschreibt: recht aufwärts, so ut der Druck auf die- 
Es kann die dem Körper nothwendige selbe nur P — ^ So wie eine Kraft p 
speciüsche Wärme sein, welcher die Atome »“ senkrechten Richtungen auf eine Masse 
Raum geben müs.sen , und die bei Zu- ^ keine andere Wirkung auanben kann, 
führung Ton noch mehr Wärme noch »|* <fer Kr^ p selbst zugehört, so kann 
mehr Raum geben und die bekannte Aus- ^*es auch^in geneigten Richtungen nicht 
dehnung des Körpers und höhere Aggre- »ndeis sein. 

gatzustande Teranlassen. 7. Ein wesentlicher Unterschied zwi- 

Luftförmige Körper scheinen eine Ano- schen^der permanenten Schwerkraft und 
malie gegen diese Behauptungen abzu- zerstreut befindlichen und 

geben, indem sie ein Ausdehnungsbe- i” Thätigkeit gesetzten Naturkräften tat 
streben haben. Allein es scheint ziel erstere ganz selbstständig 

eher, dab jeder luftfürmige Körper, wie ^'^kt, letztere_ dagegen für ihre Wirkung 
wir ihn herrorbringen , in einem seiner “sr festen Stutzen bedürfen. 

Natur nicht entsprechenden, in Menschen und Thiero in Lanfrädern, 
einem werdichteten Zustande sich auf Tretscheiben wirken nur durch ihr 
befindet. Bei der atmosphärischen Luft Gewicht ; es sind dies Einrichtungen, durch 
ist bekannt, dab sie ihre Dichtigkeit in welche die mit beschleunigter Bewegnug 
der Nähe der Erdoberfläche ihrer Selbst- wirkende Schwerkraft zu gleichförmigem 
helastung verdankt und dafs der Zustand Gange verändert wird und gehören zur 
der ganz obersten Luft, der uns nnbe- Schwerkraft. Zugkräfte, StoTskräfte von 
kannte viel dünnere Zustand ihr natör- Menschen und Thieren sind nur bei fe- 
licher Zustand ist. Wenn also luftför- stem Standpunkt möglich, welcher dle- 
mige Körper, wie der Wasserdampf, dnrch selbe Zug- und Stofswirkung nach ent- 
Ansdehnung eine Kraft hervorbringen, gegengesetzter Richtung empfängt, 
so geschieht dies allerdings dnrch gegen- Wasser in Wassersäulenmaschinen, in 
seitige Abstofsung ihrer einzelnen Theile, Gerinnen zum Betrieb von Rädern, Tnr- 
allein dies nur in Folge ihres künstlich binen wirkt in Folge der nach abgeän- 
verdichteten Zustandes , dem sie Wider- derton Richtungen benutzten Schweikraft, 
stand leisten. in hydraulischen Pressen dagegen ge- 

6. Die Massen, von deren Gröbe nach schiebt die Druckwirkung nur mit Hülfe 
Anzahl der Holecüle wir keinen Begriff des Gegendrucks auf die feste Stirnfiäohe 
haben , sind ihren Gewichten (s. den Art des Pumpenkolbens. Eben so wirkt der 
.Gewicht*) proportional; man setzt Dampf in dem Dampfeylinder gegen den 
also statt ihrer Masse ihr Gewicht als Kolben nur in Folge der Stütze, welche 
üruckkraft und als Factor für den Stob, er an dem festen Cylinderboden findet 
Aus diesem Grunde werden auch Kräfte g. Es mub nochmals hervorgehoben 
selbst durch Gewichte gemessen. werden, dab man die eigentlichen Natnr- 

Auch die ad 6 erwähnten anderen auf kräfte ganz ignorirt und dab die von 
der Erde zu benutzenden Kräfte können, denseilmn auf Körper übertragenen Wir- 
anf Massen übergehend, Druck und knngen als Kräfte gelten, die denn auch 
Stob erzeugen, und zwar nacüi beliebigen Körperkräfte genannt und nach Qe- 
Richtungen. Ist aber das Gewicht sol- wichten gemessen werden. 


Knft. 
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Leiboitz nennt ^ne Kraft, die eine Be- 
wecnc); herorbringen kann, die aber in 
Folge TOD Uindemiseen keine Bewegang 
herrorbringt, todte Kraft, die Kraft 
dagegen, welche wirklich Bewegung er- 
aengt: lebendige Kraft Man ist Ton 
diesen Beieicbnungen lurückgekommen. 
Kraft definirt man ferner als die Re- 
dingong, unter welcher einerlei Stoff zu 
verschiedenen Zeiten in rerschiedenen 
Bäumen sein kann. Auch Mgt man Kraft 
ist das Sein im Werden. 

9. Kraft, Köiperkraft ist die Ursach tu 
einer Thätigkeit; jede Thätigkeit setzt 
ein Subject voraus das thätig ist, dies 
mnfs also zur Thätigkeit fähig sein und 
die Fähigkeit hierzu beifst Vermögen. 

Ans dem Vermögen entspringt die Thä- 
tigkeit noch nicht als nothwendig, das 
Vermögen mnls erst zur Thätigkeit er- 
regt werden und das zur Thätigkeit 
erregte Vermögen ist die Kraft. 

Kraft ist mithin actives Vermögen, 
so wie Vermögen passive Kraft ist 
Die Kraft eines Körpers kann nicht grö- 
Iser werden als dessen Vermögen ist 

Die Thätigkeit setzt ferner ein Object 
voraus, an welchem die Thätigkeit aus- 
geüht wird, die Kraft mufs auf einen Qe- 
genstand übergehen, der ihre Einwirkung 
erleidet und dieser tritt io einen Zustand, 
io dem er vorher sich nicht befand und 
welcher den Erfolg der Kraftäulsernng 
ansmacht 

Da das Object in den neuen Zustand 
nicht durch sich selbst, sondern nur durch 
die Einwirkung eines Anderen kommen 
konnte, so mufste es der einwirkenden 
Kraft etwas entgegen zu setzten haben, 
er mnlste der Einwirkung der Kraft wi- 
derstehen, d. h. einen Widerstand 
bilden. 

Dieser Widerstand ist durch eine Kraft 
erregt worden, ohne Erregung ist er in 
dem Körper nichts als eintViderstands- 
vermö gen ein passiverwiderstand. 

Der Widerstand äufsert während der 
Einwirkung der Kraft auf den die Kraft 
änfsemden Körper eine Rückwirkung, es 
müssen Kraft und Widerstand gleich- 
artig, d. h. Widerstand mufs Kraft 
sein. Beide positiven Kräfte wirken in 
entgegengesetzten Richtungen auf einan- 
der, sie stehen also in gegenseitiger Be- 
siehnng wie positive und negative Grü- 
ben, d. h. sie werden activ mit der Dif- 
ferenz beider nach der Richtung des 
Uebersobusses , in gleichen Quantitäten 
heben sie sich einander auf. Daher ge- 
schieht es, dab Widerstand, wiewohl un- 


richtig, mit negativer Kraft bezeich- 
iiet wird. 

Bei Einwirkung von Kraft and Wider- 
stand g^en einander wird das Vermö- 
gen zur Thätigkeit zum Bestreben zur 
Thätigkeit, der Zustand in dem beide 
Körper sich beünden helfet Spannung. 

ln Beziehung auf gegenseitige Ein* 
Wirkung kann: 

1. Die Quantität des Widerstandes grö- 
fser sein als die der Kraft ; dann wird 
die Kraft für den Erfolg absorbirt, sie 
ist und bleibt gespannt. Dasselbe gilt 
von der mit der Kraft gleich grofsen 
Quantität des Widerstandes; der l’eber- 
schnfs an Widerstand bleibt als Vermö- 
gen passiv. 

2. Kann die Quantität der Kraft grö- 
iser sein; dann wird der ganze Wider- 
stand absorbirt. Dasselbe geschieht mit 
<Ier gleich groben Quantität Kraft, der 
Deberschufa derselben bewirkt die üeber- 
windung, die Qewältigung des Wider- 
standes durch Bewegung. 

(S. den Art. »Gleichgewicht*.} 

I. Grundlehren. 

Kräfte ia Gleichgewicht. 

Jede Kraft stellt man sich in in einer 
geraden Linie wirkend vor, welche zu- 
gleich ihre Richtung ist; der mate- 
rielle Punkt des Körpers in welchem der- 
selbe von der Kraft getroffen wird, heifst 
der Angriffspunkt der Kraft. 

Zwei Kräfte heifsen gleich, wenn 
sie nach gerade entgegengesetzten Rich- 
tungen auf denselben materiellen Punkt 
wirkend einander das Gleichgewicht halten. 

Eine Kraft heifst die Summe 
zweier oder mehrerer Kräfte, wenn 
sie mit diesen nach entgegengesetzten 
Richtungen auf denselben materiellen 
Punkt wirkend, denselben das Gleichge- 
wicht hält. 

EineKraftheifstderUnterschied 
zweier Kräfte, wenn sie mit der klei- 
neren znsammengenommen der gröfseten 
gleich ist. 

Eine Kraft heifst das 2, 3 ... m 
fache einer anderen Kraft, wenn 
3, 3 . . . m dieser letzteren gleichen Kräfte 
zusammen genommen der ersten Kraft 
gleich sind. 

Eine Kraft ist einer anderen 

n 

Kraft, wenn ihr mfaches dem «fachen 
der anderen Kraft gleich ist. 

Es können also Kräfte vermittelst Zah- 
len als Vielfache einer Kraft au^edrückt 
werden, für welche dann diese Kraft die 
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Krafteinheit üt. Daher lälst sich das 
Varhältnira von Kräfleo durch das Ver- 
kältnils absoluter Zahlen, und folglich 
auch durch das Verhältnib von Längen 
gerader Linien ansdrücken. 

2. Qrnndsata. Wenn Kräfte mit 
einander im Gleichgewicht sind, 
so wird dasselbe nicht gestört, 
wenn man ihnen ein System von 
Kräften anfügt, die nntersich im 
Gleichgewicht sind, oder wenn 
Ton ihnen ein System Ton Kräf- 
ten, die nnte rein ander im Gleich- 
gewicht sind, fortnimmt. 

3. Sind twei materielle Punkte 
fett mit einander Terbnnden, und 
wirken auf dieselben 2 gleiche 
Kräfte in einer durch beide Punkte 
gerichteten geraden Linie nach 
entgege n ^setile n Seiten hin, so 
sinn beideKräfte im Gleichgewicht. 

Denn gesetzt es geschehe nach einer 
Richtung hin Bewegung, so würde, weil 
nach der entgegengesetzten Richtung hin 
dieselben Umstande sich befinden, auch 
nach dieser Richtung gleichzeitig dieselbe 
Bewenng statt ünden müssen, welches 
bei der festen Verbindung der beiden 
materiellen Punkte nntereioander nicht 
möglich ist. 

4. Die Wirkung einer Kraft auf 
einen materiellen Punkt bleibt 
angeändert, in welchem Punkt 
ihrer Richtung dieselbe auchthä- 
tig sein mag, wenn nur der letzte 
Pnnkt mit dem ersten in fester 
Yerbindn ng steht. 

Denn wirkt auf den materiellen Pnnkt 
A eine Kraft P nach der Richtni^ CA, 
die mit einer anderen Kraft im Gleich- 
gewicht ist; ist der in derselben Rich- 
tnng CA beündlicbe materielle Punkt B 


747. 



mit dem Pnnkt A fest Terbnnden, und 
man bringt gegen diesen Punkt B zwei 
gleich grofse Kräfte an, die in der Rich- 
tnng CB nach entgegengesetzten Seiten 
OB, EB hin wirken, so sind diese letzten 
beiden untereinander im Gleichgewicht 
nnd änlsern keinen Emflnfs auf die bei- 
den gegen A wiritenden im Gleichge- 


wicht befindlichen Kräfte. Nun sind aber 
nach dem Torigen Satz die beiden Kräfte 
P nach CA und P nach EB mit einan- 
der im Gleichgewicht und das Gleichge- 
wicht bleibt ungestört, wenn diese bei- 
den Kräfte hinfort genommen werden. 
Alsdann bleibt nur me auf B nach DB 
wirkende Kraft P übrig, welche also mit 
der, welche die nach CA wirkende Kraft 
im Gleichgewicht gehalten hat, ebenfalls 
im Gleichgewicht ist Demnach ist es 
gleichgültig für den Zustand des Systems 
ob P auf A oder in derselben Richtung 
auf B wirkt. 

ö. Erklärung. Wenn zwei oder 
mehrere Kräfte anderen Kräften 
das Gleichgewicht halten, und 
eine einiigeKraft statt dererste- 
ren Kräfte hält denselben ande- 
ren Kräften das Gleichgewicht, 
so heifst diese einzige Kraft die 
Mittelkraft der ersteren Kräfte. 
In Beziehung auf diese Mittel- 
kraft heifsen jene ihr gleichgel- 
tenden Kräfte die Seitenkräfte. 
Ans den Seitenkräften die Mit- 
telkraft bestimmen heifst die 
Kräfte znsammensetzen ; ans der 
Mittelkraft die ihr gleich gelten- 
den Seitenkräfte bestimmen heifst 
die Mittelkraft in ihre Seiten- 
kräfte zerlegen. 

6. Wirken zwei Kräfte anfeinen 
materiellen Punkt nachRichtun- 
gen, die nicht in eine gerade Li- 
nie fallen, so liegt deren Mittel- 
kraft mit ihnen in derselben Ebene 
nnd theilt den Ton ihnen gebilde- 
ten Winkel. 

Denn wenn die Mittelkraft anfaerhalb 
derselben Ebene nach einer Seite fiele, 
so würde kein Grund entgegen stehen, 
weshalb sie nicht auch in gleicher Lage 
auf die andere Seite der Ebene fallen 
sollte ; da nun beides zngleich nicht mög- 
lich ist, so geschieht keine Ton beiden 
und die Mittelkraft fällt mit beiden Kräf- 
ten in dieselbe Ebene. 

Beide Kräfte schliefsen nach einerseits 
hin einen hohlen Winkel ein, im Fall 
der Bewegung würde also der materielle 
Punkt einen Weg nehmen, der zwischen 
beiden nach der hohlen Seite hingerich- 
teten Schenkeln liegt, der also den Win- 
kel theilt und in dieser den Winkel der 
Kräfte theilenden Wegerichtung liegt die 
Mittelkraft. 

7. Sind beide Seitenkräfte (Satz 
6} einander gleich, so wird deren 
Winkel Ton der Mittelkraft hal- 
birt. 
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Denn wollte man annehmen, sie Hegen 
der einen Seitenkraft näher, so hätte man 
densciben Grund für die Annahme, dafs 
sie der andern Seitenkraft eben so nahe 
Hegt; beides aber ist nnr möglich wenn 
sie gegen beide Seitenkräfte eine gleiche 
Lage hat 

8. Werden auf den Richtungen 
zweieranfeinenmatcriellenPunkt 
wirkenden Kräfte von dem mate- 
riellen Punkt aus zwei Längen 
enommen, die sich wie die nach 
e nselben Rieh tu n gen wirkenden 
Kräfte Terhalten, und man vollen- 
det zu diesen als anliegenden Sei- 
ten das Parallelogramm, so ist 
die durch den materiellen Punkt 
gezogene Diagonale desselben die 
Richtung der Mittelkraft 

Dnchayla beweist diesen Satz, indem 
er erst zeigt, dafs wenn er gültig ist 
zwischen einer Kraft P und einer Kraft 
Q, ferner für dieselbe Kraft P und einer 
anderen Kraft Q', dafs er dann auch für 
die Kraft P und die Kraft GH- 0' rich- 
tig ist. 


Fig. 748. 



Es wirke auf den materiellen Punkt A 
nach der Richtung AB die Kraft P, nach 
der Richtung All die Kraft Q und die 
Kraft G'i cs sei ferner 

ABi AC-.CH=P.Q-.Q‘ 
so betrachte man zuerst die beiden Kräfte 
Piind Q für sich allein. Man construire 
also das Parallelogram ABC!), ziehe die 
Diagonale AH, so ist nach Voraussetznng 
diese die Richtung der den Seitenkräften 
Pnnd Q zugehörigen Mittelkraft M. Nun 
kann man statt der Kräfte P und Q die 
Mittelkraft M allein thätig denken, und 
deren Angriffspunkt A nach jedem be- 
liebigen anderen Punkt der Linie AQ, 
also z. B. nach D verlegen, so data ‘M 


hl D nach DE, der Yerlängernng von 
AD wirkt. Man kann jetzt statt der Mit- 
telkraft M wieder deren Seitenkräfte P 
und Q, erstere 4= AB nach DF, der Ver- 
längerung von CD und letztere + AC 
nach DJ, der Verlängerung von BD auf 
den Punkt D wirken lassen und die Wir- 
kung auf den materiellen Punkt A bleibt 
dieselbe wie zu Anfang. 

Betrachtet man nun die beiden Kräfte 
P und Q' für sich allein, so kann man 
letztere Kraft von dem Angriffspunkt A 
nach dem Punkt C verlegen, und die- 
selbe dort nach nngeänderter Bichtong 
CH wirken lassen; desgleichen die in D 
nach DF wirkende Krm P nach dem- 
selben Punkt C mit der ungeänderten 
Richtung CF. Nun sind CD : CH = PiQ' 
vollendet man also das Parallelogramm 
CDHJ, so Ut der Voraussetzung nach 
CJ die Richtung der io dem Angrifb- 
punkt C wirkenden beiden Kräften P und 
Q' zugehörigen Mittelkraft JH'. Statt der 
beiden Kräfte P und Q' kann man deren 
Mittelkraft Ä' in C nach CJ wirken las- 
sen und diese Kraft M' nach jedem be- 
liebigen Punkt der Linie, also auch nach 
dem Punkt J verlegen und nach JK, 
der Verlängerung von CJ wirken lassen. 
Endlich kann man die in dem Punkt J 
wirkende Kraft M' dort wieder in ihre 
Seiteukräfte P, nach JH der Verlänge- 
rung von HJ gerichtet und Q' nach JL, 
der Verlängerung von BJ gerichtet zer- 
legen. Verlegt man nnn noch den von 
der Kraft Q zuletzt behanpteteten An- 
griffspunkt D ebenfalls nach J, so hat 
man in dem Angriffspnnkt J nach der 
Richtung JH die Kraft P, nach JL dis 
Kräfte Q und Q' wirkend. Diese 3 Kräfte 
in J wiriieud sind aber nach und nach 
dahin der Art translocirt worden, dab 
die Wirkung auf den anfänglichen An- 
griffspunkt A unjgeändert geolieben ist, 
und aus diesem Grunde mnis die Mittel- 
kraft der in J wirkenden Kräfte f, Q 
and Q' durch den Punkt Ä g ii l i M i t 
nein; d. h. die Richtnng der diesen dni 
Kräften gleichgeltenden Mittelkraft ist 
die Diagonale AJ. 

Ist nun Q = Q'= P, so ist nach Satz 7 
der Satz 8 für P und Q, so wie für P 
und Q' richtig, denn die die zwischen P 
und Q und zwischen P und Q' befindli- 
chen Winkel halbirende Mittelkraftsricb- 
tnng ist die Diagonale. Mithin ist nach 
Satz 8 das Gesetz auch richtig für die 
Kräfte P und Q -|- Q', d. h. für P nnd 
2P. Tlierzu der Satz für die Kräfte P 
nnd P richtig, gibt den Schlafs, dsfs der 
Satz auch für P nnd P-I-3P. D. h. für 
P und 3P u. s. w. dafs der Satz für P 
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md nP riehtie ist. Der Satz ist also een, dab die Hittelkrait zwischen P and 
richtig wenn die eine Kraft ein beliebig Q nicht rechts der Diagonale AD fallen 
Vielfaches der anderen Krall ist. kann. 

Uebeihanpt ist der Satz richtig für zwei 9. Aus diesem Satz geht zugleich ber- 
Kräfte, die wie np und mp commensu- vor, dals wenn man von einem Punkt II 
rabel sind Denn setzt man l‘=mp und der Mittelkraft auf die Richtungen der 
Q = »p, so ist der Satz richtig für P und beiden ihr zugehörigen Seitenkräfte Pa- 
p, also auch für P und p + p = ^p, dem- rallelen zieht , von diesen auf den KräRo- 
nach für P und 3p n. s. w. richtungen Stücke AJ, AK ahgeschnitton 

Der Satz ist aber auch gültig, wenn werden, die von dem Angriffspunkt aus 
P und Q incommensurabel sind. Denn gemessen sich wie die Kräfte i', Q selbst 
nimmt man auf den Richtungen dieser verhalten. 

Erifte 2 Längen AR, AC, die sich wie 10. Die im vorigen Satz gedachte 
P-.Q verhalten, so vollende das Paralle- Diagonale ist nicht nur die Rieh- 
logram ABCD und ziehe die Diagonale tnng der Mittel kraft, sondern auch 
AD. i n Verhältnifs der die Seitenkräfte 

Wollte man nun annehmen, die Mit- Gröfse darstellenden SeHen 
telkraA M zwischen P und Q solle nicht Parall^elogramms die Oröfse 
in AD, sondern in irgend eine andere Mittelkraft. 

Bichtung z B. AE fallen, so tbeile AC in Denn es seien, Fig. 750, die auf den 
eine so grofse Anzahl gleicher Theile, dafs materiellen Punkt A gerichteten Kräfte 
der einzelne Theil kleiner ist als DE, P und Q-, AB: AC— P-.Q, ABCD das 
trage dieselben Theile von C aus auf CD vollendete Parallelogramm und also AD 
ab, so wird einer der Tbeiipnnkte zwi- die Richtung der Mittelkraft zwischen P 
scheu E and D, etwa in F »llen. Nun nnd Q-, deren Oröfse sei = R. 

Verlängert mad DA über A hinans, 
Fig 749. bringt nach der Richtung AE eine Kraft 

= A an , so besteht zwischen A , P nnd 
Q Gleichgewicht. Verlängert man CA 
nach F hin, so wird AF die Richtung 
der Mittelkraft zu P nnd der nach AE 
gerichteten Kraft R sein, weil die Kräfte 


lind AC und CP commensurabel, nnd es 
•ei AC:CP=Q\P. Zieht man daher 
PGA^AC, so ist die Diagonale AF die 
Richtung der Mittelkraft zwischen den 
Kräften Q und P*. 

Nun ist P>P* nnd esiei P=P-\-P‘ 

Nimmt man die Kräfte Q und P fort 
and setzt dafür die ihnen gleich geltende 
nach AF gerichtete Mittelkraft H, so hat 
man auf den Punkt A wirkend die nach 
AF gerichtete Kraft M nnd die nach AB 
gsriebtete Kraft P". Dia Mittelkraft zwi- 
schen diesen beiden Kräften ist = der 
Mittelkraft zwischen P nnd Q und mufs P, Q und R nur dann im Gleichgewicht 
nach Satz 6 den Z.FAB tbeilen, mithin sein können, wenn ihre Mittelkraft der 
kann sie nicht links von AF ^e nach Kraft Q gleich und ihr gerade entgegen* 
AB gerichtet sein. Ebenso wird bewie- gesetzt gerichtet ist 
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Macht man also AF = AC, Teibindet 
B mit F 

so ist ^iBAFss ^DCA, 

also BF^AD 

nnd zieht man FG 4? AB, so ist nach 

Satz 9: AB ■. AG = P : R und d». AG = AD 

so ist AD die Qrölse der zu P nnd Q 

gehörenden Mittelkraft. 

11. Das Parallelogramm, wel- 
ches die Qröfse undRichtung der 
Mittelkraft zweiergegebenen Sei- 
tenkräfte bestimmt, heifstdas Pa- 
rallelogramm der Kräfte. 

13. Drei anf einen Punkt wir- 
kende Kräfte, zwei Seitenkräfte 
nnd ihre Mittelkraft sind propor- 
tional dem Sinus derWinkel, die 
die jedesmaligen anderen beiden 
Kräfte mit einander bilden; nnd 
gleiche Prodncte erhält man, wenn 
man ron 3 Kräften jede mit dem 
Sinns des Winkels mnltiplicirt, 
den sie mit der dritten Kraft bildet. 


Ans P, Q nnd /iß hat man dieselb« 
Anflösnng für «, >' and A. 

Aus P, R und /fl oder /y dieselbe 
Anflösnng fflr a, y 'r^er fl und Q. 

Ans Q, R nnd /a oder /y dieselbe 
Anflösnng für fl, y oder a nnd P. 

B. Sind 2 Seitenkräfte P, Q and der 
Ton ihnen eingeschlossene /y gegeben, 
so hat man in dem t^ABD-. 

AD‘>= AÄ’ + - 2AÄ- BD • cos ABD 

oder 

AD^ = AB^JrBO*-^9AB-BD‘CO$BAC 
also 

R}= P* -b 0« -b iPQ-eoty 

C. Ist eine Seitenkraft P nnd die Mit- 
telkraft R mit dem Ton ihnen einge- 
schlossenen /a gegeben, so hat man in 
dem £^ABD 

BD*=ABfl+AD^-2AB‘AD-eeiBAD 
oder ' 

0* = P* -f A* - 3P. A CM a 


Bei der Bezeichnung Fig. 750 ist: 
AB.AC:AD = P-.QiR 
Nnn ist 

AB-.BD:AD = nnADBttinBAD'.iinABD 


D. Ans den gegebenen Seitenkräften 
P, Q nnd dem eingeschlossenen /a hat 
man in dem AAAD 


BD rin ABD 

tg BAD - JßZrjD^'ÄBD 


oder 

AB: AC :AD= sin CAD : sin BAD: iihBAC 


also 

P : Q : R = tin fl : sin n ; nit y 
mithin anch 

Prino = Q sin fl 
Ptiny = R sin fl 
Q sin y = Rtina 

13. Ans diesen drei Oleichungen lassen 
sich bei gegebenen 3 Stücken die übri- 
gen drei Stucke finden. 

A. Sind zwei Kräfte und ein von ihnen 
nicht eingeschlossener Winkel gegeben, 
z. B. P, Q und Z« 
so bat man anmittelbar 


tin fl = -^ tin a 

hieraus /y = Z.a+/ifl 

R = ’^Q=‘^P 
sm a sin p 


oder 


lg a = 


Q n»y 
P-^rQeosy 


P-\-Qco$y P 

oder col o = — J 7 -: = 77 cosecy-bcel y 

Qnny Q ' 

E. Ans der gegebenen Seitenkrafl P, 
der Mittelkraft A und dem Ton ihnen 
eingescblossenen /a hat man im t^ABD 
BD’tinBAD 

IgADB- sn_ on. cot BAD 


AD-BD- 
Q sin« 

R — Qeo$a 
R — Q cos tt R 


■ = Trcoseca—cot« 


oder lg fl = 

oder cotfl = ^. . 

0sinR Q 

F. Um die Formeln für col« nnd col fl 
für Rechnung mit Logarithmen geeignet 

zn machen setze man rosse y = der 


Cotangente eines Winkels /u ; 
also logcotfi=logP-logQd-logcotecy 
Ist hiernach /s bestimmt, so hat man 


, . , . cot u , cos y sin (y -b «) 

cota = cotu + cot y = -b t — ■ . - 

ttnfs sin y sin y > sin /s 

abo log col a = log sin (y + /j) - log sin y — log sin /t 

Ebenso hat man rosse n = rot i// gesetzt 

log col fl =: log sin (o - i/<) — log sin \j) - log sin a 
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IL Statik des materiellen Punkts. 

14. Anf einen materiellen Punkt 
A irirken nach Richtungen, die 
alle in einer Ebene liegen, gege- 
beneKräfte, so bestimmt sich die 
Oröfse und Richtung deren Mit- 
telkraft wie folgt. 

Um zuerst die Richtungen AP; AP,; 
AP,; AP,... der Kräfte P; P,; P,.,. 
10 bestimmen, nehme man eine belie- 
bige Linie AB als gegeben an, und be- 
leickne die Winkel, welche die Kräfte- 
ricbtougen mit derselben narb einer Seite 
hin Ton 0 bis 3G0° gezählt bilden, in 
derselben Folge mit n; n, n,.... 

Im Punkt A errichte man auf AB das 
Loth AC, so fallen die Kräfte io die Li- 
nien AB, AC und deren Verlänrarnngen 
AB' und AC oder zwischen dieselben 
und man kann letztere nach Satz 10 in 
Seitenkräite zerlegen, welche in diese 
Linien AA' und BB' fallen. Ans diesem 
Grunde sollen diese nonual auf einander 
befindliche Linien Axen heilseii, AB 
soll die Hanptaze und AC die Neben- 
axe sein. 

Durch solche Zerlej(ung erhält man 
zwei Systeme Ton Kräften, welche den 
gegebenen Kräften gleich gelten und Ton 
denen sämmtlicbe Kräfte des einen Sy- 
stems in die Axe AB und sämmtliche 
Kräfte des anderen Systems in die Axe 
AC fallen. Die Hittelkiaft der Kräfte 
Mes einzelnen Systems ist offenbar der 
DeberschuCi der nach einer Seite hin 
wirkenden gröfseren Summe der Kräfte 
men die nach entgegengesetzter Seite 
hin wirkende kleinere Summe; diese 
beide Mittelkräfte sind gleichgeltond den 
nrsprünglich gegebenen Kräften und setzt 


man sie beide an einer neuen Mittelkraft 
zusammen, so ist diese die gesuchte Mit- 
telkraft der gegebenen Kräfte. 

Fig. 751. 


Zerlegt man nnn P durch das Paral- 
lelogramm nm in die Seitenkräfte Am 
und An, wenn Ap die Kraft P Tertritt, 

so ist Am = P'' = P cot a 
An = = P tin n 

Diese Ausdrücke gelten für alle übri- 
gen Kräfte P,; P,;P,... P„ 

Denn für P, ist die Richtung Am, ne- 
gatiT, die Richtung An, positir, also 

— Am, = P,* = — P, cot /i,/lß’ = + P, cot«. 
Ah, = P,^ — P, fi»i p,AC = P, tin tt. 

Für P, sind die Richtungen Am, und 
An, negatiT, also 


— Am, = P,* = P, cot p, AB' = — P, cot (o, — 180°) = + Pi coi o, 

— An, = p,!> = P, tin p, AB' = — P, rin(«, — 180°) = -(- P, »•» •>, 
Für P, ist die Richtung Am, positir, die Richtung An, negatiT, also 
Am, = P,* = P, cot p, AB = P, cot (360° — o,) = P, cot a. 


— An, = P,y = P, tinp, AB = — 

Fällt die Kraft in eine der beiden Axen, 
so sei die Richtung der Kraft 1) nach 
AB gerichtet. 

Dann ist a = 0 also 
Am = P*' = P cot a = P cot 0 = P 
An = P^ = P tin a = P «in 0 = 0 
Ist 8) die Richtung der Kraft nach AC, 
daan ist a, = 90°, smo 

Am, = P,^ = P, cot 0, = P, eo« 90° = 0 
An, = P,F = P, «in a, = P, «in 90° = P, 


P, «in (360° — o,) = -f- P, «in a. 

Ist 3) die Richtung der Kraft nach AB’, 
dann ist n’ = 180°, also 
— Am, = P,^= P,cota,= P,cot 180°=— P, 
An, = P,y= P,tina,= P, «in 180°=0 
Ist 4) die Richtung der Kraft nach AC',. 
dann ist «, = 970°, also 
Am,= P,'=P,co«o,= P,co«270°=0 
iin, = P,*= P, «ino,= P, «in270°= — P, 
Diese so erhaltenen den gegebenen 
Kräftei\ gleich geltenden Seitenkiäfte 



KrRfta im Gleichgewicht 62 Kr&fte iro Gleichgewicht 


mtzen «ich nun zu zwei Mittelkräften 
zusammen, deren Richtuneen in BB' und 
CC fallen. 

Die nach AB oder AB' fallende eine 
Mittelkraft ist die algebraische Summe 
der in dieser Linie befindlichen Seiten- 
kräfte 

Pcoi tt -t P,fn$ n,+ P, coi «,+ !’, cot n, + ... 

Die nach AC oder AC fallende zweite 
Mittelkraft ist die algebraische Summe 
der in dieser Linie befindlichen Seiten- 
kräfto 

Psin a + P,iin n,+ P, jinn,-}- P, »inn, + ... 


Die an eich addiSTen QUeder beider 
Reihen beziehen sich auf die Richtungen 
AB und AC, die an sich subtractirea 
Glieder der Reihen beziehen sich auf die 
Richtungen AB' und AC. 

Beide Kräfte haben den Angriffspunkt 
A und bilden mit einander rechte WtnkeL 
Bezeichnet man deren Mittelkraft mit 
R, dessen Winkel, den sie mit der Axe 
AB bildet mit p, so hat man deren Sei- 
tenkraft nach der Richtung AB=Rcotg 
und die nach der Richtung AC = Rtin^ 
und es ist 



/i ros 

Q P cos a P, cos n, -f P, cos rr, 

(I) 


R sin 

Q — P sin a P, sin n, -f P, sin n, + • ••• 

(2) 


Ä* = {R cos n + P, cos n, 

-f + (P sin o P, sin . .)* 

(3) 

1 

(P cos (t 

-pp, cos K,-P...) 

Psin n + P» «s + •••• 

(6) 

CO.p = - 

( ) ^9 9 ~ Pcot tt + P, cot rr, + . , 

1 



Entwickelt man in dem Ausdruck 

für 


{Psin « 

-P P, tin ft, -P .. .) 

(5) Ä’ die Quadrate der Polynome, .so erhält 


man 


l* (cot + sin ’n) + P,’ (rot ’n, -f si» ’n,) -f 

+ 2PP, (rot n • cot n, -(- sin « • sin n,) + SPP, (cot a • rot n, + sin ft • sin n,) 

+ + 2P,P, (rot ft, • cot tt, -|- sin o, • sin n,) -t- .... 

also 

«» = /« + P,» + P,»-l-.... -l-2PP,cos(ft,-o)-b SPP, cot(rr, - ft) 

+ .... + 2P,r, cot(n, - ft,)+ SP,P, cot (n, - o,) + .... 

+ 2P„_i 


Nun sind tt, — o; tt, — tt n, — tt,; 

o, — o, .... o„ — t»,_i die Winkel, welche 
je zwei Kräfte P,P; P,P....P,P,; P,P, 
■ P„ P„_\ unter sich bilden. Man W 
demnach das Quadrat der Mittelkraft gleich 
der Summe der Quadrate aller einzelnen 
Seitenkräfte plus dem doppelten Product 
aus je zweien dieser Kräfte mit dem Co- 
sinus des ron ihnen eingeschlosaenen 
Richtungswinkels multiplicirt. 

15. Für Kräfte, die in einerlei 
Ebene liegen und sämmtlich auf 
einen materiellen Punkt wirken, 
ist demnach Gleichgewicht, wenn 
sie keine Mittelkraft liefern, wenn 
also nach der Bezeichnung No. 14; 

Ptin ft -f P, sin «, -f- P, sin tt, -p = 0 

und zugleich 

P cos o + P, cos tt, -f P, cos ft, -P = 0 

Die Kräfte sind also im Gleichgewicht, 
wenn sie nach zweien unter sich norma- 
len Richtnngen zerlegt nach jeder dieser 
Linien Seitenkräfte liefern, deren alge- 
braische Summe = Null ist 


16. Erklärung. Das Product einer 
Kraft mit dem Abstand ihrer Richtung 
ron einem Punkt heifst das Moment 
derKraft in Beziehung auf diesen Punkt, 
welcher der Momentenpunkt heifst. 
Werden die Momente mehrerer Kräfte 
auf diesen Punkt bezogen, so heifst der 
Punkt Mittelpunkt der Momente. 

17. Wirken mehrere Kräfte auf 
einen materiellen Punkt nach 
Richtungen, die alle in einerlei 
Ebene liegen, so ist das Moment 
deren Mittelkraft gleich der alge- 
braischen Summe der Momente 
sämmtlicher gegebenen Kräfte, 
wenn der Momentenpunkt in der- 
selben Ebene liegt. Zieht man 
durch den materiellen Punkt und 
den Momentenpunkt eine gerade 
Linie, so worden die Momente der 
nach entgegengesetzten Seiten 
dieser Linie gerichteten Kräfte 
entgegengesetzt in Rechnung ge- 
bracht. 

Es seien Fig. 752, P; P,; P,; P, vier 


Digilized by Google 



Kräfte im Gleicbgewicb». 63 KrSfte im Gleichgewicht. 



752. 


Kräne, der AllgemeiDheit der 
Untersuchung wegen in den Tier 
verschiedenen Quadranten bele- 
gen, alle auf den materiellen 
Punkt A wirkend. Rer beliebig 
gelegene Punkt M sei der Mo- 
raentenpnnkt, A und W durch 
eine gerade Linie verbunden. 
Die Winkel der Kräne mit der 
geraden Linie AM sind von die- 
ser aus nach einerlei Richtung 
genommen mit r; r,; r, ; R,; 
Die von IM auf die Krätterich- 
tnngen gefällten Lothe mit p; 
p,; p ; p, bezeichnet. Setzt 
man ilie Länge AM = a, die Mit- 
telkratt säiumtlicher Kräne = K 
unter dem ^ p mit AM, so hat 
man nach No. 15 Formel 2. 


K lin p = Psin r + P, si« n, -1- P, sin n, -f- P, »in R, -f . .. . (0 

p 

Nun hat man sin r = - 
a 

si* R, = »in MAP, — — 

* 

liit R, = st* MAP, — st* (MAp" -f 180°) = - st* MAp" = 

st* R, = si* (MAÄ -L A'AP,) = si* (360° - MAP,) = - si» MAP, = - ^ 


Setzt man den Abstand des Momenten- diese Werthe in Gleichung 1 substituirt 
pnnkts von der Richtung der Mittelkraft entsteht die Gleichung 

= r, so bat man si*p = ± — , und alle 


^ — R = ^-P^^-P,-^ P,-^* P,^ 

a a a 

oder =‘=rÄ = pP-hp,P, -p,P, -p,P, ± 


womit der Satz als richtig nachgewiesen 
ist 

18. Ist p = 0 oder 180°, so geht die 
Mittelkran durch den Momentenpunkt, 
st«p ist =0 und r = 0, die algebraische 
Summe der Seitenkräfle ebenfalls = 0- 
Wenn daher für irgend einen Momenten- 
punkt die algebraische Summe der Mo- 
mente der KraRe = 0 wird, so kann dies 
daher rühren, dafs der Momentenpunkt 
in der Richtung der MittelkraR liegt oder 
auch daher, uafs die MittelkraR selbst 
= 0 ist, d. h. dafs die KräRe das Gleich- 
gewicht sich halten. 

19. Weu 11 KräfteineiuerleiEbene 
befindlich auf einen materiellen 
Funkt P wirken und es ist die al- 
gebraische Summe deren Mo men tf 


für zwei Momentenpnnkte M, M' 
genommen, die mit dem materiel- 
len Punkt nicht in einer geraden 
Linie liegen, für jeden einzelnen 
= 0, so sind die Kräfte unter ein- 
ander im Gleichgewicht. 

Da die algebraische Summe der Mo- 
mente sämuxtliobor KräRe in Beziehung 
auf den Punkt M = 0 ist, so kann, wenn 
eine MittelkraR R existirt, diese nur 
nach der Linie PM gerichtet sein. 
Es existirt also keine durch die Linie 
PM' gerichtete MittelkraR. Dasselbe fin- 
det für den Momentenpunkt M' statt und 
es existirt also keine MittelkraR durch 
die Linie PM. Da aber lieides zugleich 
statt finden mufste und nicht statt fin- 
den kann, nämlich dafs die MittelkraR 
durch PM uud zugleich durch PM' geht. 
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RO existirt ü))erhaapt keine Mittelkraft 
oder was daseelbe ist, die Mittelkraft ist 
= 0 . 

20. Erklärung. In dem Art. Ge- 
schwindigkeit, pag. IÜ3 am Schlufs 
ist Tirtuelle Geschwindigkeit er- 
klärt. Sie ist eine ideell, e Geschwindig- 
keit, eine Geschwindigkeit die aus einer 
Bewegung herrorgehen würde, wenn die 
Kräfte nicht im Gleichgewicht, nicht in 
der Ruhe wären. 

Denkt man sich das System der Kräfte 
Fig. 7Ü2, in fortschreitender Bewegung 
und der materielle Punkt A mache mit 
sämmtlichen auf ihn wirkenden Kräften 
den Weg/iN = a, so ist, wenn man den 
Weg a in der Zeiteinheit surückniegt 
denkt, a die Geschwindigkeit von ii also 
die Tirtuelle G. des Punktes A. 

Die Kraft P wirkt jetzt in dem Punkt 
M nach einer mit ihrer ursprünglichen 
Richtung AP parallelen Richtung, sie hat 
sich also ihrem nach A P gerichteten Ziele 
um die Länge Aog = a cot a genähert und 
die Tirtuelle G. Ton P ist = a ros n. 

Die Kraft P, wirkt 4^ mit sich selbst 
iii M, sie hat sich Ton ihrem nach AP, 
gerichteten Ziele um die Länge Aa, 
= a cot MAa, = — a cot a, entfernt, d. h. 
um die Länge a cot n, genähert und es 
ist a cot a, me Tirtuelle G. Ton P,. Des- 
gleichen a cot R, die Tirtuelle 0. Ton P, 
und acotn, die Ton P,. 

Man spricht auch blofs Ton der 

R cot Q = P cot a P, cot a, -fc P, 


Tirtnellen 0. des materiellen 
Punkts, und sagt: AM xm ist die sii- 
tuelle G. des materiellen Punkts 
A an sich, .da, die Tirtuelle 0. des 
materiellen Punkts nach derRicb- 
tung der Kraft P, — Aa, die nach 
der Richtung der Kraft P, u s. w. 
Stellt man sich eine drehende Bewe- 

S ung Tor, die in derselben Ebene der 
Kräfte um den Punkt M geschieht, so 
geschehe die Bewegung in der Zeitein- 
heit rechts um den Bogen (für den 
Halbmesser = 1), so ist oflenbar die Tir- 
tnelle Q. des materiellen Punkts A=o<f( 
die der Kraft P=p<f = aq • tin a-, die der 
Kraft P, = — p,q = — pcf • siii r, u. s. w. 

21. Wirken mehrere Kräfte auf 
einen materiellen Punkt A, deren 
Richtungen in eine Ebene fallen, 
so ist das Product ans ihrer Mit- 
telkraft R und der Tirtnellen 0. 
derselben (= der Tirtnellen 0. des 
materiellen Punkts auf die Rich- 
tung derselben) gleich der; alge- 
braischen Summa derselben Pro- 
ducts für jede der einzelnen Sei- 
tenkräfte, wenn die Tirtnellen Q., 
welche in die Ri chtunf^en der Kräfte 
fallen, additiT und die, welche in 
deren Verlängerungen fallen, sub- 
tractiT in Rechnung gebracht wer- 
den. 

Denn nach No. 14, Formel 1, in Be- 
ziehung auf Fig. 751 also auch auf Fig. 
752 ist 

COf R, -I- P, coi R, -p.... (l) 


Setzt man wie Torher = a, die Tir- 
tuelle Geschwindigkeit für die Mittelkraft 
R=V, die für P; P, ; P, ; P, aufeinan- 
der folgend = e; e,; e,; V, so ist 

V 

V = a cot g; also cos p = * -— 

fl 

e = Aflg = a coi R ; also cos a = -i 

a 


V, = Aa, = — a cot a,: also cot r, = — — 

e 

e, = .4a, = — acasR,; also cosr,=- 

v, = i4a, = a cos R,; also cos R, 

Diese Werthe in Gleichung 1 substi 
tuirt geben 


*R — = P — ~P, — -P,^ + P,^ Je. 
a tt a a * o 

nnd mit a multiplicirt : 

± VR = eP — e,P, — »,P, -t- e, P, ± 


22. Liegt der Punkt M anfserhalb der 
Ebene der Kräfte, so projicire die Linie 
AM auf diese Ebene, diese wird AM, 
wenn M, die Projection des Punktes M 
ist, Terbinde M, mit den Projections- 

S unkten a^; a,; a des Punkts M auf 

ie Kraftncbtnngen, 'so sind die Linien 


Af.a,; M,a,i M,a, .... auf den Kraftrich- 
tungen normal, folglich hat man den 
Satz No. 21 für dieselben Tirtuellen Ge- 
schwindigkeiten, der Punkt M mag in oder 
aufserhalh der Ebene der Kräfte liegen. 

23. Ist p (s. No. 21) =90°, so ist 

K=0. 
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Also 

0 = »r — »,P, — t,P, + B,p, ± 

Ist also die virtnelleO. des ma- 
teriellen Punkts an sich auf der 
Richtung der Mittelkraft normal, 
so ist die algebraisch e Sum me der 
Tirtuellen Oeschwi ndigkeitspro- 
ducte = Null. 

24. Nimmt man zwei virtuelle 
Qeschwindigkeiteu des materiel- 
len Punkts an sich, die beide nicht 
in einerlei geraden Linie liegen, 
und es sind die algebraischen 
Summen der virtuellen Gesch win- 
digkeitsproducte nach den Rich- 
tungen der Kräfte jede für sich 
= 0, so sind die Kräne mit einan- 
der im Gleichgewicht 

Denn die algebraische Summe der vir- 
tuellen Geschwindigkeitsurudnrte kann 
= 0 sein, sowohl weil die virtuelle G. 
nach der Riebtnng der Mittelkraft = 0 
oder die Mittelkraft selbst = 0 ist. Kür 
die angenommenen virtuellen G. des ma- 
teriellen Punkts an sich können aber die 
ihnen entsprechenden virtuellen G. nach 
der Rieht nng der Mittelkraft nicht beide 
sugleich = 0 sein, weil sonst beide 
erslgenaiinten virtnellen G. auf der Rich- 
tung der Mittelkraft normal sein müfsten, 
welches nicht möglich ist, weil beide vir- 
tnellen (i. nicht in einer geraden Linie 
liegen; mithin mnfs nach den Bedingun- 
gen des Sattes die Mittelkraft selb.^t = 0 
sein, d. h. die Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht. 

25. Wirken anfeinen materiel- 
len Punkt drei Kräfte, deren Rich- 
tungen nicht in einer Ebene lie- 
gen nnd nimmt man von dem ma- 
teriellen Punkt aus auf diesen 
Richtungen Stücke, die sich wie 
die nach ihnen wirkenden Kräfte 
verhalten, constrnirtdann zn die- 
sen Stücken als Neben kanten ein 
Parall elepiped, so ist die durch 
den materiellen Punkt liegende 
Diagonale die Richtung und in dem 
Verhältnifs zn den auf den Kraft- 
riehtnngen genommenen Stücken 


die Gröfse der Mittelkraft der drei 
Seitenkräfte. 

Denn wirken auf den materiellen Punkt 
A drei Kräfte P, Q, S nach den Rich- 
tungen AB, AD, AE und sind 
P'.Q.S = AB.AU. AE 
so entsteht das Parallelepiped, Fig. 751, 
nnd AG ist die Diagonale, welche die 
Richtung und Gröfse der zu den Kräften 
Et Ql S gehörigen Mittelkraft sein soll. 

Die Dia^nale AC ist die der Rich- 
tung und Gröfse nach zn P nnd Q ge- 


Fig. 753. 



hörige Mittelkraft B, (s. Satz 10) und 
es ist 

P-.Q-.R, = AB-.ADtAC 
Nun gibt diese Mittelkraft R, mit der 
dritten Seiteukraft .S eine Mittelkraft B, 
welche zugleich die Mittelkraft aller drei 
Kräfte P, Q und .S ist, und diese Mittel- 
kraft ist nach demselben Satz 10 die Dia- 
gonale AG des Parallelogramms ACEG. 
Es ist somit 

P-. Q : S I R = AB : AD : AE : AG 

26. Sind die Richtungen AB, AD, AE 
gegenseitig auf einander normal, so hat 
man 

AG^ = An + AE* = AB^ + AD^ + AE> 
folglich aus der letzten Proportion 
R* = S‘‘+R,*=P‘+Q* + S* 

Ist ^ GAB “ o ; GAD = ß', /GAE = y, 
so ist 


AB = AGco$a; AD = AG cot ß-, AE = AG cot y 
Daher anch für rechtwinklig unter einander beündliche Kräfte 
P:Q : S: R = AG • cot n : AG • cot ß : AG • cot y: AG 
= cot a : cot ß : cot y : 1 

woraus P= R • cot a; Q= R • cot ß-, S = R . cot y 

Sind also die drei Winkel bekannt, normalen Linien bildet, so erhält man 
welche eine Kraft mit dreien unter sich die nach diesen drei Linien gerichteten 

IV. 5 
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Seitenkrifte zu der gegebenen als Mit- 
telkraft, wenn man diese mit den Cosi- 
nus der Winkel multiplicirt, die zwischen 
den Richtungen der Mittelkraft und den 
der drei unter sich normalen Linien statt 
finden. 

Es folgt zugleich, wenn die Seitenkräfte 
gegeben sind 

cot B = \ rot ß = — ■, cot Y = — 

und da Ä = l//’’ + 0’ + S* , so sind die 
Richtungswinkel der Mittelkraft gegen die 
Seitenkrane bestimmt und die Mittelkraft 
auch ihrer Lage nach bekannt. 

27. Das Parallelepipedum, welches die 
Gröfse und Richtung der MittelkraR dreier 
auf einen Punkt wirkende in rerschiede- 
neu Ebenen liegenden KräHe bestimmt, 
beifst das Parallelepipedum der 
Kräfte. 

28. Auf einen materiellen Punkt wir- 
ken nach beliebigen Richtungen im Raum 
gegebene KräRe, ihre Mittelkraft nach 
Qrufse und Lage zu bestimmen. 

P\ P, seien die gegebenen 

Kräfte, A der materielle Punkt, auf den 


Fig. 754. 



sie wirken. Zu Bestimmung ihrer Rich- 
tungen nehme man von A aus drei be- 
liebig gelegene aber unter sich normale 
Linien AB, AC, AD und bestimme die 
Winket, welche jede Kraftrichtnng mit 
diesen Normalen als Richtungsaxen macht, 
wobei die Winkel von 0 bis 180° gezählt 
werden. 


Für die Kräfte P; P, ... seien die Rich- 
tungswinkel mit AB = a; a, ... mit AC 
= ß-, mit AD = y, y, ... 

Sind zuerst n, ß, y spitze Winkel, so 
fällt die Richtung der Kraft P innerhalb 
der Kürperecke tou den Kanten AB, AC, 
AD, und liefert nach .Satz 26 io drei in 
diese Kanten fallenden Seitenkräfte zer- 
legt nach AB die Seitenkraft P ros n, 
nach AC die Kraft Pco$ß und nach AD 
die Kraft Pcoty, 

Ist zweitens a stumpf und sind die 
beiden andern ß, y spitz, so fällt die 
Kraft P innerhalb der Ecke DCB'A , die 
Seitenkräfte von P sind nach AC, AD 
und AB' gerichtet, die Kraft P bildet 
mit AB' den ,/(180°-i«) und diese Sei- 
tenkräfte sind also - Peotn, Pcotß und 
Pcoiy, mit welchen Werthen die Rich- 
tungen der Seitenkräfte ausgesprochen 
sind. 

Eben so verhält es sich, wenn ß und 

stumpf sind, wo dann die subtractiven 
Vorzeichen andeuten, dafs die Seiten- 
kräfte nach den Richtungen AC und AD" 
hin liegen. Und so veAält es sich mit 
den übrigen Kräften P,-, P, ... mit den 
ihnen zugehörigen Winkeln r,; r, ... 
ß,; ßy‘-~ yy ... Man hat demnach 
mit Zerlegung sämmtlicher Kräfte die 
Seitankräfte nach AB und AB'\ 

± P cot a^P, cot R, ± P, cot R, * . . . . 
nach der Richtung AC, AC 
± Pcoi ß ^ P, cot ß, ± P, ros ± .. .. 
nach der Richtung AD, AD' 

± P cos y^P, cot y, * P, cos y, * . . . 

Diese drei Summen geben drei Kräfte, 
welche die Mittelkräfte jener Seitenkräfte 
sind und für die gegebenen Kräfte P; 
P, ; P, ... eingesetzt dieselbe Wirkung 
ausüben. 

Bezeichnet man diese drei Mittelkräfte 
mit 0; 0,; 0,, so setzen sich diese wie- 
der zu einer Mittelkraft A zusammen, 
welche der den gegebenen Kräften zuge- 
hörigen Mittelkraft an Oröfse und Rich- 
tung identisch ist. Sind die Winkel der 
Mittelkraft A mit den Axen AB, AC, 
AD = it', ß', }■', so hat man 
A cos r’ = 0 ; H cot ß' = Q,-, R cot y' = Q, 

Quadrirt man diese 3 Gleichungen, so 
hat man 


A’(cos’n'-f cos*i'-|- cos*y')= P’ + P,’ -I- 0i’ (1) 

Nun ist nach dem Art. ,Körpertrigonometrie‘ No. 17 mit Fig. 740, psg. 
36, der Werth der Klammergröfse = 1, mithin hat man 
A’ = P’ + P,*-b P,* 

- (PcosR-p P, cos o, + ...)’ + (Pcos/J + P, cos /S, )’-t-(Pcosy-|- P, cos y,-f...)’ 


( 2 ) 
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Ferner bat man die Kchtnngiwinkel der Hittelkraft R mit den Axen 

, 0 Pcof n+ P, coi n, + .... 

roi n*= „ — 

A A 

cot /J' = -?! = ß + + 

cot v' = ?• = >'coty + P,cot y,+.... 

' A A 

29. Entwickelt mau die Quadrate der Polynome ron A’, so erhält man 
Ä* = pr (cot ’n + cot 4 cot ’j ) 4 - P.* (.cot ’n, 4 cot */ä, 4 cot 

4P,’(co»*a,4coi Vi + co»Vi)+-"+ 2PP,(co»«*co» a, ■}- cot fl • cot fl, + cot y • cot y,) 

4 2PP, (coi n • cot ft, 4 cof /} • co« /J, 4 cof y • coi y,) 4 

4 2P,P, (fo» n, • fo» w, 4 cot fl, -cot fl, 4 coty, • cot y,)42P,P, (co* «,• co» n, 4 .••)+•• • 
4 2P, P, (coi ft, • CO» n, 4 ••).•• • 

+ 

+ SP«-1 P. ('" “,-i •«>»»« + • • •) (1) 

Nnn ist jede der ernten Klammererü- des Winkels, den die beiden zn ihnen 
fseo, die Snmme der Quadrate von drei gehörigen Kraftrichtungen mit einander 
Cosinus enthaltend, nach dem ad 27 ge- bilden. Bezeichnet man daher den Win- 
dachten Satz = 1, und*nach dem folgen- kel je zweier solcher Kraftrichtungen mit 
den Satz 18, die Klammergrölsen, welche den neben einander gestellten Kraftzei- 
die Snmme der Producte je zweier der eben selbst, so hat man 
drei Cosinus enthalten = dem Cosinus 


A’ = /* 4 P,’ -fP,’ 4 -f 2PP, cot (PP,) 4 2PP, cot (PP,) + .... 

4 2P,P, co»(P,P,)4.... 4 2P,_, P„ cot (P,_, P„) (2) 


30. Die Mittelkraft mehrererSei- 
tenkräftemultiplicirtmitdervir- 
tuellen Geschwindigkeit des An- 
griffspunkts der Kräfte nach der 
Richtnng der Mittelkraft ist gleich 
der algebraischen Summe der Pr 0- 
ducte ans jeder Seitenkraft mul- 
tiplicirt mit der nach ihr gerich- 
teten virtnellen Geschwindigkeit 
des materiellen Punkts. 

Der Beweis davon ist wie der No. 21. 
Bezeichnet auch hier F die virtuelle G. 
des materiellen Punkts nach der Rich- 
tung der Mittelkraft; bezeichnen ferner 
f; V, .... die virtuellen G. desselben 
Punkts nach den Richtungen der Kräfte 
P; P,; P, ... so erhält man die Schlnfs- 
gleichnng 

KA = «P 4 «,P, 4 f, P, 4 .. . . »,,P„ 

31. Bei derselben Bezeichnnng 
der Kräfte und deren Richtungs- 
winkel sind die auf einen mate- 
riellen Punkt wirkenden Kräfte 
im Gleichgewicht wenn 

P CO« a 4 Pi CO» fr, 4 Pi co» fr, 4 • - • = 0 
Pcot fl + P, cot /J,4 P, CO» ,V, 4 ... = 0 
Pco» y 4 P, CO» y,4 P, cot y, 4 ... = 0 

Denn nach No. 28 sind die drei = 0 


esetzten algebraischen Summen die nach 
en drei gewählten Axen gerichteten Mit- 
telkräfte der nach diesen Axen io Seiten- 
kräfte zerlegten gegebenen Kräfte P; P, ; 
P, ..; sind also mit den gegebenen Kräf- 
ten gleicbgeltend, und es kann bei die- 
sen nur Gleichgewicht bestehen, wenn 
es unter diesen drei Mittelkräften besteht. 
Da sich nun drei Kräfte, deren Richtun- 
gen nicht in einerlei Ebene liegen, (s. 
Satz 24) nach dem Parallelepiiiedum der 
Kräfte zu einer Mittelkraft zusammen 
setzen, so kann das System nur im Gleich- 
gewicht sein, wenn diese Mittelkraft = 0, 
wenn also jede der algebraischen Sum- 
men von je in einerlei geraden Linie 
wirkenden Seitenkräften = 0 ist. 

32. Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn 
deren Mittelkraft = 0 ist; daher kann man 
das Gleichgewicht auch ausdrücken, wenn 
man in No. 29, Gleichung 2, A = 0 setzt. 
Folglich besteht das Gleichgewicht zwi- 
schen den gegebenen Kräften, wenn die 
algebraische Summe aus den Quadraten 
dieser Kräfte und den doppelten Pro- 
dneten je zweier derselben mit dem Co- 
sinus ihres Richtungswinkels = 0 ist 

Diese Bedingunf^ bereift die drei Be- 
dingungen No. 31 in sich, denn jene al- 
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gebraische Samme ist wie No. 29, Gleichang 1 und No. 28, Oleichnng2 besagt 
(Peos n + P, cot a, + .. .)’ + (Pcoj ß + P, cotß,+ ...)*+(Pcoiy+ P,coly,■^■...y 
so dafs also jedes einzelne der drei Glieder = 0 sein mul^. 


III. Statik der materiellen Ebenen. 

33. Wirken auf zwei Punkte einer 
Ebene zwei Kräfte, deren Ricbtun- 
en #: laufen, so ist ihre Mittel- 
raft die Summe oder der Unter- 
schied der Seitenkräfte, je nach- 
dem sie nach einerlei oder nach 
entgegengesetzten Seiten gerich- 
tet sind, die Richtung der Mittel- 
kraft ist denen der Seitenkräfte 
4' und theilt die Verbindungslinie 
der beiden Angriffspunkte derge- 
stalt, dafs jede Kraft dem Theil 
der Verbindungslinie proportio- 
nal ist, der zwischen den Richtun- 
gen der beiden übrigen Kräfte be- 
griffen ist. 

Sind A und B die beiden inaleriellen 
Punkte, auf welche die Kräfte P und Q 


Fig. 755. 



nach den parallelen Richtungen AP und 
BQ wirken, so bringe nach deu Verlän- 
gerungen der Linie AB nach AH und 
BJ zwei gleich grofse Kräfte p, p an, 
so werden dadurch nach Satz 2 die Wir- 
kungen der Kräfte P und Q nicht geän- 
dert. Nun kann man aber die auf den 
Punkt A wirkenden Kräfte P und p (nach 
No. 10) zu einer Mittelkraft zusammen 
setzen ; deren Richtung sei AE, und eben 
so die auf B wirkenden Kräfte Q und p 
zu einer Mittelkraft, die nach BE gerich- 
tet sein möge. AE und BF verlängere 
man rückwärts his sie sich in G schnei- 
den und wo sie nach No. 4 mit ungeän- 
derten Richtungen wirkend gedacht wer- 
den können. Zieht man nun durch G 
eine Linie CD 4 AB und verlängert PA 
und QB bis in die Linie CD, zerlegt 
ferner die in dem Punkt G nach GE und 


GE wirkenden Kräfte nach den Richtun- 
gen GC, GD und GK 4 t'P4 D{), näm- 
lieh die Kraft GE nach GC und GK und 
die Kraft GE nach GD und GK, so sind 
die beiden nach GC unil GD zerlegten 
Seitenkräfte = p, die sich einander das 
Gleichgewicht halten; es bleiben daher 
nur die nach GK zerlegten Kräfte = 
P+ Q = R. übrig. ■ 

Nun ist wegen des Parallelogramms 
der Kräfte 

p‘. P = CG-.GK= AK.GK 
und Q-P = GK : GD = G K : BK 

woraus P: Q : H = BK : AK : AB 
Hieraus folgt* umgekehrt, dafs eine 
Kraft B nach zwei mit ihr parallelen 
Richtungen in zwei Seitenkräfte sich zer- 
legen läist, deren.Suninie gleich der Kraft 
R, und die sich umgekehrt verhalten, 
wie die Stücke, die zwischen ihren Rich- 
tungen und der Kraft R auf einer Linie 
hegriffen sind, welche die Kräfterichtun- 
gen schneidet. 

Sind nun zweitens die Kräfte P und 
Q parallel und entgegengesetzt gerichtet 
(Fig. 75G) und ist D > P, so kann man 
Q als die Mittelkraft zweier Kräfte P’ 
und R ansehen, wo /*’ der Kraft P= und 
gerade entgegengesetzt ist, die andere K 
aber die verlängerte AB in einem Punkt 
C durchschneidet, dergestalt dafs 
Q-.P'-.R = AC-.BC-.AB 
Nun ist P' = P, folglich halten sich P 
und P* das Gleichgewicht; es bleibt da- 
her statt der ursprünglich gegebenen 
Kräfte P und Q nur R als ihnen gleich- 
geltend übrig, wenn man statt ^ ihre 
beiden gleicogeltendeii Seiteiikräfte E 
und R einsetzt. Mithin ist R die Mit- 
telkraft zwischen P und Q und weil Q 
= F+R = r+R, so ist R = Q-P. 

Verwandelt man die Proportionen des 
Satzes in Producte der äufseren und der 
Mittelglieder, so erhält man ad 1, Fig. 
763 

BK-R=AB-P 
AK- R = AB-Q 
ad 2, Fig. 76G 

AC- R = AB- Q 

hieraus AC = -^ AB = ^^—pAB 

Ist Q= P, so ist AC = AB=x>-,i.k. 


Pi-.:;.- 
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Es findet in diesem Fall kein e Mit- 
telkraft statt. 

34 Erklärung. Zwei gleiche pa- 
rallel und entgegengesetzt wir- 
kende Kräfte heifsen ein Kräfte- 
paar, das Product zwischen einer 
derselben und ihrem Abstande 
keifst das Moment des Kräftepaars. 
Fig. 757 ist P — P ein Kräftepaar; ist 
CG = a normal auf P und P’, also deren 
Abstand, so ist CG x P = aP das Moment 
Ton P — P. 

35. Zwei gleiche und parallel 
entgegengesetzte Kräfte können 
mit einer dritten Kraft nicht im 
Gleichgewicht sein. 

Denn sind AB nnd CD die beiden pa- 


Fig. 757. 



rallelen Richtungen der gleichen Kräfte 
P nnd — P, und es wäre möglich, dafs 
eine Kraft Q nach irgend einer in der- 
selben Ebene befindlichen Richtung EP 
den beiden Kräften das Gleichgewicht 
kielt, so läfst sich eine Linie DH der 
Linie EP ziehen , die also dieselbe Lage 
wie EP gegen beide Kräfte P and — P 
hat, und es müfste ebenso gut eine Kraft 
Q nach der Richtung DH wirkend, mit 
P und — P im Gleichgewicht sein. Bringt 
man nun in der Linie DH zwei Krälle 
(/' nnd Q" an, jede = Q und entgegen- 
geeetzt wirkend, so wird das Gleichge- 


wicht wie Torher bestehen. Nun müfste 
aber, wie eben gesagt, auch Q' den Kräf- 
ten P nnd — P das Gleichgewicht halten, 
und folglich müfsten Q nnd Q" mit ein- 
ander im Gleichgewicht sein. Beide sind 
aber 4= und nach einerlei Richtung, folg- 
lich haben sie nach No. 33 eine Mittel- 
kraft = ‘2Q , es kann mithin eine einzige 
Kraft wie Q oder Q' den beiden Kräften 
P und - P nicht das Gleichgewicht halten. 

Ebenso wird der Beweis geführt, wenn 
die Kraft Q anfserhalb der Ebene der 
Kräfte P und — P liegend angenommen 
wird. 

36 Aus dem Torigen Satz folgt un- 
mittelbar, dafs zwei gleiche und ent- 
gegengesetzte Kräfte keine Mit- 
telkraft haben, denn gäbe es eine 
solche, so würde die ihr gleiche und ent- 
gegengesetzt wirkende Kraft beiden Kräf- 
ten das Gleichgewicht halten, welchem 
Satz 35 widerspricht (ist auch No. 34 ana- 
lytisch nachgewiesen). 

37. Die Mittelkraft aus mehreren 
in einer Ebene und parallel wir- 
kenden Kräften ist die algebrai- 
sche Summe aller Seitenkräfte 
und das Moment der Mittelkraft^ 
der algebraischen Summe derMo- 
mente der Seitenkräfte, wenn man 
diejenigen Kräfte mit entgegen- 
esetzten Vorzeichen in Rechnung 
ringt, welche nach entgegenge- 
setzten Seiten gerichtet sind, und 
eben so die Vorzeichen der Tom 
Momentenpunkt auf entgegenge- 
setzten Seite nliegenden Abstände 
entgegengesetzt nimmt. 

Denn es seien 

1. zwei nach einerlei Seite gerichtete 
Kräfte P und 0, so nehme man in der 
Ebene deren Richtungen anfserhalb der- 
selben einen Punkt M zum Momenten- 
punkt, ziehe von M aus auf die Rich- 
tungen eine winkelrechte Linie, welche 
dieselben in A und B schneidet, so hat 
man die Mittelkraft R beider Kri^e den- 
selben parallel, = P-fp und deren Lage 
ist nach Satz 34 zwischen A und B in 
C der Art, dafs AC • R = AB • Q oder 
BC- RzzAB-P 
Aus R = P+Q 

folgt AM • R = AM • P+ AM- Q 

hierzu AC - R = AB • Q 

giU(,AC+AM)-R = AM-P+(^B + AM)-Q 
oder CM ■ R = AM - P+BM -Q (l) 
Nimmt man den Momentenpnokt M’ 
zwischen beiden Kräften P und Q, so 
hat man , weil A = P -|- p 
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MM' ^R = MM’’ P+ MM' .Q (2) 
Diese Qieichung tod Gleichung 1 ab- 
gezogen gibt 
(CJf - M'M ) . « 

= {AM-M'M)‘P + (,BM-M'M)-Q 
oder CM’-R = -ÄM'.P+BM’-Q 
Das Moment der Mittelkraft ist also = 
der algebraischen Summe der Momente 
der Seitenkräfte; die Abstände, welche 
auf entgegengesetzten Seiten des Momen- 
tenpnnkts liegen, entgegengesetzt in Rech- 
nung gebracht. 

Wird der Momentenpnnkt M' in C ge- 
nommen, so ist MC = MM' und Cif' = 0, 
mithin nach Oleichung 2 

0 = -AC-P + BC.Q 
D. h. Für einen in der Richtung 
der Mittelkraft gelegenen Momen- 
tenpunkt ist die algebraische 
Summe der Momente der Seiten- 
kräfte = 0. 

Liegt der Punkt M' zwischen B und C, 
so wird M'M > CM und dann wird CM 
— M'M — — CM'. Man hat also für diesen 
Fall 

-CM'- R = -AM'‘ P+BM' -Q 
2. Sind zwei Kräfte P, Q 4^ nach ent- 
gegengesetzten Seiten gerichtet und nimmt 


man aufserhalb beider Kräfte in deren 
Ebene einen Momentenpnnkt M, zieht 
Ton diesem auf die Richtungen der Kräfte 


Fig. 759. 



eine Normale, welche die Kräfte P und 
9 in A und B schneidet, so hat man, 
wenn Q>P, die Mittelkraft R = Q — P 
und die rerläugerte MB schneidet deren 
Richtung in einem Punkt C, so dals 
AC-R-AB-Q 

Ans Ä=e-P folgt (3) 

AM - R = AM -Q-AM -P 
hierzu AC - R = AB - Q 

gibt addirt 

CM- R = BM-Q- AM-P (4) 
D. h. das Moment der Mittelkraft ist 
= der algebraischen Summe der Momente 
beider ‘Seitenkräfle, wenn man die der 
gröfseren Kraft Q entgegengesetzt wir- 
kende Kraft P subtractiT in Rechnung 
bringt. 

Nimmt man einen Momentenpunkt M' 
zwischen den Kräften P und Q, so hat 
man aus Uleichung 3 

MM'-R = MM'-Q-MM'-P 
Diese Ton Gleichung 4 subtrahirt gibt 


i 


(CM - M'M) - R = (,BM - M’M) -Q-(AM- MM') - P 
oder CM'-R = BM’-Q + AM' - P 


Hier erscheinen die Kräfte Q und R 
additiT, die ihnen entgegengesetzt ge- 
richtete Kraft P subtractiT, die Abstände 
BM', CM' additiT, der ihnen Tom Mo- 
mentenpunkt ans entgegengesetzt lie- 
gende Abstand AM' subtractiT in Rech- 
nung gebracht. 

Ist Q<P, so ist Ä=P-0. Behält 
man aber die Gleichung R = Q - P = 
— (P—Q), so gibt das snbtractiTO Vor- 
zeichen an, dw die Mittelkraft in die- 
sem Falle der zuerst betrachteten Kraft 
Q entgegengesetzt gerichtet ist. Nimmt 
man nun zuerst den Momentenpnnkt M 
aufserhalb der Richtung aller drei Kräfte 


und Terlegt ihn dann beliebig innerhalb 
der Richtungen , so erhält man auf die- 
selbe Art wie zuTor die Gleichheit zwi- 
schen den Momenten der drei Kräfte, in 
sofern man die Vorzeichen der darin Tor- 
kommenden Gröfsen wie im ersten Fall 
bestimmt. In allen Fällen also, wo auch 
der Momentenpunkt angenommen werden 
mag, bat man allgemein die beiden Glei- 
chungen 

Ä = P+(? 

CM-R = AM-P+ BM-Q 

3. Sind mehrere Kräfte P, P", P" y 
nach einerlei Seite gerichtet und sind 
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*, a"... die Abstände ihrer Richtun- 

f^n Ton irgend einem Homentenpnnkt 
'•/, ist R die Hittelkrsft sänimtlirher 
Kräfte, r ihr Abstand Ton dem Momen- 
tenpnnkt, so hat man allgemein 
Ä=P + P’ + P’' + ... 
rÄ = aP+o7>' + a7*" + ... 
sofern man diejenigen Abstände sabtrac- 
tir nimmt, die gegen den Abstand a auf 
entgegengesetzter Seite des Uomenten- 
pouts liegen. 

Dann ist R' die Mittelkraft von P und 
P, R" die Mittelkraft von R' und P" u. 
s. w. und sind die den Mittelkräften zu- 
gehörigen Abstände r', r " so hat man 
ans 1) 

R' = l‘+P‘ 

R"=R'+ P" = P + P’ + P’ 

R"'= R"-t-P’"=P + P’-t-P" + P’’’ 

n. s. w. 

Ferner 

r’R' = aP + a'P’ 

t”R- = r’R' -1 a"P" = aP + a’P' + a'’P" 

U. 8. W. 

4. Sind Ton den Kräften P, P*, P" ... 
mehrere 4* entgegengesetzt gerichtet, so 
nimmt man zuerst die nach einerlei Seite 
und dann die nach der entgegengesetzten 
Seite hin gerichteten Kräfte. Ist R' die 
Mittelkraft derersteren, r' deren Abstand 
Tom Momentenpunkt, R" und r" diesel- 
ben Uröfsen für die entgegengesetzten 
Kräfte, so hat man für das ganze System 
R = R’Jr R" 
rR = r’Ä’-br"Ä" 

38. Zwei gleiche entgegenge- 
setzte parallele Kräfte bleiben 
in ihrer Wirkung ungeändert, wie 
ihre Richtungen in der Ebene lie- 
gen mögen, wofern nur der Ab- 
stand derselben Ton einander nn- 
geändert bleibt. 

Denn es sei AB der Abstand der bei- 
den Kräfte P und - P. Ist C die Mitte 
Ton AB, und man nimmt 
1. (he geänderte Lage des Abstandes 
DE dnreh die Mitte C Ton AB, so ziehe 
durch C eine beliebige gerade Linie DE, 
mache CV = CE=CA, also DE = AB. 
In D und £ bringe man normal anf DR 
gerichtete Kräfte an, die alle einander 
gleich und =P sind, und je zwei und 
zwei in en^egengesetzten Richtungen, 
auf D und E (he Kräfte P und - P und 
die Kräfte —P" und P", so werden die 
Wirkungen der ursprünglichen Kräfte P 
und — P nicht geändert. Verlängert man 
die Kraftriehtnngen D (- P") und £ (— P) 


'is zu ihrem Diirchschnittspunkt F, so 
ann man beide Kräfte — P und — P' 


Fig 7C.O. 



mit nngeänderten Richtungen in F wir- , 
kend annehmen (Satz 4), wo beide zu 
einer Mittelkraft vereinigt werden kön- 
nen, die, weil P=P', den ^DFB hal- 
birt (Satz 7); d. h. die nach der Linie 
CF gerichtet ist. 

Eben so geben die Kräfte -1- P und 
-F P', beide mit ungeänderten Richtun- 
gen in dem Punkt G angebracht, eine 
nach CG gerichtete Mittelkraft, die mit 
CF in einerlei gerade Linie fallt, weil 
CF den ^BCD und CG den Z.ACE 
halbirt. 

Da nun ^P= v P", so sind auch beide 
Mittelkräfte einander gleich, gerade ent- 
gegengesetzt gerichtet, mithin heben sie 
sich einander anf, und folglich heben sich 
einander auf oder halten einander das 
Gleichgewicht die vier Kräfte P, — P, P" 
und — P" und die Wirkung der übrigen 
beiden Kräfte P und — P haben mit den 
ursprünglich gegebenen beiden Kräften 
P und — P dieselbe Wirkung. 

Uierans geht hervor, dafs man den 
Abstand AB um seine Mitte in der 
Ebene beliebighernm drehen kann, 
ohne dafs die Wirkung derKräfte 
dadurch geändert wird. 

Man kann aber auch beiden Kräften 
in derselben Ebene eine beliebige Lage 
geben, ohne dafs ihre Wirkung geändert 
wird, wenn nur ihr Abstand d^em ersten 
Abstand = bleibt. 

Nimmt man 

2. den neuen Abstand DE^AB, so 
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Mtie auf die Endponkte D und E, nor- 
mal DE awei Paar einander entgegenge- 
aetate nnd der Kraft P gleiche Kräfte 


Fig. 7CI. 



— P*, P'' und /*', 80 werden durch 

diese neu hinzugekommenen Kräfte die 
Wirkungen der ersten Kräfte nicht ge- 
ändert. Nnn ziehe die beiden Oeraoen 
AD nnd BE, so schneiden sich dieselben 
als Diagonalen eines Parallelogramms in 
ihrem beiderseitigen llalbirungspunkt C. 
Die beiden gleichen Kräfte P nnd P” in 
A nnd D lassen sich also zn einer durch 
C gerichteten, mit P nnd P" parallelen 
Mittelkraft = 2P zusammensetzeo. Eben 
so setzen sich die beiden Kräfte — P nnd 

— /'” zu einer durch C mit ihnen 4= ge- 
richteten Mittelkraft — 2P zusammen. 

Aus den Tier zuletzt betrachteten Kräf- 
ten entstehen also zwei gleiche und ge- 
rade entgegengesetzt gerichteten Krälte 
2P und — 2 P, die nun mit einander im 
Gleichgewicht sind und die also aus dem 
System hinweggenommen werden kön- 
nen, ohne dafs die ursprünglich gegebene 
Wirkung gestört wird. Da non bei sol- 
cher üinwegoahme die beiden Krälte P 
nnd — P' übrig bleiben , so wirken diese 
eben so wie die zuerst gegebenen Kräfte 
P nnd — P, womit der Satz erwiesen ist. 

Nimmt man 

3. eine in derselben Ebene mit AB be- 
findliche ihr gleiche Linie D'E' mit den 
der Kraft P gleichen Kräften P. — P„ so 
drehe diese Linie um deren Mitte F in 
die der AB parallele Lage DE, so ist 
nach dem ersten Theil des Satzes das 
an DE befindliche Kräftepaar mit dem 
an D'E^ befindlichen gleicngeltend ; die- 
ses aber nach dem zweiten Theil gleich- 
geltend mit dem an AB befindlichen 
Kräftepaar, folglich das Kräftepaar an 
D’E' gleicbgeltend mit dem an AB nnd 
somit der Satz als allgemein gültig er- 
wiesen. 

39. Zwei Kräftepaare in einerlei 
Ebene wirkend sind gleichgeltend. 


wenn das Product aus dem Ab- 
stand des einen Paars und einem 
seiner Kräfte dem Product dersel- 
ben Factoren des anderen Paares 
leich ist, nnd beide Paare nach 
erselben Seite hin nach Drehung 
wirken; d. h. übereinstimmend ge- 
richtet sind; oder diese Products, 
Mo menteder Paare genannt, wenn 
ihre Momente gleich sind. 

Denn es sei Aß (Fig. 762) der Abstand 
des einen Kräftepaars P und — P, CD 
der Abstand des anderen Q und — Q und 
ABy. P = CDnQ. Bringt man an die 
Kräfte Q und - Q die ihnen gleichen 
Kräfte Q' und - Q' entgegengesetzt, so 
sind diese 4 Kräfte im Gleichgewicht, 
und es bleibt für die Wirkung in der 
Ebene nur das Kräftepaar P und — P. 

Verlängert man nun AB bis E, so 
dafs BE — CD, so kann man nach No. 38, 3 
das Paar Q’ und — 0’ so Terlegen , dafs 
ihr Abstand BE ist; dann sind P nnd 
Q' nach einer und — P und - Q' nach 
der anderen Seite gerichtet. Da nnn Q' = 
Q, BE = CD,nDAAB'P=CD.Q-BE-Q’, 
so geht (nach Satz 37) die Mittelkraft Ton 
P und Q' durch ß, ist 4= P und Q' und 
= P-f Q'. Dieser nun wirken gerade entge- 
gengesetzt die Kräfte — P; -()' = - (P-|- 0'), 
folglich sind die zier Kräfte P, - P, Q', 
— Q' im Gleichgewicht, ändern die Wir- 
kung der an CD befindlichen Kräfte Q 
und - Q nicht, und folglich ist die Wir- 
kung der Kräfte Pund — P an AB = der 
Wirkling des an CD zurückgebliebenen 
Kräflepaars Q und - Q. 


Fig 7C2. 



40. Zwei K räftepaare in einerlei 
Ebene sind einem Paare gleich- 
geltend, dessen Moment die al- 
ebraisebe Summe der Momente 
eider ersten Paare ist, wenn man 
bei gleichen Richtungen der Krä ft e 
die Momente additir, bei entge- 
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Kengeseliten Richtnngen aberdas 
eine Moment subtractir in Kech- 
nnng bringt. 

Es seien P und - P an AB = a das 
eine Paar, Q und — ß an CD = b das 
andere Paar; alsdann kann man nach 
dem Torigen Satz statt des letzten Paa- 
res ein gleichgeltendes (P und — Q', un- 
ter dem Abstand AB = a anbringen, wenn 
• •Q' = iQ, und das neue Paar an Aß 
ist mit dem Paar P und — P in densel- 
ben geraden Linien wiirkend. 

Sind diese beide Paare gleich gerichtet, 
so rereinigen sie sich zu einem Kräfte- 
^re Ä und - Ä , wio Ä = P + y'; sind 
dagegen beide Kräftepaare entgegenge- 
setzt gerichtet, so entsteht aus innen ein 
Kräftepaar A und -R, wo B = P - Q' 
also — A = — (P— y"). Han hat also in 
beiden Fällen R = P ± Q’ 

oder da Q' = — Q-, R= PJt— Q 
o a 

oder aR = aP^tiQ. 

41. Sind mehrere Kräftepaare P- P\ 
P-P-, P'—P'-.. unter den Abständen 
a, a', m" .... wirkend, so rereinigen sich 
dieselben zu einem Kräftepaar R - R 
unter dem Abstand i, so dafs 

iÄ = flP-|-fl’P' + «"P"-|- 

Dann ergibt sich aus 2 Paaren P — P 
und P'—P* das Paar A'- A’ unter dem 
Abstand 6, so hat man bR' = aP -\-a'P'. 
Das Paar A' — A' rereinigt eich wieder 
mit dem Paar P' — P" zu einem Paar 
A"- A" nnter demselben Abstand b und 
es ist 

JA" = bR' -f a"P'=aP+ a'P+ a"P’ 
u. s. w. * 

42. Hehrere in einer Ebene wir- 
kende Kräftepaare halten einan- 
der das Oleicngewicht, wenn die 
algebraische Summe ihrer Mo- 
mente = 0 ist. 

Denn die gegebenen Kräftepaare sind 
nach dem rorigen Satz einem Kräftepaar 
gleichgeltend , dessen Moment der alge- 
braischen Summe der Momente jener 
Paare gleich ist. Ist nun diese algebra- 
iKhe Summe =0, so ist auch das Mo- 
ment jenes Mittelpaars = 0, und da des- 
sen Hebelsarm =b, so ist A = 0 und 
— A = 0. Oder augenfällig dargestellt; 
Wenn sämmtlicho unter rerschierienen 
Abständen gegebene Kräftepaare auf den 
Abstand b redncirt werden, so heben sich 
in jedem der beiden Endpunkte die dort- 
lun redncirten Kräfte einander auf, indem 
in jedem Endpunkt die nach einer Rich- 
tung hinfalienden Kiiite den ihnen ge- 


rade entgegengesetzt wirkenden Kräften 
gleich sind. 

43. Mehre re ineinerEbene I- ge- 
richteten Kräfte. sind mit einan- 
der im Gleichgewicht, wenn die 
algebraische Summe derselben so 
wie die algebraische S u m me ihrer 
Momente in Heziehung auf irgend 
einen in der Ebene befindlichen 
Punkt, jede für sich =0 ist, so- 
fern man die nach entgegenge- 
setzten Seiten gerichteten Kräfte 
und ihre auf entgegengesetzten 
Seiten des Moraen ten pu nkts be- 
findlichen Abstände mit entge- 
gengesetzten Vorzeichen in Rech- 
nung bringt. 

Fig. 763 sind die Tier Kräfte P; P, ; 
P, ; P, angenommen nnd der Momenten- 
punkt M zwischen den Kräften P, und 
P,. Parallel diesen Kräften denke man 
sich in M zwei gleiche entgegengesetzt 
wirkende Kräfte r und -P-P und 


Fig. 763. 



— P angebracht, so bleibt die Wirkung 
der gegebenen Kräfte dieselbe; man er- 
hält aber ein Kräftepaar P nnd — P* in 
A nnd M nnter dem Abstand AM = a 
und zugleich in M eine mit P gleiche 
und gleich gerichtete Kraft P*. 

Auf eben dieselbe Art lassen sich dis 
Kräfte P-, P, ; P, . . . in gleiche nnd in 
M gleich gerichtete Kräfte P,’; P,'; P,'. .. 
und in Kräftepaare P, — P,'; P, — P,’; 
P, — P,' unter den Abständen BM = a,\ 
C/Vf = a,; DM = a, Terwandeln. 

Man erhält hierdurch in dem Momen- 
tenpnnkt M die gegebenen Kräfte nnter 
den gegebenen iD^tnngen in einerlei 
graden Linie wirkend Tereinigt,nnd anfser- 
dem so Tiele Kräftepaare als gegebene 
Kräfte. Diese Kräftepaare lassen sich 
nnn nach dem Torigen Satz zn einem 
einzigen Kräftepaar Tereinigen, dessen 
Moment dann gleich ist der mgebraischen 
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Summe der Momente sämmtlicher ceu- 
etruirten Paare- 

Wäre nun die Mittelkraft und das zu- 
sammengesetzte Kräftejiaar «irklicb vor- 
handen, so könnte 'nach Satz 35 kein 
I3leichge«icht sein; eben so wenig kann 
Oleichgewicht sein, wenn die in M wir- 
kende Mittelkraft allein =: 0 oder das zu- 
letzt erhaltene Krältejiaar allein = 0 ist, 
weil im ersten Fall ein Kräfte^)aar, im 
zweiten Fall eine Mittelkraft existirt. 

Demnach hat man als Bedingung des 
Gleichgewichts für parallel in einerlei 
Ebene gerichtete Kräfte. 

1. Die Kräfte mit nngeänderten 
Richtungen auf einen Punkt an- 

ebracht müssen einander aufhe- 
en, d. h. die algebraische Summe 
der Kräfte mufs =0 sein. 

2. DiedurchVerlegungderKräfte 
auf einen Punkt entstehenden 
Kräftepaare müssen für sich im 
Gleichgewicht sein, d. h. die al- 
gebraische Summe ihrer Momente 
mufs =0 sein. 

Bringt man nun sämmtliche Kräfte- 
aare auf den Abstand AM, so haben 
ie Paare P— P und P^ — P, einerlei 
Richtung, die Paare P, — P, und P, — P, 
die ihnen entgegengesetzte Richtung. 

Demnach ist das Moment des ans ihnen 
zusammengesetzten Krältepaars 
= aP— a,P, — o,P, + »|P» 
Debrigens ersieht man aus der Figur, 
dafs die Richtungen der Kräfte P, nnd 
P, den Richtungen der Kräfte P und P, 
entgegengesetzt sind. Eben so sind die 
Abstände a, ; a, den Abständen a und 
a, entgegengesetzt. Die Regel heifst nun, 
dafs man me Momente nach den Vor- 
schriften der Bnchstabenrechnung bildet, 
indem man die entgegengesetzt liegenden 
Kräfte und Abstände als subtractiv in 
Rechnung bringt. Verßhrt man nach 
dieser Regel, so hat man nicht nöthig 
die Kräftepaare auf einen nnd denselben 
.kbstand zu redneiren. Fig. 763 enthält 
alle Fälle, welche in Hinsicht auf Lage 
von Kräften Vorkommen können, und 
der Satz ist also allgemein gültig erwie- 
sen. 

44. Beliebig in einer Ebene ge- 
richtete Kräfte sind mit einander 
im Gleichgewicht 1. wenn die 
Kräfte auf einen Punkt mit un- 
veränderlichen Richtungen ange- 
bracht, einander das Gleichge- 
wicht halten und 2. webn die al- 
ebraische Summe der Momente 
er in ihren ursprünglichen Rich- 


tungen befindlichen Kräfte in Be- 
ziehung auf einen beliebigen in 
derselben Ebene genommenen Mo- 
menten p unkt = 0 ist, sofern die 
entgegengesetzt gerichteten Kräf- 
te bei derMomentenbildnng entge- 
gengesetzt in Rechnung gebracht 
werden. 

Es sei M der Momentenimnkt für die 
Kraft P; Pr, P, ... unter den Abständen 
a; a, ; a, ... Zerlegt man nnn nach dem 
vorigen Satz jede der Kräfte in eine ihr 
gleiche und durch den Momentenpunkt 


Fig. 764. 



ihr # gerichtete Kraft und in ein Kräf- 
tepaar unter dem jeder Kraft zngehöri- 
en Abstande von M, so erhält man die 
en gegebenen Kräften gleiche nnd pa- 
rallel in M wirkende Kräfte und die Kräf- 
tepaare, deren Momente = aP-, a,P,-, a,P, 
.... sind. 

Sollen also die Kräfte P; P,\ P, ... 
mit einander im Gleichgewicht sein, so 
müssen 

1. nach Satz 15 die auf den Punkt M 
reducirten Kräfte im Oleichgewicht sein; 
sie dürfen nämlich keine Mittelkraft lie- 
fern; 

2. mufs nach Satz 43 die algebraische 
Summe ihrer Momente aP-|- a,P, -f s,P, 

. . . . = 0 sein. 

45. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts zu finden für Kräfte, die nach be- 
liebigen Richtungen in einer nnd dersel- 
ben Ebene sich befinden. 

Zu allgemeiner Untersuchung und Auf- 
findung des allgemeinen Gesetzes für die 
Bedingung sind Fig. 765 vier Kräfte ge- 
nommen, welche nach Richtungen wir- 
ken, die in den vier verschiedenen Qua- 
dranten belegen sind. Die Angriffspunkte 
der Kräfte P; P,; P, ; P, sind mit m; 
m,; m, ; m, bezeichnet. 

MX, Ml sind zwei unter sich normale 
Coordinatenazen und deren Durchschnitts- 
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tenkräfte nehmen, und da ee 
gleichgültig ist, in welchem 
Punkt ihrer Richtnng eine Kraft 
angreift, so kann man den 
Angriflspunkt jeder einzelnen 
Seitenkraft in demjenigen Punkt 
der Axe annehmen, in welchem 
die Richtung der Seitenkraft 
dieselbe schneidet. 

Für die mit HX gerichte- 
ten Seitenkräfto Pensa; l\cota, 
... sind dann deren Abstände 
Toii H die Ordinalen y; y, ...; 
für die mit J/ F 4^ gerichteten 
l'roi fl, l‘,cotP,... sind deren 
Abstände Ton A/ die Abscissen 


punkt H der Anfaiigsuunkt der Coordi- 
naten, durch welche die Lagen der An- 
griflsnunkte mit Hülfe der Ton denselben 
anf HX gefällten 1 .othe m.-t = y; m,A, 
= y. n. s. w. und der Abscissen HA = x-, 
MA, = X, u. s. w. bestimmt weYden. 

Um die Lagen der Kräfte zu bestim- 
men, ziehe man ans jedem der Angriffs- 
punkte Parallelen mit HX und vf und 
bezeichne die Winkel zwischen den Kraft- 
richtnngen und den ersten dieser Paral- 
lelen mit a; n, ; n,; ir, . . und die zwi- 
schen den Kraftricbtnngen und den zwei- 
ten Parallelen mit /t; fl,; fl,; fl 

sämratliche Winkel bis 180° gemessen. 

Zerlegt man nun jede Kraft 4^ mit den 
Coordinatenaxen , so erhält man mit 
der Axe der X die Seitonkräfto P cot a; 
P.eot a, n. s. w. nnd 4= mit der Axe der 
F die Seitenkräfte P cot fl; P, cot fl, u. 
s. w., und je nachdem diese Ausdrücke 
msitiz oder negativ sind, haben diese 
Seitenkräfte die Richtung nach den Axen 
oder deren Verlängerungen. 

Bringt man nun diese Seitenkräfte mit 
nngeänderten Richtungen auf den Punkt 
H, so erhält man zwei Systeme von Kräf- 
ten, deren jedes nach einer der Axen 
oder nach deren rückwärtiger Verlänge- 
rnng gerichtet ist. Nun hndet. aber für 
diese oeiden Systeme nur Gleichgewicht 
statt, wenn es in jedem von beiden für 
sieb statt findet; folglich ist die erste 
Bedingung des Gleichgewichts 

1. Peotni P, roz n, -f- ... . = 0 
II. Pcos /t + P, cos = 0 

r Um die dritte Bedingung des Gleich- 
gewichts, nämlich die Momentengleichung 
zu erhalten, kann man statt der gegebe- 
nen Kräfte deren so eben gefundene Sei- 


Foiglich sind die Momente 
der ersten dieser Seitenkräfte 
y Pcot n + g, P, cot (I, u. s. w. 
und die der letzten Seitenkräfte 
xP cot fl X,P, cot fl, u. s. w. 

Sind nun a, fl spitze Winkel und be- 
trachtet man die Seite nach welcher die 
Seitenkraft Pcot a in Beziehung auf den 
Punkt A/ gerichtet ist (in der Figur die 
Drehung um ,V von links nach rechts 
oberhalb .1/ oder von F rechts nach X 
hin) als positiv, so ist die Richtung der 
Kraft P cot fl der ersteren entgegenge- 
setzt, also negativ; nämlich von A ans 
links über H oder von X links nach F 
bin. Demnach ist die algebraische Somme 
der Momente dieser beiden Kräfte 
= gPcot a — xPeot fl 
In der Figur ist a, stumpf, fl, spitz. 
Demnach ist die Kraft P, cot a, der Kraft 
Pcot a entgegengesetzt, folglich mufs das 
Moment y, P, cot n, subtractiv in Rech- 
nung kommen. Dieses snbtractive Vor- 
zeichen ergibt sich aber schon von selbst 
für einen stumpfen Winkel; das Moment 
der Kraft P, cot fl, ist wie das von Pcot fl 
subtractiv, mithin hat man die algebra 
ische Summe der Momente der bis jetzt 
betrachteten vier Kräfte 
= y P cot n — x Pcot fl-\-g,P, cot a,— x, P,cot fl. 
Man ersieht, dafs P,cota, der Kraft 
P cot a entgegen wirkt, aber o, ist stumpf 
und cot n, an sich negativ. P, cot a, 
wirkt wieder mit der Kraft Pcos a über- 
einstimmend, aber a, ist auch spitz und 
demnach cos n, positiv. Man hat dem- 
nach für alle Lagen der Kräfte P; P,; P,... 
die Seitenkräfte Pcota; P, cot o, po- 
sitiv zu nehmen. 

Desgleichen ersieht man, dafs die Sei- 
tenkraft P, cot fl, der Kraft Pcot fl ent- 
gegen wirkt, es ist aber auch fl spitz und 
fl, stumpf; das Entgegengesetzte wird 
also duzen die beiden CiMinussen zukom- 
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menden entfregeoeeMtztenVoneichen aas- die Seitenkräfte Pcotß-, P.eotfl, n. s. w. 
gedrückt. Dasseloe findet mit der Krall subtractir in Rechoang zu bringen. Die 
P, eoi ß, statt. Demnach bat mal^ür allgemeine dritte Bedingungsgleiänng f&r 
alle Lagen der Kräfte /'; /*,; P, n. s. w. das Gleichgewicht der Krä^ ist demnach 


III P (y eos n — X cos ß) -f P, (y, cos a, — r,eos ß,)-\- = 0 


An merk. Bei Anfstellung der Mo- 
mentengleichungen sind sowohl dis Ab- 
scissen als die Ordinaten auf einerlei 
Seite der Coordinatenaxen genommen. 
Liegt eine Ordinate anf der entgegenge- 
setzten Seite der Aze, während die Kraft 
dieselbe Richtung behält, so erhält das 
Moment dieser Kraft das entgegengesetzte 
Vorzeichen, weil die Kraft die entgegen- 
gesetzte Wirkung thut, indem sie in Be- 
ziehung auf den Momentenpunkt die ent- 
gegengesetzte Drehung verursacht. 

46. Die in der Momentengleichung III. 
des vorigen Satzes vorkommenden bino- 
mischen Factoren sind die Abstände der 
ihnen zugehörigen Kraftrichtungen vom 
Momentenpunkt M , welche in Satz 44, 
Fig. 764, mit a\ a,; e, bezeichnet sind 
und zugleich bestimmt der Vorzeichen 

Fig. 766. 



jedes der Factoren die Richtung der Kraft 
.in Beziehung anf den Momentenpunkt. 
Um dies nachzuweisen, sei Fig. 766 der 


Theil der Figur 766, der sich auf die eine 
Kraft P bezieht, so ist 

Am cos Z.mAb = y cos n = Ai 
A M cos ^MAb = x cos ß — Ac 

Mithin y cos n — x cos ß — Ab — Ac = 6c 
= Md - dem Abstande der Kraft P von 
dem Momentenpunkt M. 

2. Liegt M anf der entgegengesetzten 
Seite der Richtung von P, z. B. in M’ 
und ist M’F' die Ordinatenaze, so bleibt 
Ab = y cos a. 

Nun ist aber AM' = x‘ 
und AM' cos ^AM’e = AM’ cos ß = M't 
folglich y cos tt —x’ cos ß = Ab — M‘e= — M'f 

Es hat aber die Kraft P gegen den 
Momentenpunkt M' das Bestreben zur 
entgegengesetzten Drehung im Vergleich 
gegen den Punkt M und demnach mufs 
das Moment M'exP selbst negativ in 
Rechnung kommen, folglich bestimmt das 
subtractive Vorzeichen des Abstandes, 
nach den Regeln der Buchstabenrechnung 
angewendet, das erforderliche Vorzeichen 
des Moments. 

3. Sind beide Winkel n und ß stampf 
(Fig. 766 bei P,), so bleiben die Abstände 
der Kraft von den Punkten M oder M' 
dieselben, allein die Richtung der Kraft 
P, ist der der Kraft P entgegengesetzt, 
folglich sind auch beide Restrebungen 
zur Drehung um diese Momentenpunkte 
einander einzeln entgegengesetzt- Dem- 
nach wird für P, der Abstand Md nega- 
tiv, der Abstand M'e positiv. 

Dies ergiebt sich auch aus den so eben 
synthetisch geftindenen Formeln (No. 2} 


P(jl cos a — X cos ß) und — P{y cos a~ x' cos ß) 


Denn setzt man statt a und ß deren gengesetzten Vorzeichen und man hat 
Supplemente, so erhält man die entge- die Momente von P, 

— P, (y CO» n — xcos ß) und P, (y cos a — x' cos ß) 

4. Ist n stumpf, ß spitz (Fig. 766 bei P,} so ist der Abstand der Kraft vom 
Momentenpunkt M nämlich Md = Ab + Ac 

Nun ist Ab = Am ‘ cos ^mAb = Am • cos (IS(P — ^mAc) 

= y cos (180° — n) 

Ac = am cos ^ MAc — x cos ß 
Md = ycos (180° — o) + x cos ß 




Mithin 
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Aber die Krall P, ist in Beziehung auf 
den Punkt M gegen die Kraft P entge- 
gengesetzt geratet, mithin mufs der Ab- 
stand MD entgegengesetzt genommen 
«erden and es ist 

nid = — y cot (ISO” — ft) — ar cot ß 
— tf coi n ^ X eo» ß 

«elcher letztere Ausdruck der allgemein 
gültige ist 

5. Ist M' der Momentenpunkt, so ist 
die Kraft P' in ihrer Wirkung gegen den 
Punkt M entgegengesetzt. Deren Ab- 
stand ist M'f. 

Nun ist nPf = M'e - Ai, 

Es ist 

M'e = AM’ cot Z. A M'o 
— AM' cot ß = *’ cot ß 
Nun ist die Abscisse AM' = x' in^ Be- 
ziehung auf den Monientennunkt M' ge- 
gen die Abscisse x in Beziehung auf den 
Punkt M entgegengesetzt gerichtet, mit- 
hin hat man x^ subtractir in Rechnung 
zu bringen und es ist 

M'e = - x' eot ß 

Ai bleibt y cot (180° -n) = -ycota 


Demnach ist M'f =- x' eotß + ycotn 
und auch hier also der Abstand der Kraft 
Ton dem Momentenpunkt in der allge- 
mein gültigen Formel ausgedrSekt. 

6. Ist endlich die Kraft der Kraft P, 
Fig. 767 gerade entgegengesetzt gerichtet, 
(Fig. 763 hei P,) so bleiben die Abstände 
derselben Ton den Punkten M und M' 
dieselben, allein da die Richtung der 
Kraft P, der der Kraft P, entgegenge- 
setzt ist, beide Kräfte also auch in Be- 
ziehung auf Bestrebung zur Drehung um 
die Momentenpunkte entgegengesetzt sind, 
so wird der Abstand Ton P, der entge- 
gengesetzte Ton P, mithin = —(ycotu 
— xeotß) und da P, mit P, entgegen- 
gesetzt ist, so hat man das Moment 
P, (y eot a — X eot fl) 

wie in allen vorangegangenen Lagen der 
Kräfte. 

47. Es sind Kräfte, deren Richtungen 
alle in einerlei Ebene liegen, ihrer Grofse 
und Richtung nach und deren Angriffs- 
punkte gegeben, es soll deren Mittelkraft 
narb (irufso und Richtung bestimuit wer- 
den. 

Mit Beibehaltung der Bezeichnung im 
Torigen Satz sei ft die Mittetkraft, p und 
(>’ seien die Winkel ihrer Richtung mit 
den Coordinatenaxen der X und der F, 
x' und y' seien die Coordinaten irgend 
eines Punkts ihrer Richtung. Da die ge- 
gebenen Kräfte zusammen wie ihre Mit- 
telkraft wirken, so wird eine der Mittel- 
kraft gleiche und ihr gerade entgegenge- 
setzt wirkende Kraft jenen Kräften das 
Gleichgewicht halten. Die Richtungs- 
winkel dieser Kraft mit den Coordinaten- 
axen sind dann 180“ — « und 180“ — p'. 
Man hat demnach aus dem Torigen Satz 
die drei Bedingungen des Gleichgewichts 


Ä cos (180“ - p) -f P cos o -1- P, CO» o, -b P, CO* n, -I- ... = 0 
ft CO» (180“-p’)-b P CO» ff -I- P, CO» /J,-b P, CO» ff, -(-... = 0 
ft (y’ CO» (180° - p) - x' eot (180“ - pO] -b P (» co» « ~ fl) 

-b P,(y,co»n,-x,co»ff,)-b.... =0 

. = 0 
.. = 0 

R (- y' cot i> + x'cot ii')+ P(j/cot a — xeot ß) + . = 0 


1. 

2 . 

3. 

Oder: 

1. — ft CO» p b Peot rt -b P, CO« n, -b .. 

2. — ft eot p' -b P cot ff -b P, co» ff, -b . 

3. 

Setzt man 

P CO» n -b P, cot «, + ...= X 
Pco» ff -b P, cot ff, -b . .. = F 
P(y cot a — X cot ß)fl ...= M 
So hat man aus den letzten drei Glei- 
chungen 


4. Rcot p = X 
6. ft eot p' = F 
6. R (y' cot Q — x' cot g') = M 
oder wenn mau in die letzte Gleichung 
für A cot p und ft cot p' die Werthe X 
und F ans den beiden Torherstohenden 
Gleichungen 4, & setzt 
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7. X9 -Yx’ = M 

Qaadrirt min die Olejchungen 4 nnd 
5 und addirt, so erhält man, weil 
CO» ’p + CO* ’e' = 1 ist 

woraus 

8. Ä = 1 + Y* 

a ^ ^ 

9. CO» n = — = _ ; 

Ä 1 »’ + j* 

Y Y 

10. CO» o = ■= — 

Ä I + y’ 

Die Oleicbnng T ist io Beziehuni; auf 
die Coordinaten x‘ und y’ unbestimmt, 
weil sie die Lage eines beliebigen Punkts 
der liittelkransrichtung angibt. Nimmt 
man für x' einen bestimmten Werth, so 
erhält man den zugehörigen Werth von 
y* für den zu x' gehörigen Punkt in der 
Richtung der Mittelkraft. 

Die Lage der Mittelkraft Ist ferner be- 
stimmt, wenn man die Punkte kennt, in 
welchen sie die Coordinatenaxen schnei- 
det. 

Für den Dnrchschnittspnnkt zwischen 
der Mittelkraft nnd der Axe der X ist 
y' = 0, folglich hat man aus Qieichung 7: 
M 
Y 

Der Durchschnittspunkt mit der Axe 
der X liegt also in aiesem Abstande vom 
Anfangspunkt der Coordinaten entweder 
io der Axe selbst oder in deren rückwär- 
tigen Verlängerung, je nachdem M und 


— Fx' = M oder x' = — ^ 


Y Terschiedene oder gleiche Vorzeichen 
haben. 

Für den Durchschnittspnnkt zwischen 
der Mittelkraft nnd der Axe der f ist 
x' = 0, folglich ist aus Gleichung 7 : 

Xy' = J\l oder y’ — 

In diesem Abstande vom Anfangspunkt 
der Coordinaten liegt also der Durch- 
schnittspunkt der Mittelkraft mit der 
Axe der Y oder in deren Verlängerung, 
je nachdem M oder X gleiche oder un- 
gleiche Vorzeichen haben. 

Die Lage der Mittelkraft aus den letz- 
ten Bestimmungen ist unabhängig Ton 
den Winkeln q nnd p’. Soll dagegen 
die Seite bestimmt werden , nach welcher 
in dieser Richtung die Mit^lkraft wirkt, 
so sind die Winkel p unJ p’, also auch 
die Ausdrücke für co» n nnd rot p’ aus 
Gl. 9 und 10 erforderlich. 

48. Die Bedingung, unter welcher wirk- 
lich eine Mittelkraft statt findet, ist dafs 
in Gleichung 7 nicht X und F zugleich 
0 sind. Sind aber X nnd F beide = 0 
und auch Af = 0, so ist Gleichgewicht 
vorhanden. Ist bei X= F = 0, Af nicht 
= 0, so existirt ein Kräftepaar. 

Um in einem speciellen Fall dies Kräf- 
tepaar zu finden hat man X = F = 0 also 
auch R = 0; es existirt keine Mittelkraft. 
Demnach findet man aus Gleichung 1 
nnd 2, wenn man das Positive mit dem 
ihm gleichen Negativen zusammen stellt; 
die beiden der Axe der X wirkenden 
Kräfte aus Gl. 1 


Peot a + P, cot n,+ P, cot + ... = 0-= Q — Q 
Die beiden der Axe der F wirkenden Kräfte aus Gleichung 2 
Pcot ß + P, cot ß,+ P, cot ß, + , . = 0= V — V 

Diese beiden Kräfte zusammen gesetzt Ebenen fest mit einander verbn n 


ergeben ± fi = ± | p*-|- F’ als eine ganz 
bestimmte Gröfse. 

Dl nun A X 0 ist, so ist das erste Glied 
in Gleichung 3 ebenfalls = 0 nnd man 
erhält in der Somme der übrigen Glie- 
der das Moment des Kräftepaars = M, 
woraus der Abstand des Kräftepaars 

+ >/grjrri _ pp» + y. = "L_ 

j/ßt ^ yt 

rV.Statik des materiellen Körpers. 

49. Die Wirkung eines Kräfte- 
paars bleibt ungeändert, wenn 
man dasselbe in eine Ebene ver- 
legt, die mit der Ebene, in der es 
thatig ist, -h läuft und wenn beide 


en sind. 


Fig. 768. 



FG und IIJ seien die beiden parallc' 
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len nnd fest Terbondenen Ebenen. In 
FG wirke das Kräftepaar P - P unter 
dem Abstand AB-, in HJ sei DE = und 
4^ AB. Auf den Punkt D rersetze die 
beiden Kräfte P“ und — P", auf den Punkt 
£ die Kräfte P' und — /*, die alie un- 
ter sich und mit P gleich sind, sämmt- 
lich normal f>£, also 4^ unter einander, 
so besteht noch die Wirkung Ton P — P 
ungeändert. 

Ziehe AE und BD, so balbiren sich 
diese beiden Linien gegenseitig in C, 
folglich setzen sich die beiden Kräfte P 
in A und P' in E zu einer Mittelkraft 
P+ P' in C4= mit P und P' zusammen. 
Eben so geben die beiden Kräfte — P 
nnd - P’ eine in C mit ihnen 4: gerich- 
tete Mittelkraft — (P+P’)- Nun sind 
die Mittelkräfte P + P’ und -(P+PO 

rade entgegengesetzt gerichtet, einan- 

r gleich, sie heben sich auf, und man 
kann sie, ohne eine Aenderung der ur- 
sprünglichen Wirkung herTorzubringen, 
ans dem System entfernen. Alsdann aber 
bleiben nur die Kräfte P in D und — P 
an £ übrig nnd folglich sind P— P an 
DE mit P — P an AB gleichgeltend. 

50. Mehrere Kräftepaare, die in rer- 
schiedeneii unter einander parallelen nnd 
fest Terbundenen Ebenen wirken, können 
also zu einem Mittelpaar znsammenge- 
setzt werden, indem man sie alle in eine 
Ebene und dort unter denselben Abstand 
Tcrlegt, wie No. 41 dazu Anweisung mbt. 
Beliebig viele Kräftepaare io verschie- 
denen parallelen Ebenen halten einander 
das Gleichgewicht, wenn sie kein Mit- 
telpaar liefern. 

51. Wenn zwei Ebenen AD, AE, 
von welchen jede ein Kräftepaar 
enthält, aich schneiden, und man 
nimmt auf den Schenkeln BD, BK 
eines beliebigen Neigungswin- 
kels der Ebenen Stücke BF, BG, 
die sicbwie dieMomentederKräf- 
tepaare verhalten, vollendet das 
Parallelogramm BFHG zu diesen 
Stücken, zieht die Diagonale Bll 
durch die Spitze des Neigungs- 
winkels, so ist die dnrch AB und 
BH gelegte Ebene die Ebene des 
Mittelpaares, und dessen Moment 
Verhält sich zu den Momenten der 
Seitenpaare wie die Diagonale BH 
■ n den Seiten BF nnd BG des Pa- 
rallelogramms. 

Es seien P— P und Q — Q unter den 
Abständen a und 5 die in den Ebenen 
AD und AF. wirkenden Kräftepaare. Man 
verwandle das zweite Paar in ein gleich- 
geltendes, dessen Kräfte P — P, jede = P 


sind, deren Abstand sei a', also a'P = iQ. 
Nimm nun BF=a, BG=a' nnd verlege 


Fig. 769. 



beide Kräftepaare auf BF und BG (s. 
Satz 38) nach den in der Figur angege- 
benen Richtungen, vollende das Paralle- 
logramm BFGH. 

Die dnrch die Kraftrichtnng GP und 
die Seite GH zu denkende Ebene ist 4^ 
der Ebene AD; man kann also das KräD 
tepaar P — P aus FB in GH verleiden. 
Alsdann wirken in G zwei gleiche Kräfte 
P — P einander gerade entgegen , heben 
einander auf und es verbleibt nur die 
Kraft P in H und die Kraft — P in B 
wirkend, also ein Kräftepaar P— P in 
dem Abstand BH, welches den beiden 
Kräftepaaren P - Pin BF und P — P in 
BG wirkend zusammengenommen gleich- 
geltend ist. 

P— P in BH ist also das Mittelpaar 
zwischen P— P in dem Abstand BF=<t 
+ P — P in dem Abstand BG = o'. Es 
sind also 

BH-P, BF. P und («C. P = 50) die 
drei Momente, der Mittelkraft nnd der 
beiden Seitenkräfte nnd sie verhalten sich 
zn einander wie BH : BF : BG = 

Zwei sich schneidende Ebenen haben 
zwei Neigungswinkel, die sich zu 180° 
ergänzen. Aus dem vorstehenden Satz 
mit Fig. 769 geht hervor, dals die Con- 
struction innerhalb desjenigen Neigungs- 
winkels vorgenommen werden muls, bei 
welchem, wenn er mit allmählicher Ver- 
minderung auf 0 gebracht wird, so dafs 
BE mit BD zusammen fällt, beide Kräf- 
tepaare in Beziehnng anf den ihnen ge- 
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meioschaftlieben Punkt fieinerleiRich- 
tnng haben. Wäre also die in G fal- 
lende Kraft des Kräftepaars P“ - P senk- 
recht abwärts gerichtet, = — P, so würde 
die Construction in dem Nebenwinkel des 
Winkels DBE ausgeführt werden müssen. 

52. Es lassen sich, Satz 51 zufolge, 
Sränepaare eben so zusammensetzen, wie 
einfacoe Kräfte, nnd man erhält für die 
Paare dieselbe Uleichnng, welche für die 
einfachen Kräfte gefun(len worden, wo- 
fern man für die einfachen Kräfte die 
Momente der Paare und für die Richtungs- 
winkel der einfachen Kräfte die Neigungs- 
winkel der den Kräftepaaren zugehörigen 
Ebenen setzt. 

Bezeichnet man daher ^ FßH mit r, 
GBH mit ß, z. FEG mit die Momente 
der Kräfte F, O, B mit al‘, tQ, rR, so 
hat man 

aP : bQ : cR = tim fl : IIH it : tin y 
Also hat man auch 
aP lin fl = hQ tim fl 
aP tim y = eR liu fl 
bQ limy = cR sin n 
c*Ä> = a»/> -f -t- 2fl4 PQ cot y 

53. Die Bedingungen für das Gleich- 
gewicht ron Kräften zu bestimmen, die 
auf ein System fest mit einander ver- 
bundener materieller Punkte nach belie- 
bigen Richtungen im Raum wirken. 

1. Um die Lage der Angriffspunkte zu 
bestimmen, auf welche die Kräfte wirken 
nehme man drei unter sich normale 
Ebenen (Coordinatenebenen) und bestimme 
Ton jedem angegriffenen Punkt den Ab- 
atand von jeder dieser drei Ebenen, in- 
dem man zugleich die Lage der Ab- 
atände tn beiden Seiten jeder Ebene durch 
positive nnd negative Vorzeichen unter- 
scheidet. 

Um die Richtungen der Kräfte zu be- 
stimmen, ziehe man dnrch ihre Angriffs- 
punkte Parallelen zu den drei Durch- 
schnittslinien der Coordinatenebenen (zu 
den Coordinatenaxen) nnd zwar nach den 
Richtungen, nach welchen die Axen von 
ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt (dem Anfangspnnkt der Coordina- 
ten) auf der positiven Seite der 
Coordinatenebenen hin liegen und 
bezeichne nun die Winkel, welche die 
Richtung jeder Kraft mit der durch ihren 
Angriffspunkt mit jeder der Parallelen 
macht, indem man die Winkel von 0 bis 
180° zählt. 

2. Es seien hiernach AA, AV, AZ die 
Coordinatenaxen; m, m', m” u. s. w. die 
Angriffspunkte der Kräfte P; P,\ 


die Abstände dieser Punkte von den drei 
Coordinatenebenen seien gleich mit den 
Axen bezeichnet, mit denen sie # lau- 
fen; Kür den Pnnkt m mit i, y, s; für 
m' mit T,-, y,; s, u. s. w. Die Winkel 
der Kräftericbtnngen mit den Parallelen 
zur Axe X seien n; n,; ir,... zu der Axe 
V = fl-, fl. fl,... und zu der Axe Z = y, 
y,-, y, u. s w. 

Nun zerlege man nach No. 44 jede 
Kraft in eine durch den Anfanppunkt 
A gehende, ihr gleiche und gleichgerich- 
tete Kraft und in ein Kräftepaar, indem 
man in A +■ mit P zwei ihr gleiche und 
entgegengesetzte Kräfte anbringt. Als- 
dann wird das Gleichgewicht nur liesle- 
hen, wenn es sowohl für die auf A ge- 
brachten und den gegelieueii Kräften 
gleich gerichteten und gleichen Kräfte 
als auch für das System der Kräftepaare 
bei jedem System für sich liesteht 

Denn bestände das Gleichgewicht nicht 
für das erste System, so würde sich ans 
demselben eine Mittelkraft ergehen, die 
für den Fall, dals das zweite System ein 


Fig. "70. 



Mittelpaar er^bt nach Satz 35 mit dem- 
selben kein Gleichgewicht halten kann. 

3. Um nun diese Bedingung dureh die 
gegebenen Gröfsen auszudrücken, zerleg 
jede Kraft zu den Coordinatenaxen lu 
drei Seitenkräfte. Dann sind die 4^ mit 
AX gerichteten = P cot n; P, cot 
P, cot a, n. s. w. Die 4^ mit AY= Pcotfl\ 
P, cot fl,; P, cot fl, u. s. w. Die 4= mit 
AZ — Pcot J-; P, cot y,\ P, cot y, u. s. w. 

Jede dieser Seitenkräfte zerlege man 
wieder in eine durch A 4= gerichtete 
gleiche Kraft und in das zugehörige Kräf- 
tepaar, BO erhält man an dem Punkt A 
drei Systeme von Kräften, die nach den 
drei Axen gerichtet sind, die im Gleich- 
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(«wicht sein müssen, so dals also jedes 
einielne System für sich im Gleichge- 
wicht ist Aua dieser Bedingung ent- 
stehen also folgende drei Gleichungen: 

I. P C04 a + P, cot n,-i- P,coin^ + ... = 0 
n. Peoi ß-^- P,eot ß, + P,eotß,+.., = 0 
III. Peoi y + P,cot y,+ P,coiy,-\-,,. = 0 

4 . Ferner «erlege man jedes Kräftepaar 
in 2 Seitenpaare, die in den Coordinaten- 
ebeoen liegen, mit welchen die Richtun- 
gen der Kräfte laufen. 

Betrachtet man zuerst das senkrecht 
aufwärts gerichtete Kräftepaar P cot y 
-Pcoty von dem Abstande AC, der 
Diagonale des Rechtecks ADCB , so ist 
dies gleichgeltend zweien Kräftepaaren 
in den Ebenen XAZ und YAZ, deren 
Abstände AB = x und = y sind. De- 
ren Momente sind (s. Satz 44} x P cot y 
und y Pcot y. Eben so liefern die übri- 
nn gleich gerichteten Seitenpaaro in 
denselben Coordinatenebenen , deren Mo- 
mente X, P, cot y, und;/, P, cot y,;x,P, cot y, 
nad f,P, eoty, u. s. w. 

Behandelt man ebenso die Kräftepaare, 
die mit AY 4= gerichtet sind, so erhält 
man Seitenpaare in den Ebenen Y A7j 
nnd YAX-, deren Momente sind tPcotß 
nod xPeotß-, t,P,cotß, nnd x.P.coiß, 
0. s. w. Endlich liefern die mit AX 4: 

ß riehtetea Paare die Seitenpaare in den 
«nsn XAY nnd XAZ: deren Momente 
sind fPeotu nnd iPeot«; y,P,cotn, 
nnd tfP.eot a, u. s. w. 

Demnach erhält man aus jeder der ge- 
gebenen Kräfte in jeder Coordinatenehene 
zwei Paare , nnd nach dem Obigen müs- 
sen sämmtliche in einer Ebene befindli- 
chen Paare für sich im Gleichgewicht, d. 
h. die algebraische Summe ihrer Momente 
w 0 sein. 

5. Om nnn die Momente der aus einer 
Kraft P für jede Ebene hervorgehenden 
beiden Seitenpaare mit den erfoiderlichen 
Voneichen in die Formel zu bringen be- 
trachte Folgendes; 

Man geht wie früher von spitzen 
Winkeln ans, deren Cosinus positiv 
sind nod betrachtet die Drehung um den 
Momentennunkt (A) nach einerhestimm- 
ten Seite hin als positiv. Non sind n, 
y beide spitz, man hat also zunächst die 
aus P für die Ebene XAZ, hervorgehen- 
den Kräftepaare zu betrachten, von denen 
die negative Kraft jedesmal in dem An- 
fzMpunkt A der Coordinaten wirkt. 

1^ mit dem Abstand s in den Punk- 
ten SS und C horizontal wirkende Kräfte- 
paat Peota wird von m und C anf 0 
nnd B nnd von dort anf F und A re- 

IV. 


dneirt; Peot a hat die Richtung FO nnd 
ihr Moment ist s P cot a. 

Das mit dem Abstand m in den Punk- 
ten WS nnd £ vertikal wirkende Kräfte- 
paar Pcot y wird von m nnd £ anf O 
und F nnd von dort anf B nnd A re- 
dneirt; Pcoty hat die Richtung BO nnd 
ihr Moment ist xP cot y. Die Richtnn- 

g en FG nnd BO sind aber in Bezog anf 
'rebnng nm den Punkt A einander ent- 
gegengesetzt, mithin kommt hier die Dif- 
ferenz beider Momente in Rechnung, und 
da cota und cot y beide positiv sind, so 
bat man die Wirkung der Momente bei- 
der aus der Kraft P auf die Ebene ZAX 
entstandenen Kräftepaare tPeotn-xPeot y. 

Diese Differenz findet also für jede zwei 
in einerlei Ebene fallende ans einer ge- 
gebenen Kraft hervorgebrachte Seiten- 
kräftepaare statt, wenn die Richtungswin- 
kel der Kraft mit den zu dieser Ebene 
gehörenden Coordinatenaxen beide spitz 
sind. 

6. Es soll dieselbe Untersuchung für 
den Fall statt finden, dafs ein Winkel 
spitz, der andere stumpf ist; also für r 
nnd ß oder für y und S. Für den ersten 
Fall hat man die in die Ebene XAY fal- 
lenden Kräftepaare; 

Das eine Seitenpaar Peota wirkt in 
den Punkten m und G, wird reducirt auf 
C und B und von hier auf D und A. 
Die positive Kraft Peota hat also die 
Richtung DC mit dem Abstande AD = y. 

Das andere Seitenpaar Pcot ß wirkt 
in den Punkten m und £, wird reducirt 
auf C und D und von hier anf B und 
A ; die positive Kraft P cot ß wirkt also 
nach der Richtung CB mit dem Abstand 
AB = x. 

Dia Richtungen DC nnd CB sind in 
Beziehung auf den Punkt A überein- 
stimmend, folglich hat man die in Rech- 
nung zu bringenden Momente yP cot a 
-|- xP cot ß. 

Nnn ist aber ß stumpf, der Cosinus 
von ß also und mit ihm der letzte Sum- 
mand an sich negativ. Setzt man daher 
für cot ß seinen negativen Werth, so hat 
man xP cot ß= — xP cot (180° — ß) also 
das Moment yPeo» n — xPco»(180° — /!). 
Es ist dies aber unrichtig, weil der Figur 
nach der zweite Summand eine additive 
Orölse sein mnfs; demnach hat man statt 
der obigen Momentensumme zu schreiben 
yPeot a — xP cot ß, 

7. Der Fall, dafs beide Winkel stumpf 
sind, ist in Figur 770 nicht vorhanden. 
Denkt man sich aber, dafs in dem Fall 6 
der /ia stumpf = 180° — a wäre, so hätte 

6 
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man den Z. CmP in denelben Groise linke 
Ton Cm mit denelben Spitxe m ; von dem 
Seitenpaar P eot a, welcnea in den Punk- 
ten «• und G wirkt und auf D und A 
reducirt wird, hat dann die positive Kraft 
die Richtung CD mit demselben Abstand 
AD = y und die Richtungen CD und CB 
sind einander entgegengesetzt. Da nun 
die Richtung CB die positive ist, so hat 
man die io Rechnung zu bringenden Mo- 
mente xPcot ß — yPeot a unter der Vor- 
aussetzung, dafs beide Glieder an und 


für sich positiv sind. Es sind aber ee$ ß 
nnd cos a beide negativ, folglich mub, 
damit das erste Glied additiv, das zweite 
subtractiv bleibt geschrieben werden 
— X Pcot ß + y PeoM a. Folglich erhält 
man auch für diesen Fall die allgemeiu 
geltende Form 

yPcot tt — xP cot ß 

Man hat also die letzten drei Bedin- 
gungsgleichnngen, wenn man der Ord- 
nung der Buchstaben wegen die erste 
Gleichung negativ nimmt 


rv. Für die Ebene XAZ 

P (x cot Y — t cot b) ■>!- P, (x, cos Y, — i, cot n,) -p . . . = 0 

V. Für die Ebene XAY 

P (y cot a — X cot ß) P, (y, cos a, — x,cot /},) -p ... = 0 

VI. Für die Ebene YAZ 

P(icotß— ycotY) + P,{», cot ß,— y,cosj'J-t-... = 0 


54. Im Fall die Kräfte der vorigen Auf- 
gabe die Bedingung des Gleichgewichts 
nicht erfüllen, die Bedingungen anzuge- 
ben, unter welchen sie eine Mittelkraft 

g eben und wenn diese erfüllt sind, die 
iittelkraft nach Gröfse nnd Richtung zu 
bestimmen. 

Eine Mittelkraft der gegebenen Kräfte 
mnfs nach entgegengesetzter Richtung 
angebracht das Gleichgewicht herstellen. 
Diese Bedingung drückt man durch Glei- 
chungen aus, wenn man die 6 Bedin- 


ungsgleichnngen des vorigen Satzes dazu 
enutzt. 

Setzt man die Mittelkraft = A, die Co- 
ordinaten eines beliebigen Punkts ihrer 
Richtung auf die Azen mit denselben 
gleichnamig x', y', s’, die Winkel ihrer 
Richtung mit denselben Azen ß', / 
und man bringt nun dieses A gerade 
entgegengesetzt gerichtet an , so sind die 
Richtungswinkel 180° — o', 180° — ß', 
1SO° — y' und daher hat man statt der 
eisten 8 Bedingnngsgleichuogen des vo- 
rigen Satzes 


A CO» (180° — o’) + «( + •••• = 0 

oder 

1. — A CO» o' -|- Pco» o -f- .... =0 
Ebenso 

2. -Aco»/9’-|-Pco»/»+.... = 0 

3. — A CO» y'-b Pco» = 0 

Für die Momente 

4. — A (x' CO» y' — s' cot P{x cot y — s cot n) = 0 
6. — A (y' CO» n' — x' CO» /}') -b P (y CO» o — X CO» /9) -|- . . . = 0 
6. - A (»' CO» ß' - y' cot y’) P(s CO» /J — y CO» y) = 0 


Setzt man der Abkürzung wegen die 
Werthe der 6 Gleichungen des vorigen 
Satzes nach einander A-, A,; A, - Al-, 
M,-, A/, so hat man 

7. A cot o' = A 

8. R.coiß' = A, 

9. A cot y’ = A, 

10. M-A,x' + At'='0 

11. Af,-Ay’ + A,x' = 0 

12. Af,-A,t' + A,y' = 0 

Bestehen nun diese Gleichungen unter 


der obigen Bedingung, dafs A; A,; 
A, nicht einzeln = 0 sind, so gibt es eine 
Mittelkraft. Den Gleichungen 7 bis 9 
gescheht immer Genüge, tmnn quadrirt 
und addirt man sie, so hat man 
A’ (co» ’a -f cot V CO» ’y) = A’ -b A,’ -f A ,* 

Es ist aber nach dem Art. Körpertri- 
onometrie No. 17 die Klammergröfse = 1 ; 
eshalb ist 

A> = A>-b^,’-bA.» 

Ist hieraus A bestimmt, dann hat man 
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ni GlMchnag 7 bü 9 

I A I 

liultiplidrt man 01. 10 mit A, 01, 11 
mit A, and addirt beide, so entatebt 
A,M + A,M,- AA,i+ AA,»’ = 0 
MaltiDlieirt man Oleichnng 13 mit A, 
M erhält man 

AM, - + AA,i’ = 0 

Beide addirt entatebt 

ilAf, + y|,Af+i4,Af, = 0 (13) 

Die AlMtinde x', y', e’ fallen hier gana 
fort, lind also unimstimmte Längen, wie 
es nicht anders sein kann, weil sie an 
einem beliebigen Punkt der Hittel- 
kraftsricbtnng die Coordinaten sind. 

Zar Bestimmnng der Abstände genü- 


gen also 3 Oleiehangen, indem die dritte, 
ans den ersten beiden hernleitet, die 
letzte anf Noll reducirte 01. 13 ergibt, 
welche keinen Abstand enthält Geht 
man nnn auf 01. 10 und 11 zurück, so 
kann man x' beliebig wählen und man 
erhält dann bestimmte Werthe für y’ 
und 

Ö5. Anf ein System fest rerbundener 
materieller Punkte wirken nach paralle- 
len Richtungen Kräfte, die Bedingungen 
ihres Gleichgewichts anzugeben. 

Nimmt man wieder drei unter sich nor- 
male Coordinatenebenen, behält die Be- 
zeichnung des vorigen Satzes bei, so sind 
die Winkel, welche die Kraftrichtnngen 
mit jeder der drei Axen für sich genom- 
men machen, einander gleich oder ergän- 
zen sich zu zwei Rechten. Es ist also 


a entweder = a, oder = 180° — a, = a, oder = 

ß entweder =ß, oder = 180°-/>, n. s. w. 

f entweder =y, oder = 180° — y, n. i. w. 


180° — tt, n. s. w. 


Aus den ersten drei Bedingungen 
Qleichgewiehta No. 63 (01. I., fl., III.) 
hält mau demnach 
1. (P-i- P,-f P.-f ...)c#zo = 0 
3. (P-hP.-l- P,+...)eo,fl = 0 
3. (P-p P,+ P, + ...)eo$y = 0 
Diese drei Gleichungen bestehen nur, 
wenn 

^’+ n + ^’. + = 0 


;en des 
er- 


Denn da cor ’o -p eo» V + ’y = 1 ist, 
so können die 3 Cosinus nicht zugleich 
= 0 sein. Daher reduciren sich die 3 Be- 
dingungsgleichungen auf die eine; 

I. P-pP,-pP,-p...=0 

D. h. die algebraische Summe der Kräfte 
mufs =0 sein. 

Die drei Momentengleichungen IV, V, 
VI, No. 53 verändem sich hier in 


P(xcos y- zees ct) -P P, (x,co# y - z, cos n) -p ... = 0 
P(geoia~xee$ßl)+P,(ji,eota — x, cot /J) + . . . = 0 
P (z cos /J — y cos y) -p P, (z, cos /J — y, cos y) -p .. . = 0 

In diesen Qieichungen erhält die ent- Han kann die letzten drei Gleichungen 
gegengesetzt gerichtete Kraft das Minus- auch in folgender P'orm schreiben: 
Vorzeichen. 


(Px-PP,»,-p P,x, -p...)cosy- (Pz + P,z, -P P,z, -p...)cos n = 0 
{Pß+ P,y,-P P,y, -p...)cos o- (Px-p P,x,-P P,x, +...) cos ;S = 0 
(ft-p P,z, -pp.z, -p ,..)cos/J- (Py -p p,y, -p P,y, + ...)eosy = 0 


Es ist leicht zu ersehen, dafs jede die- men z. B. die erste Gleichung mit eot ß, 
isr drei Oleiebungen eine Folgerung der die zweite Gleichung mit cos y, addirt 
beiden anderen ist. Denn multi^cirt und dividirt mit cos a so erhält man 


- (PZ -P P,z, -P . . .) cos /I -P(Py -P P,y, -P . . .) cos y = 0 


also die dritte Gleichung. 

Han hat demnach für die Bedin_gnngen 
das Gleichgewichts paralleler Kräfte im 
Raum nur drei Gleichungen; eine Kräf- 


tegleichung und zwei Homentengleichun- 
gen. Dm diese kurz ausdrücken zu kön- 
nen, nenne man das Product einer Kraft 
mit dem Abstand ihres AngriSipunkta 
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Ton einer Ebene das Moment dieser Kraft 
in Beziehung auf diese Ebene, welche 
dann die Momente nebene ist. Hier- 
nach lassen sich die beiden Momenten- 
gleichungen so bestimmen, dafs man die 
Beiden Momentenebenen 4^ den Kräften 
und rechtwinklig unter einander nimmt. 
Betrachtet man dieselben als Coordinaten- 
ebenen, so dafs die dritte Ebene von den 
Kräften normal getroffen wird, so hat 
man, wenn letztere die Ebene XA E, Fig. 
768 ist, den Z>- = 0| die = ß ^90° 
und die Abstände von den Momenten- 
ebenen sind y, ß.iHt und ar; x.; x, . .. 
Demnach reduciren sich die letzten Mo- 
mentengleichungen , von welchen die mit- 
telste als 0 = 0 fortfällt, auf folgende 

II. Px + P^,+ P^x, + .... = 0 

III. Py+P,y, + P,y, -h.... = 0 

Es besteht mithin Gleichgewicht zwi- 
schen parallelen im Raum wirkenden 
Kräften , wenn ihre algebraische Summa 
= 0 und die Summen ihrer Momente auf 
zwei unter sich normale mit den Kräften 
parallel laufende Ebenen ebenfalls = 0 
sind. 

66. Die Bedingungen zu bestimmen, 
unter welchen parallele Kräfte eine Mit- 
telkraft haben und diese Mittelkraft nach 
Oröfse und Richtung zu bestimmen. 

Nach dem vorigen Satz sind parallele 
Kräfte im Gleichgewicht, wenn die alge- 
braische Summe der Kräfte gleich 0 ist. 
Demnach entsteht die Bedingung für das 
Vorhandensein einer Mittelkraft aus Glei- 
chung I des vorigen Satzes 

P+P,+ Pt + ...%0 

Ist R die Mittelkraft, so ist 
R = P+ P,+ P, + ... 
deren Lage ist den gegebenen Kräften. 

Eine weitere Bedingung ist nicht er- 
forderlich; denn existirt eine Kraft A, so 
hat sie auch in Bezug auf einen gege- 
benen materiellen Punkt ein Moment; 
und hat sie kein Moment, d. h. ist ihr 
Moment =0, so fällt A in den Momen- 
tenpuukt. 

Nimmt man mit dem vorigen Satz zwei 
unter sich und mit den Kräflerichtungen 
normale Axen, bezeichnet die Abstände 
der Mittelkraft A von der Axe der Y mit 
x’, von der Axe der X mit y’, so ist 
y'R = 0, wenn' A unter dem Abstand x’ 
von A in AX fällt; ist x’A = 0, so fällt 
A in die Axe AY unter dem Abstande 
y' von A. Ist x'R = y'R = 0, so ftillt A 
in den Anfangspunkt A beider Axen. 

Um die Lage der Mittelkraft gegen den 
Momentenpunkt A mit Hälfe der gege- 


benen Axen AX, AY ta finden hat man 
Px P,x, P,x, -(-... = Ax' 

Py+ P,y. + P,y, + ... = I{y' 
woraus 

, _ Px + P,x, + ... _ ^ P ,x, + .. . 

* R P+P, + ... 

,_Py+ P.y.+ Py+ P,y, + ... 

^ R /*+ jP, -f . .. 

67. Ein System fest verbundener Punkte, 
auf welches Kräfte nach beliebigen Rich- 
tungen im Raum wirken, hegreift einen 
unverrückbaren Punkt um den sich 
dasselbe nach allen Seiten hin frei dre- 
hen kann. Die Bedingungen des Gleich- 
gewichts anzugeben. 

Das Gleichgewicht gegen Drehung kann 
nur dann statt finden, wenn aus dem 
Systeme eine Mittelkraft hervorgeht, de- 
ren Richtung durch den unverrückbaren 
Punkt A liegt, und der seiner Unverrüek- 
barkeit wegen mit dem System durch 
die Mittelkraft nicht fortbewegt werden 
kann. Wenn man nun jede einzelne 
Kraft in eine ihr gleichgerichtete und 
gleiche auf den Punkt A wirkende Kraft 
and in ein Kräftepaar zerlegt (Satz 44), 
so müssen ferner sammtliche Kräftepaare 
unter einander im Gleichgewicht sein, 
weil sonst aus ihrer Zusammensetzung 
ein Mittelpaar entstände, welches das 
System um A iunerhalb der Richtung 
seiner Ebene herumdrehen würde. 

Mithin sind die Bedingungen des Gleich- 
ewichts dieselben der Kräftepaare, und 

ie Kräfte wirken im Fall des Gleichge- 
wichts auf den Punkt A, als wenn sie 
mit ungeänderten Richtungen unmittel- 
bar darauf angebracht wären. Nimmt 
man daher drei unter sich normale Rich- 
tungsaxen, die sich in A schneiden und 
bestimmt in Beziehung auf diese sowohl 
die Lage der Angriffspunkte der Kräfte 
als au^ die Richtungen derselben wie 
No. 63, so geben die dortigen drei Mo- 
mentengleichungen die genügenden und 
nothwendigen Bedingungen des Gleich- 
gewichts mr den hier vorliegenden Fall. 

68. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts eines Systems fest verbundener 
materieller Punkte zu bestimmen, wenn 
zwei Punkte des Systems längs der durch 
sie hindurch gehenden geraden Linie ver- 
rückbar sind und die übrigen Punkte um 
diese Gerade sich frei drehen können. 

Man nehme die gedachte Gerade, die 
Drehaxe des Systems zur Richtungs- 
axe der Z (die AZ Fig. 770) und in ir- 
gend einem Paukt A derselben normal 
darauf und unter sich normal die Axen 
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der X and der Y. Zerleg man nnn die 
Kräfte wie No. &3 in Beziehung auf Fig. 
770, >0 erhält man die zerlegten Kräfte 
mit DDgeänderten Richtnngen nach den 
drei Aien mit A als Angriffspunkt und 
für jede gegebene Kraft in jener Coordi- 
nateoebene ein Kräftepaar. 

Kräfte, die auf die Axe der Z normal 
wirken, haben keinen Einflufs auf die 
Gleitung der Axe, sie haben also keinen 
Einflnb auf die Wirkung der übrigen 
Kräfte und auf die Bedingungen des 
Gleichgewichts des Systems. Es sind 

l. — P cos y + P, cos y, + F, cos y j + • 

Die Kräftepaare in den Ebenen XAZ 
und y Al haoen keinen Einflufs auf die 
Drehung der Axe AZ und da sie normal 
anf der Axe stehen, auch keine Wirkung 
inf Verschiebung der Axe AZ. Diese 
Pure haben also auch keinerlei Einflufs 
anf die Wirkung der übrigen Kräftepaare. 


dies die Kräftesysteme 

P cosa\P, cos 0,4- •... 

F cos + F, cos /}, -f- • • . • 

Erstere in der Axe AX, letztere in der 
Axe AY wirkend. 

Die nach der Axe der Z gerichteten 
Kräfte aber müssen im Gleichgewicht sein, 
weil eine ans ihnen herrorgehende Mittel- 
kraft die Axe AZ nach ihrer Richtung 
verschieben würde. Demnach ist die 
erste Bedingung des Gleichgewichts 


... =0 ' 

Das einzige System der Kräftepaare, wel- 
ches auf Drehung um die Axe AZ wir- 
ken kann, ist das der in der Ebene XAY 
befindlichen Paare. Deren Momente sind 
P(,y cos tt — X cos ß) und man hat noch 
eine zweite Bedingnngsgleichnng für das 
Gleichgewicht 


II. P(y cos a — X cos ß) + F, (y, cos a, — x,cos ß,) + ... = 0 


69. Kann ein System von Kräften um 
eine Axe sieh blofs drehen ohne längs 
derselben gleiten zu können, so fällt die 
erste Bedingungsgleichung fort und es 
bleibt blofs die zweite Gleichung, die Mo- 
mentengleichung als Bedingung übrig. 

60. Ein Körper, auf welchen Kräfte 
nach beliebigen Richtungen im Raum 
wirken, wird von einer festen unverrück- 
baren Ebene, die von dem Körper in 
einem oder in mehreren Punkten berührt 
wird, im Gleichgewicht erhalten; die Be- 
di^nngen dieses Gleichgewichts aufzu- 

Wird ein Körper durch eine Kraft ge- 
gen eine unverrückbare Ebene gedrückt 
und die Bewegung des Körpers durch die 
Ebene verhindert, so mufs die Kraft gegen 
die Ebene normal gerichtet sein , weil sie 
lieh sonst in zwei Kräfte zerlegen läfst, 
reo welchen die eine Kraft der Ebene 
normal, die andere mit ihr 4= gerichtet 
ist. Die erste Seitenkraft bringt keine 
Bewegung hervor, die zweite dagegen 
wird durch nichts aufgehoben, sofern der 
Körper längs der Ebene ohne Ilindernifs 
gleiten kann und die Bewegung wird 
lann der Ebene wirklich erfolgen. Die 
Anmebnng einer Kraft durch eine feste 
Ebene ist aber dieselbe Wirkung mit 
einer der Kraft gerade entgegengesetzt 
mrkenden gleichen Kraft, folglich lälkt 
sich der Widerstand der Ebene immer 
als eine solche Kraft betrachten und dem- 


gemäls die Bedingungen für's Gleichge- 
wicht aufsuchen. 

1. Berührt nun der Körper die feste Ebene 
nur in einem Punkt, so nehme man 
diesen Punkt (A Fig 770) zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten und die Axen der 
A und Y io dieser Ebene, so ist die Axe 
der Z auf dieser Ebene normal und zu- 
gleich die Richtung des Widerstandes \V. 
Denkt man sich also statt der Ebene eine 
Kraft IF nach der Richtung der Axe AZ 
anf den Körper wirkend, so besteht das 
Gleicbgewicbt auch ohne Einwirkung der 
Ebene und folglich nach den Bedingun- 

§ en, die Satz 53 und 54 aufgestellt sind. 

lan hat also nach dortiger Bezeichnung, 
sofern man noch die Kraft W einführt, 
die weil sie durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geführt ist, kein Kräftepaar 
liefert; W + Rcos y’ = A, - o. 

Ferner sind für diesen speciellen Fall 
R cos a' = Reos ß' =0 und alle Momente 
= 0 ; d. h. die gegebenen Kräfte dürfen 
nur eine einzige Mittelkraft liefern, welche 
durch den Berührungspunkt des Körpers 
mit der Ebene geht und am dieser senk- 
recht steht. 

S. Berührt der Körper die Ebene in 
zwei Punkten, so nehme man den einen 
dieser Punkte zum Anfangspunkt A der 
Coordinaten, die Axe der X so, dals sie 
durch den zweiten Punkt geht und die 
Axe der Z normal anf der Ebene. Die 
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DrockwirkiiBgeD d«i beiden Berähiann- 
pankte gegen die Ebene, welche dem Obi- 
gen nacn normal auf dieselbe erfolgen, 
seien anf den Anfannpnnkt /( = », anf 
den xweiten Pnnkt ß=te'. Bringt man 
den Pressnngen gerade entgegengesetzt 
zwei ihnen gleiche Kräfte an, so besteht 
wieder das Gleichgewicht auch ohne die 
feste Ebene, und folglich müssen diese 
beiden Kräfte und die gegebenen den Be- 
dingungen des Gieichgewichts genügen. 
Da nun w in der Axe AZ nna lo’ mit 
ihr # in den Abstand AB = a gerichtet 
ist, so sind diese Bedingungen A cos a'=0; 
A ros /!' = 0 ; A cos >>' -f- w le' = 0 ; ferner 
die drei Momente in den 3 Coordinaten- 
ebenen = 0. 

Die Kraft in der Axe AZ hat kein 
Moment, mithin hat man die Momenten- 
gleichung für die Ebene XAZ 
x' • A cos y’ + o • so’ = 0 

Nun ist A = — (le -f lo") 

folglich *' = _ 

® Rcoty’ 

Ferner ist das Moment der anf die Co- 
ordinatenebene YAZ reducirte Seitenkraft 
der Mittelkraft = y'Ä cos ß' = 0 weil nach 
dem Obigen Reo$fl' = 0 sein mnfs, mit- 
hin ist y = 0 und die Mittelkraft liegt in 
der Ebene XAZ und läuft mit der Axe 
AZ unter dem Abstand x' parallel. 

3. Berührt endlich der Körper die Ebene 
in drei oder mehreren Punkten, weiche 
darauf die normaien Pressungen ao, 
»"... ansüben, so wird das Gleichge- 
wicht eines freien Körpers entstehen, 
wenn man anf denselben diesen Pressun- 

f en gerade entgegengesetzt wirkende 
^räfte anbringt. Man nehme den Punkt 
für die Kraft tc zum Anfangspunkt A 
der Coordinaten und die Axe der X so, 
dais sie durch einen der übrigen Punkte 
(z. B. le) geht, während alle übrigen 
Punkte auf einer und derselben Seite 
dieser Linie liegen. Der Abstand des 
Punkts für lo ron A sei a. Nimmt man 
nun die Axe der Z anf der Ebene nor- 
mal, so fällt die Axe der F in die Ebene 
nnd es seien die Coordinaten der übri- 
wn Berührungspunkte des Körpers mit 
der Ebene für die Kraft tc'" . . . nach 
der Axe der X = a", a '" nach der 
Axe der Y = 6", b’" ... dann sind die Be- 
dingungen des Gleichgewichts, weil die 
Kräfte w, lo"... nut der Axe der Z 
4= laufen: 

Peo$ a-\- P,co$ a, -b ... = 0 
Peosß + P, cot ß,+ ... = 0 

Pcoty+P,coty, + ...-(fo + te' + y>" + ...)t:0 


oder 

A CO» y' — (» -b le’ + io” -b . . .) = 0 
Ferner sind die drei Momentensysteme, 
deren Abstände in den Axea AX, Af, 
AZ liegen, einzeln = 0. 

Nämlich 1. das System in der Coordi- 
natenebene XAZ nach Gleichung 10, 
No. 54: 

— x'A cot y + »’A cof n' -b Af = 0 

2. In der Coordinatenebene YAZ nach 
Gleichung 13, No. 54: 

— s'A CO* ß' -b y’A cot y -b Af , = 0 

Die dritte Momentengleichnng in der 
Ebene XA Y ist an sich = 0, weil Ä coi o' 
= A CO» ß' = 0 ist. Ans diesem Grunde 
Tereinfachen sich auch die beiden ersten 
Momentengleichungen in folgende: 

- x' A CO» y' -b Af = 0 
y’ A CO» j-' -b Af, = 0 
Hieraus ist 

. Af . , Af. 

* = •= und y = - — i-, 

Rcoty Rcoty 

Nun ist nach Obigem, der dritten auf 
Nult redncirten Gleichung: 

A CO» y’ = 10 -b le’ -b lo" -b .. . 

Af = der Momentensumme der in der 
Ebene XAZ wirkenden Kräftepaare 
= o'ie' -b -b o"'io’" + ... 

Af, = der Momentensumme der in der 
Ebene YAZ wirkenden Kräflepaare 
= i'V-b 4"'ic'”-b ... 
folglich 

. _ n'io' -b »"lo'' -b a"'io'" 

* •c-bic'-b«e"-b... 

, 4”»" -b 6"'io"' -b . . . 

Dieses Minnszeiehen kann nicht anf- 
fallen, wenn man Gleichung IV. nnd VI. 
(die Werthe von Af und A/,) mit einan- 
der vergleicht; es ergibt sich nämlich, 
dals beide der Form nach einander ent- 
gegengesetzt sind. 

4. Ans der vorstehenden Untersnchnng 
ergibt sich, dafs nur drei Bedingnngs- 
gleichungen für's Gieichgewicht anfge- 
stellt werden können ; daher können auch 
nur drei Pressnngen bestimmt werden. 

Berührt der Körper die Ebene in mehr 
als drei Punkten, so sind die Druckwir- 
kungen »0, le", io'"... nicht zu be- 
stimmen. Ueberdies dürfen die drei Be- 
rührungspunkte auch nicht io einer nnd 
derselben geraden Linie liegen, denn als- 
dann würden 4, 4', b" ... einzeln =0; es 
blieben zur Bestimmung der Dmckwir- 
knngen nur zwei Gieichnngen übrig nnd 
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es wären nnr 2 Kräfte te and w' sn fin- 
den möglich. In diesem allgemeinen Fall 
ist nur die Summe der senkrecht ab- 
wärts wirkenden Kräfte zu bestimmen 
und sie ist = A cot y'. 

Krebl (^) (s. .Absteigendes Zei- 
chen* mit Fig. 19) ist das vierte Uim- 
melszeicben der nördlichen Halbkugel. 
Es erstreckt sich, wie jedes Zeichen auf 
30 Grad Länge und zwar vom Ende des 
Zeichens der Zwillinge im Sommerwen- 
depunkt bis zum Anfang des Löwen. 

Kreil. Der Kreis ist Kreislinie nnd 
Kreisfläche. Eine Kreislinie ist eine 
in einer Ebene liegende, in sich geschlos- 
sene Linie, deren jeder einzelne Punkt 
von einem innerhalb der Linie in der- 
selben Ebene liegenden Pnnkt gleich weit 
entfernt ist. 

Eine Kreislinie entsteht durch den be- 
schreibenden Endpunkt einer geraden 
Linie, wenn diese nm ihren zweiten 
festen Endpunkt innerhalb einer Ebene 
hemmgedreht wird. 

Der feste Endpunkt heilst der Mit- 
telpunkt, das Centrnm des Kreises, 
die beschreibende Linie der Halbmes- 
ser, der Radius des Kreises. 

Die Kreisfläche oder Kreisebene 
ist der von der Kreislinie eingescblossene 
ebene Raum. 

Nennt man Kreis die Kreisfläche, so 
beifst die Kreislinie auch Kreisumfang, 
Peripherie. 

In Fig. 771 ist ABDE eine Kreislinie, 
C ihr lUttelpunkt , AC, BC, EC sind 


Fig. 771. 



Halbmesser. Die Linie BE, welche ans 
zwei Halbmessern besteht ist ein Durch- 
meiser des Kreises. Ein Durchmes- 
ser oder Dia me t er eines Kreises ist 
die Verbindungslinie zweier Peripherie- 


6 unkte, wenn sie zugleich durch den 
[ittelpnnkt geht. Geht die gerade Ver- 
bindungslinie zweier Peripheriepunkte 
nicht durch den Mittelpunkt wie BD, 
so heilst sie Sehne oder Cborde. Je- 
der Theil einer Kreislinie wie AB, ABD, 
AD heilst Bogen, Kreisbogen. Jeder 
Theil einer Kreisebene, der von einer 
Sehne und einem Kreisbogen eingeschlos- 
sen wird, wie BDF, BDAE, heilst Kreis- 
abschnitt oderSegment. Jede Sehne 
tbeilt die Kreislinie in zwei Bogen und 
die Kreisebene in zwei Abschnitte; der 
Durchmesser theilt den Kreis in zwei 
Abschnitte (Halbkreise) mit zwei Bo- 
gen (Halbkreisbogen}. Der Theil 
der Kreislinie, welcher von zwei Halb- 
messern und dem zwischen liegenden 
Bogen eingeschlossen wird, wie ACB, 
heUst Kreisausschnitt, Sector. Jede 
zwei Halbmesser theilen den Kreis in 
zwei Kreisausschnitte ; liegen die beiden 
Halbmesser in einerlei geraden Linie, 
machen sie einen Durchmesser aus, dann 
werden die Ausschnitte zu zwei gleichen 
Abschnitten, zu Halbkreisen. Der Win- 
kel, der von zwei Radien gebildet wird, 
wie ACB heilst Winkel am Mittel- 
punkt, Mittelpunktswinkel, Cen- 
triwinkel; der Winkel, den zwei Seh- 
nen bilden, wie ^ADB heifst Dmfangs- 
winkel, PeripberiewinkeL 
Euklid, Buch III. hat noch 
Erkl. 7. Der Winkel des Abschnitts 
ist der von der Grundlinie (der Sehne) 
nnd dem Umkreise eingeschlossene, wie 
^BDKF, Z.OBMF. (Es sind dies ge- 
mischtUnige einander gleiche Winkel) 
Erkl. 8. Der Winkel im Abschnitt 
ist derjenige, welchen die geraden Linien 
(Sehnen) einschliefsen , die von irgend 
einem Punkt auf dem Umkreise des Ab- 
schnitts nach den Endpunkten der Grund- 
linie gezogen sind (Peripheriewinkel BFD 
im Abschnitt DBF). 

Erkl. 9. Wenn die den Winkel ein- 
schliefsenden geraden Linien ein Stück 
des Umkreises (einen Bogen) absebneiden, 
so sagt man, der Winael stehe auf 
dem Bogen (^BFD steht auf dem Bo- 
gen BAED). 

Erkl. II. Aehnliche Kreisabschnitte 
sind, welche gleiche Winkel fassen oder 
in denen die Winkel beiderseits gleich 
sind. 

Ueber die Aebniiehkeit der Kreise nnd 
deren Theile kann man folgende Erklä- 
rungen anfstellon: 

Alle Kreise sind einander ähnlich. 
Kreisbogen, die zu Terschiedenen 
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Kreisen nhöien sind ihnlieb, wenn sie 

f leiche aliquote Tbelle der ihnen snge- 
örigen Kreislinien sind; d. b. also wenn 
sie gleichen Centrierinkeln ingehöreh. 

Kreisabschnitte sind ähnlich, wenn 
sie Ton ähnlichen Bogen begrenzt wer- 
den. 

3. Uas vierte Buch des Euklid , welches 
16 Constrnctions-Aufgaben in Beziehung 
auf den Kreis begreift, beginnt mit sie- 
ben Erklärungen, von denen die letzten 
fünf den Kreis betreffen. Nämlich: 

Erkl. 3. Eine geradlinige Figur heilst 
in einen Kreis beschrieben, wenn 
jeder Winkel (sollte heilsen: Ecke oder 
Winkelspitze) der eingeschriebenen 
Figur des Kreises Umring trifft. 

Erkl. 4. Eino geradlinige Figur heifst 
um einen Kreis beschrieben, wenn 

i 'ede Seite der umschriebenen Figur des 
treises Umring berührt. 

Erkl. 5. Ein Kreis heifst gleichermafsen 
tn eine geradlinige Figur beschrie- 
ben, wenn des Kreises Umring jede Seite 
der Figur, in welche er beschrieben, be- 
rührt. 

Erkl. 6. Ein Kreis heifst om eine ge- 
radlinige Figur beschrieben, wenn 
des Kreises Umring jeden Winkel (soll 
heifsen: Winkelspitze) der Figur, um 
welche er beschrieben ist, trifft. 

Erkl. 7. Eine gerade Linie heifst Id 
einen Kreis eingetragen, wenn ihre 
Endpunkte in des Kreises Umringe sind. 

Die siebente Erklärung hätte, da sie 
den einfachsten Gegenstand begreift, die 
erste der vorstehenden Erklärung sein 
sollen. 

Für die übrigen Erklärungen gehörten 
wohl folgende Vorerklärungen : 

In jedem Kreisumfang können beliebig 
viele Punkte gewählt werden; wenn man 

i 'ede zwei nebeneinander liegende dieser 
'unkte dnreh eine gerade Linie verbin- 
det, so entsteht eine geradlinige drei- 
oder mehrseitige Figur innerhalb des 
Kreises, deren Ecken in dem Umkreis 
liegen. Man sagt von solcher Figur, sie 
liege in dem Kreise, oder der Kreis 
liege um die Figur. 

Wenn man durch die gewählten Punkte 
an den Kreis Berührungslinien zieht und 
diese verlängert bis sie sich schneiden, 
so entsteht eine drei- oder mehrseitige 
Figur anfserhalb des Kreises, deren Sei- 
ten sämmtlich Tangenten sind. Man 
sagt von solcher Figur, sie liege um 
den Kreis, oder der Kreis liege in 
der Figur. 


Ferner ist noch za erklären; 

Zwei Kreise in einer Ebene von dem- 
selben Mittelpunkt heifsen concentri- 
sche Kreise; zwei Kreise von verschie- 
denen Mittelpunkten excentrische 
Kreise. Die gerade Verbindungslinie 
der Mittelpunkte zweier excentrischer 
Kreise heifst die Centrale. 

Die Bogen nnd Ausschnitte eines Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich einem rech- 
ten Winkel (=90’) sind, heilseo Qua- 
dranten; die Sehnen bilden ein Qua- 
drat. 

Die Bogen und Ausschnitte eines Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich f eines 
rechten Winkels (=60°) sind, heilsen 
Sextanten; die Sehnen bilden ein re- 
gclmäfsiges Sechseck. 

Die Bogen nnd Ausschnitte eines Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich einem hal- 
ben rechten Winkel (= 45°) sind, heifsen 
Oc tauten; die Sehnen bilden ein re- 
gelmäfsiges Achteck. 

4. Eine merkwürdige Eigenschaft des 
Kreises ist noch im \^raus zu erwähnen, 
nämlich die mit der geraden Linie ge- 
meinschaftliche Eigens^aft, dals die glei- 
chen an einander liegenden Theile einer- 
lei Lage neben einander haben; wiewohl 
die gerade Linie diese Eigenschaft in noch 
allgemeinerem Sinne hat, nämlich dafs 
auch die von einander entfernten , abge- 
sonderten Theile einerlei Lage mit ein- 
ander haben. 

Man kann demgemäfs auch sagen , eins 

erade Linie und eine Kreislinie sind 

urch das kleinste Stück ihrer Länge voll- 
kommen bestimmt oder gegeben. 

Dio gemeinschaftliche Eigenschaft von 
gerader Linie und Kreis, dafs gleiche ge- 
rade Linien nnd gleiche Kreise auch con- 
gment sind, kommt auch den regelmä- 
fsigen Figuren nnd Körpern zu. 

5. Die wichtigsten Sätze ans den Ele- 
menten der Lehre vom Kreise hat Eu- 
klid in seinem Buch III. zusammenge- 
stellt, welche unter Znfngnng seiner m- 
weise, diese möglichst abgekürzt, in Fol- 
gendem, jedoch mit llinfortlassung der 
Anfgaben, nämlich Satz I, 17, 35, 30, 
33, 34, wiedergegeben werden. 

Euklid Erklärung 1. Gleiche 
Kreise sind, in denen die Dnrehmesser 
oder die Halbmesser gleich sind. Dieser 
Satz wird jetzt als Lehrsatz aufgestellt 
und durch Deckung bewiesen. Dasselbe 
gilt von den Halbkreisen, den Bogen nnd 
den Ebenen, ,nnd beide LehrsäUe sind 
in der Regel die ersten des Lehrsystems. 

Erkl. 8. Von einer geraden Linie wird 
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pMijrt, sie bernhre den Kreis, wenn 
sie uin . trifft nnd verlängert ihn nicht 
schneidet. 

Diese Erklimng ist nicht zu billigen, 
es mufs vielmehr erst die Möglichleit 
einer solchen geraden Linie nachgevie- 
sen werden, wie dies in seinem 16ten 
Sstie inconseqnenterweise wirklich ge- 
schehen ist 

ErkL3. Von Kreisen sagt man, sie 
berühren einander, wenn sie einan- 
der treffen ohne einander zu schneiden. 
— Ist desgleichen erst za beweisen, dafs 
dies von zwei Kreisen möglich ist; der 
Beweis der Möglichkeit geschieht jeden- 
blls am einfachsten mit Hülfe der bei- 
den Kreisen gemeinscbsftlicben Tangente. 

6. Enklids Lehrsätze. Lehrsatz?. 
Eine gerade Linie, welche zwei beliebige 
Punkte B, D in dem Umfang eines Krei- 
ses verbindet, fällt innerhalb dieses Krei- 
ses. 

Dann es sei ADB die gerade Linie, 
ziehe die beliebige CD, so ist, da CA 
= CB aneh ^ CAD = ^ CBD und da 


Fig. 772. 



A.CDB als Aufsenwinkel > Z also 
aach > ^CBD, so ist CB > CD oder 
CE > CD, welches nicht möglich ist 
Folglich ist ADB keine gerade Linie. 

Lehrsatz 3. Wenn im Kreise (Fig. 
771) eine durch den Mittelpunkt C ge- 
hende gerade Linie CG eine andere nicut 
durch den Mittelpunkt gehende Linie AD 
in U halbirt, so schneidet sie dieselbe 
unter rechten Winkeln, nnd wenn sie 
dieselbe unter rechten Winkeln schnei- 
det, so halbirt sie auch dieselbe. 

Denn ad 1 , zieht man die Halbmesser 
CA; CD, so entstehen weil drei Seiten 
einzeln gleich, die congruenten Dreiecke 
ACH, OCH, woraus Z AHC = Z DHC 

= Ä^. 

Ad 2 entstehen die congruenten Drei- 
ecke ans zwei gleichen Seiten und dem 
rechten Winkel, woher AH = DH, 

Lehrsatz 4. Wenn im Kreise (Fig. 
771} zwei gerade Linien {AD, JK), die 


nicht durch den Mittelpunkt gehen, ein- 
ander (in H) schneiden, so halbiren sie 
einander nicht. 

Denn wäre AH = DH und zugleich ,/ff 
= EH , so halbirt auch CH beide Linien 
und es wäre nach dem vorigen Satz 
^CHA = R = ZCHJ. 

Lehrsatz &. Zwei Kreise (Fig. 773), 
die einander schneiden, haben keinen ge- 
meinschaltlicheu Mittelpunkt. 


Fig. 773. 



Denn wäre C Mittelpunkt beider Kreise, 
so ziehe CD und die beliebige CF, so 
ist CD = CE und zugleich CD = CF, also 
CE = CF. 

Lehrsatz 6. Zwei Kreise, Fig. 774, 
deren einer den anderen inwendig be- 
rührt, haben keinen gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt. 

Denn wäre K deren gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt, so hätte man im äuberen 


Fig. 774. 



Kreise KJ = KM und im inneren KJ = 
KL, mithin KM=KL. 

Lehrsatz 7. Nimmt man auf eines 
Kreises Durchmesser £E (Fig. 771) einen 
vom Mittelpunkt C verschiedenen Punkt 
N, nnd zient von diesem nach dem Um- 
kreis mehrere gerade Linien NF, NM, 
NL, so ist die durch den Mittelpunkt NE 
die gröfste, das übrige Stück NB die 
kleinste; unter den übrigen Linien aber 
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immer die der gröreten NB nähere grö- 
fser als die entferntere. Anch sind von 
solchen Linien nur je zwei anf beiden 
Seiten der kleinsten NB (heifst praeciser: 
des Dnrchmessers BE) einander gleich. 

Denn ad 1. ln dem A NCF ist NC 
+ PC>NF, d. h. NE>NF. 

ad 3. ln den Dreiecken NCF und NCM 
sind CF= CM und NC = NC aber Z.FCN 
>ZMCN, folglich NF>NN. 

ad 2. Es ist CN + MN > CM, also auch 
> C/V + BN, folglich MN > BN. 

ad 4. Macht man Z BCL = ^ BCM, so 
ist in den Dreiecken CLN und CMNi 
NCzzNC, CL = CM 
folglich ACLIVssACA/A 
also LN=MN 
Gesetzt es wäre nun noch eine Linie 
FN = LN, so wäre auch FN = MN was 
gegen No. 3 des Satzes ist. 


ad 2. ln den Dreiecken DME and 
DMF ist DM = DM, ME = MF, Z DME 
> z_ DMF, folglich DE > DF. Die kleinste 
unter diesen Linien ist die berührende DB. 

ad 3. Es Ut MK + DK > MD 
oder MG + DK > AfC + DG 
folglich DK>DQ 

Demnach ist DG die kleinste der den 
Umkreis blofs treffenden Linien. 

ad 4. Aus den Dreiecken DLM und 
DKM ergibt sich DL > DK, und die be-* 
rührende DB als die gröfste der den Um- 
kreis blofs treffenden Linien. 

ad 6. Macht man /^DJHH = ^DML, 
so erhält man ans den congruenten Drei- 
ecken DMH, DML, DH = DL. Wollte 
man non annehmen, es sei anf der lin- 
ken Seite noch eine Linie, s. B. DK eben- 
falls = DH, so widerspricht dem der lierte 
Theil des Satzes. 


Lehrsatz 8. Nimmt man anlserhalb 
eines Kreises (Fig. 775) ABC einen Punkt 
D und zieht Ton ihm an den Umkreis 
mehrere gerade Linien, eine DA durch 
den Mittelpunkt M, die übrigen beliebig, 
so ist unter denen, welche den hohlen 
Umkreis treffen, DA, DE, DF, DJ, die 
durch den Mittelpunkt DA die gröfste; 
von den übrigen aoer immer die der gröls- 
ten DA nähere gröCser als die entfern- 
tere Unter denen hingegen, welche den 
erhabenen Umkreis treffen, DG, DK, DL, 
DH ist die, welche verlängert durch den 
Mittelpunkt geht, DG die kleinste, von 
den übrigen aber immer die der klein- 
sten DG nähere kleiner als die entfern- 
tere Auch sind von solchen Linien nur 
je zwei auf beiden Seiten der kleinsten 
DG einander gleich. 

Denn ad 1 ist DM + EM > DE, 
also auch DM A = AD> DE 


Fig. 775. 



Dasselbe findet statt mit den Doreh- 
schnittslinien DJ, DF, welche einander 
gleich sind, und dafs noch eine zweite 
Linie, etwa DE der Linie DJ gleich sein 
sollte widerspricht No. 4 dieses Satzes. 

Lehrsatz 9. Gehen (Fig. 775) von 
einem Punkt innerhalb eines Kreises an 
dem Umkreis mehr als swei gleiche ge- 
rade Linien, so ist solcher Pnnkt des 
Kreises Mittelpunkt. 

Denn ist ME = MF=ML, und es wäre 
non ein anderer Punkt als M, s. B. N 
der Mittelpunkt, so ziehe durch AfA den 
Durchmesser A G. Dann wäre nach L e h r- 
satz7! MA>ME,ME>MF,MF>ML. 

Lehrsatz 10. Ein Kreis schneidet 
einen anderen in nicht mehr als swei 
Punkten. 

Denn gesetzt, beide Kreise, Fig. 773, 
schnitten sich in den drei Punkten A, B, 
D, so ziehe AB und DB, halbire diese 
in G, H, errichte die Normalen GJ, HK, 
so liegt in diesen beiden, folglich in de- 
ren Dnrchschnittspnnkt der Mittelpnnkt 
der beiden Kreise, welches nach Lehrsatz 
5 nicht möglich ist 

Lehrsatz 11. Berühren zwei Kreise, 
Fig. 774, einander innerhalb, so trifH ^e 
beide Mittelpunkte verbindende gerade 
Linie genugsam verlängert, den Berüh- 
rungspunkt. 

Denn ist K der Mittelpunkt des grö- 
lseren Kreises und der des kleineren läge 
anfserhalb der Linie KJ etwa in O, so 
ziehe JO nnd durch G nnd K die MH. 

Dann ist GJ = GD nnd KJ = KH 


Da nun 
so ist 


KGAGJ>KJ 

KG+GD>KB 
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oder KD>KH 
welches nicht möglich ist. 

Lehrsats 12. Berühren zwei Kreise 
ABD, EFü (Fi^. 776) anfserhalb, so gebt 
die gerade Lime, welche beides Mittel- 
punkte C, J verbindet, durch den Be- 
rührungspunkt T. 

Denn wäre ein Punkt anfserhalb CJ, 


Fig. 776. 



etwa N der Mittelpunkt des zweiten Krei- 
ses, so ist NT=NK, und da CT=CH 
so hat man CT + JN= CH -(- NK 
woraus CJ + TN < CN 
D. b. In einem Dreieck zwei Seiten 
znsammengenommen kleiner als die dritte. 

Lehrsatz 13. Kreise berühren ein- 
ander, sowohl innerhalb wie anfserhalb 
in nicht mehr als einem Punkt. 

ad 1. Sind (Fig. 774} K und C die 
Mittelpunkte der sich innerhalb berüh- 
renden Kreise, so liert nach Satz 11 der 
Berührung^spunkt in der verlängerten ge- 
raden Lime KC\ er kann also nur ent- 
weder io J oder in E sein, denn wäre 
er in J und in E zugleich, so wäre 
CJ = CE 
Es ist aber KJ = KE 

folglich CJ < KE 

um so viel mehr CJ < CE 
welches der Annahme CJ = CE wider- 
spricht. 

ad 3. wird mit Hülfe von Satz 13 eben 
so bewiesen. 

Lehrsats 14. In einem Kreise (Fig. 
771} sind gleiche gerade Linien AD, BD 
gleich weit vom Mittelpunkt C entfernt. 


und gleich weit vom Mittelpunkt ent- 
fernte Linien sind einander gleich. 

ad 1. Ist CH normal AD, CO normal 
BD, so ist nach Lehrsatz 3, DO = {BD, 
DH = \AD, also DO = DH\ hierzu DC 
= DC also ADCOajADC/f, woraus CO 
= CH. 

ad 2. Aus CD=CD, CO = CH und 
Z COD=zCHD = ft folgt aCDO » ACD/f 
also DO = DH und BD=AD. 

Lehrsatz 15. In einem Kreise (Fig. 
775} ist der Durchmesser OP die grüfste 
Linie, unter den übrigen aber immer die 
dem Mittelpunkt nähere FJ > als die 
entferntere LH. 

ad 1. Jede Sehne wie FJ bildet mit 
den Halbmessern MF, MJ ein Dreieck, 
MFJ, io welchem also die Sehne kleiner 
ist als die Somme beider Halbmesser, 
mithin immer kleiner als der Durchmes- 
ser. 

ad 2. Hat das A MLH eine gröfsere 
Höhe als das t^MFJ, so ist auch Z.LMH 

< z FMJ, folglich LH < FJ. 

Lehrsatz 16. Das auf eines Kreises 

Durchmesser BE (Fig. 771} im Endpunkt 
E errichtete Perpendikel KP fällt aufser- 
halb des Kreises, und an diesen Punkt 
£ fällt zwischen dem Umkreise und dem 
Perpendikel keine andere gerade Linie. 
Auch ist der Winkel des Halbkreises 
JSEC gröfser, der übrige vom Umkreise 
und dem Perpendikel eingeschlossene 
Winkel, SEP aber kleiner als jeder spitze 
geradlinige Winkel. 

ad 1. Oesetzt das Perpendikel fiele 
innerhalb des Kreises etwa wie EJ, so 
ist ^CEJ = R. Nun ist in demACJ£, 
CJ = CE, mithin Z CJE = z CEJ = ft, 
zwei Rechte in einem Dreieck ; daher kann 
eine in E auf BE errichtete Normale 
keine Sehne sein. 

ad 2. Gesetzt es fiele zwischen dem 
Bogen ES und dem Perpendikel EP eine 
gerade Linie EG, die also ebenfalls ganz 
anfserhalb des Kreises liegt, so ist /_CEO 

< ft und ein auf EG geulltes Perpendi- 
kel CG fällt oberhalb CE und CE > CG. 
Da nun CS = CE, so kann G nicht aufser- 
halb des Kreises fallen. 

ad. 3 und 4. Es ist schon No. 1, Erkl. 
7 angegeben, dals Euklid gemiscbtlinige 
Winkel betrachtet. Hiese aber mit gerad- 
linigen Winkeln zu vergleichen, ist nicht 
angemessen, denn beiderlei Winkel sind 
ungleichartig. Es ist das Unangemessene 
daraus ersichtlich, dals zwischen der ge- 
raden Linie EP und dem Kreisbogen EJ 
noch unzählige Kreisbogen m^lich sind, 
die einen um so gröfseren Winkel mit 
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EC bilden, je weiter man von E über 
EC hinaus den Mittelpunkt des Kreises 
verlegt. (V'ergleiche den späteren Art. 
, Kugeldreieck*, pag. 120} 

Lehrsatz 18. Auf eines Kreises 
ABDE Berührungslinie EG (Fig. 771) ist 
die vom Mittelpunkt C nach dem Berüh- 
rungspunkt £ gezogene gerade Linie CE 
perpendiculär. 

Wäre CE nicht perpendiculär, so müfsle 
es eine andere sein, z. B. CG. Dann ist 
Z.CGE ein rechter Winkel, also im CiCRG 
die Seite CE>CG, also auch CS>CG. 

Lehrsatz 19. Ist, Fig. 771, auf eines 
Kreises ABDE Berührungslinie EG im 
Berührungspunkt £ eine gerade Linie 
EB perpendiculär, so liegt in solcher des 
Kreises Mittelpunkt. 

Denn wäre in EB nicht der Mittelpunkt, 
sondern aufser ihr, etwa in O, so ist, 
wenn man OE zieht, (nach Satz 18) 
Z.OEG=R, folglich ^OEG = ^BEG. 

Lehrsatz 20. In jedem Kreise (Fig. 
777) ist der Winkel UCE am Mittelpunkt 
doppelt so grob als der Winkel am Um- 
fang, wenn neide auf einerlei Bogen DE 
stehen. 

Ist 1. der Peripheriewinkel DAE, so 
dafs beide Schenkel desselben den Mit- 
telpunkt C einschliefsen , so ziehe den 


Fig. 777. 



Durchmesser AB. Dann ist DC = AC, 
also Z CDA = CAD, also Z DCB = 
2/ CAD. 

Eben so ZECB = 2.^CAE, folglich 
ZDC£=2ZDA£. 

Ist 2. der Periphcriewinkel DFE, so 
dafs der Mittelpunkt aufserbalb beider 
Schenkel fällt, so ziehe den Durchmesser 
FG und man hat aus 1 : 

ZCCD = 2Z GFD 

Zg£E=2Z CEE 

hieraus 

Z GCE - z GCD = 2Z GFE - 2Z GFD 
oder zCCE = 2zDE£ 


Lehrsatz21. Die Winkel DAE, DFE 
in einem Kreisabschnitte DAFE sind ein- 
ander gleich (heifst jetzt: Peripheriewin- 
kel auf demselben Bogen (DE) sind ein- 
ander gleich). 

Denn zieht man den Mittelpunktswin- 
kel DCE, so ist nach dem vorigen Satz 
Z DCE = 2 Z DAE = 2 z DFE, woher 
ZEACzzZDFE. 

Lehrsatz 22. Die gegenüberstehen- 
den Winkel einer vierseitigen Figur im 
Kreise sind zweien rechten Winkeln gleich. 

Es sei (Fig. 777) AD BE das Viereck, 
ziehe die Diagonalen AB, DE, so ist nach 
dem vorigen Satz 

^ADE = ZABE 

ZD D £ = ZE ^g 

hieraus ^ADB = ^ABE + ^BAE 
hierzu ^AEB = ^AEB 
folglich 

Z ADD -b Z-^KD = 2 rechten Winkeln. 

Lehrsatz 23. Auf einer geraden Li- 
nie {AB, Fig. 778) können nicht zwei 
ähnliche nnd dabei nngleicbe Kreisa^ 
schnitte an einerlei Seite errichtet wer- 
den. 

Denn zieht man die beliebigen Linien 
AE und BE ans den Endpunkten der 
Sehne, ferner die Linie BD, so hat man 
immer ^ADB> /^AEB, mithin sind die 
Abschnitte immer unähnlich. 

Lehrsatz 24. Aehnliche Kreisab- 
schnitte ADB, FHG auf gleichen geraden 
Linien AB, FG sind einander gleich. 

Denn legt man beide so aofeinander, 


Fig. 778. 



dafs ihre Sehnen sich decken, so müssen 
auch die Bogen sich decken, weil sonst 
nach dem vorigen Satz die Abschnitte 
unähnlich sein würden. 

Lehrsatz 26. ln gleichen Kreisen 
stehen gleiche Winkel am Mittelpunkt 
sowohl als gleiche Winkel am UmiEreise 
auf gleichen Bogen. 

Ist ZDU(r = zKE£ und also ancb 
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^BAG = ^EDF, so siehe BG, EF, so 
ist AfiCCMAEWfi folglich BG=EF, 
und ds ^ j 4 = Z eo ist auch nach Sats 
32, ZF = Z.t‘> also die Abschnitte BKG 


Fig. 779. 



und ELF ähnlich (Erkl. 11), und wegen 
BG= £Fauch Abschnitt BKG=^ Abschnitt 
ELF. (Euklid spricht im Lehrsati nur 
ron gleichen Bogen, beweist aber anch 
gleiche Sehnen, Anschnitte and Ab- 
schnitte.) 

Lehrsats 27. In gleichen Kreisen 
sind die auf gleichen Bogen BG, EF ste- 
henden Winkel am Hittemnnkt BCG nnd 
EHF sowohl, als am Umkreise BAG, 
EOF einander gleich. 

Wäre Z BCG > Z EHF, so sei Z BCM 
= /_EHF. Dann wäre nach dem vorigen 
Sats Bogen J7A/ = Bogen EF-, es ist aber 
angenommen Bugen BG = Bogen EF, also 
wäre Bogen BM = Bogen BG, welches 
nnmöglicn ist. Demnach ist ^BCG = 
/_EHF und mit diesen nach Sats 20, 
ZBAG= ^EDF. 

Lehrsats 28. In gleichen Kreisen 
schneiden gleiche gerade Linien BG, EF 
gleiche Bogen ab, so dafs die gröfseren 
Bogen BAG, EHF wie anch die kleine- 
ren BKG, ELF einander gleich sind. 

Denn da die Ilalbmesser einander gleich 
lind, so ist ACSf» ^ Aff Ef'' also Z ßCC 
= z EHF, folglich (nach Sats 26) die grö- 
Iseren nnd die kleineren Bogen einander 
gleich. 

Lehrsats 29. In gleichen Kreisen 
sind die geraden Linien BG, EF, welche 
die Endpunkte gleicher Bogen mit ein- 
ander verbinden, einander ^eich. 

Die Halbmesser beider Kreise-sind ein- 
ander gleich, die Bogen gleich, folglich 
(Satz 27) auch Z.BCG = zEHF, folglich 
in den congrnenten Dreiecken BCG, EHF 
BG=EF. 

Lehrsatz 31. Der Winkel im Halb- 
kreise ist ein rechter; aber der Winkel 
im grölseren Kreisabschnitt ist kleiner 


und der im kleineren gröfser als ein rech- 
ter (heifst jetzt Umfangswinkel anf einem 
kleineren, auf einem gröfseren Bogen). 
Hingegen ist der Winkel des gröfseren 
Kreisabschnitts gröfser und des kleineren 
kleiner als ein rechter (beide letzten Win- 
kel sind die gemischtlinigen Winkel (s. 
1. Erkl. 7 und Lehrsatz 16, ad 3). 

ad 1. Fig. 777. Es ist AEB der Win- 
kel im Halbkreise. (Euklids Beweis ist 
etwas weitläufig). Nun ist (nach Lehr- 
satz 20) 

ZAEC = iZACE 
ZBEC= \ZBCE 

daher Z-^EB = \{ZACE ZBCE) 

= i • 2 Rechten = RZ- 
ad 2. Es ist Z HEB der Winkel im 
gröfseren Abschnitt DGAFEB oder der 
auf dem kleineren Bogen BD stehende 
Umfangswinkel und augenscheinlich < 
(,AEB = Ä). 

ad. 3. Es ist Z DBE der Winkel im 
kleineren Abschnitt DBE oder der anf 
dem gröfseren Bogen HGAFE. Mithin 
ist nach 2 dos Satzes ZDAE < R-, aber 
nach Lehrsatz 22 ist zDAE -y Z.DBE 
= 2Ä, mithin ZDBE > R. 

ad 4. Dafs der gomiscbtlinige Winkel 
ED{GAFE)> R und der EÜ{BE)<R, 
wird augenscheinlich, wenn man durch 
D eine Normale auf DE errichtet. 

Lehrsatz 32. Wird ein Kreis, Fig. 
780, von einer geraden Linie EF berührt 
und von einer anderen aus dem Berüh- 
rungspunkt B gezogenen BD geschnitten. 


Fig. 780. 



so sind die Winkel DBF, DBE, welche 
die schneidende Linie mit der berühren- 
den macht, den Winkeln in den Nebon- 
absebnitten des Kreises gleich. 

Denn ad 1. In dem anf EF in B er- 
richteten Perpendikel BA liegt der Mit- 
telpunkt des Kreises, also ist ZBDÄ 
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= r=^abd-\-/:bad=zabf=^abd 

A-aDBF. Folglich zBAD = ^DBF. 

ad 2. Nach Lehrsatz 22 ist Z j4 + Z C 
= 2R = /^DBF+ /^DBE. Nun ist ^A 
= ^DBF (ad 1) mithin Z.0 = ^DBE. 

Lehrsatz 35. Schneiden einander in 
einem Kreise zwei gerade Linien, so ist 
das unter den Abschnitten der einen ent- 
haltenen Rectangel dem unter den Ab- 
schnitten der anderen enthaltenen gleich. 

'Gehen die beiden sich schneidenden 
Linien durch den Mittelpunkt, so ist der 
Satz an sich klar. Ist aber C der Mit- 
telpunkt, und der Dnrchschnittspnnkt ein 
anderer, £, so ziehe CB, CO, CE, fälle 
die Perpen^kel CF, CH, so ist AF= OF, 
BH = DB. 


Fig. 781. 



Mithin AE-kGE+EF* = AF' = GF**) 
hierzu CF* = CF* 

^blAExGE + EF*+CF*=CF*+GF* 
oder A£x(f£-t-C£* = CC> = CÄ» 
Eben so ist 

BExBE+CE* = CB* 
folglich ist A£ X GE = DE x BE 
Lehrsatz 36. Gehen von einem anfser- 
halb eines Kreises (Fig. 775) genomme- 
nen Punkt D zwei gerade Linien nach 
dem Umkreis, von denen ihn die eine 
DA oder DF in AL schneidet, die an- 
dere DB berührt, so ist das unter der 

S inzen schneidenden Linie DA, DF und 
rem aufserhalb des Kreises beSndlicben 
Abschnitt DG, DL enthaltene Rectangel 
dem Quadrat der Berührungslinie DB 
gleich. 

ad 1. Wenn die schneidende Linie DA 
den Mittelpunkt M trifil. 

Fälle das Loth MB auf BD, so ist 


DM*= DB* + BM* 

Ferner ist 

ADxBG+ GM* = DM***) 
oder 

ADx DG+ BM* = DM*=DB* + BM* 
woraus AD x DG = DB* 
ad 2. Wenn die schneidende Linie DF 
nicht den Mittelpunkt M trifR. 

Fälle das Perpendikel MH auf DF, 
dann ist FL in R halbirt, und man hat 
DFxDL + LR* = DR* 

hierzu MR* = MR* 

gibt 

DFxDL + LR* + MR* = DR* + MR* 
oder 

DFx DL + LM* = DM*=BD*+BM* 
Nun ist LM* = BM* 

folglich ist DF x DL = BD* 

Lehrsatz37. Gehen von einem aulset- 
halb eines Kreises (Fig 775) genomme- 
nen Punkt D zwei gerade Linien an den 
Umkreis, Ton denen die eine DF ihn 
schneidet, die andere DB an ihn fällt, 
und ist das unter der ganzen schneiden- 
den Linie DF und ihrem aufserhalb des 
Kreises befindlichen Abschnitt DL ent- 
haltene Rectangel dem Quadrat der au 
den Umkreis fallenden Linie DB gleich, 
so ist letztere eine Berühmngslinie des 
Kreises. 

Denn denkt man sich (Fig. 775) rechts 
Ton AD eine berührende DB,, so ist nach 
dem Torigen Satz; DFx DL = DB,* 

Nun ist zugleich DFx DL — DB* 
folglich DB, = DB 

Nun sind in den beiden Dreiecken DMB 
und DMB,i DB=DB,-, DM = DM und 
MB = MB,; folglich ist auch Z DBM = 
/_DB,M und da dieser ein rechter Win- 
kel ist, so ist auch ZDBM ein rechter 
Winkel, und folglich DB eine Tangente 
(Satz 16). 

7. Hier schliefst das dritte Buch und 
mit ihm das Lehrgebäude über die wis- 
senswürdigsten Eigenschaften des Kreises 
mit Ausnahme der Aufgaben, welche durch 
Construction gelöst werden, Ton welchen 
allein 16 Aufgaben das 4te Buch aus- 
machen. 

Auffallend könnte es erscheinen, dafs 
ein ganz einfacher Lehrsatz, der zu den 
enteren der Kreislehre gehört, ent als 


*) Anmerk. 
**) Anmerk. 


AE = tt, OE = 6 gesetzt: ab + — 4^ = 

AD = a, DO = b geseUt: o4 + -|- i) 
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33t«r Lehnitz im 6ten Bach aufgeföhrt 
bt. 

Namlicti: .In gleichen Kreisen rerhal- 
ten sich sowohl die Winkel am Hittel- 

S ankt als anch die Winkel am Umkreise, 
Mgleicben die Kreisausschnitte wie die 
Kreisbogen, woran! sie stehen.* Denn 
der Satz beruht auf dem Satz, dafs in 
gleichen Kreisen zn gleichen Winkeln 
am Mittelpunkt auch gleiche Bogen n. 
I. w. gehören. 

Han mnfs aber erwägen, dafs Euklid 
die Lehre Ton den Verhältnissen erst im 
finiten Bach and zwar mit Hälfe Ton 
geraden Linien Torträgt 

8. Die geordnete Znsammenstellnng der 
Lehrsätze für die Elemente der Kreislehre 
ist nach meiner Ansicht mit Zuziehung 
guter Lehrbücher folgende : 

1. Kreise, welche gleiche Halbmesser 
also anch gleiche Durchmesser haben, 
lind gleich. 

}. Gleiche Kreise haben gleiche Halb- 
messer nnd also anch gleiche Dnrch- 
messer. 

3. Der Dnrchmesser theilt den Kreis 
in zwei congmente Theile. 

Diese drei Sätze sind durch Deckung 
so erweisen. 

4. In einem und in gleichen Kreisen 
gehören zn gleichen Winkeln am Mittel- 
pnnkt gleiche Bogen, gleiche Sehnen, 
gleiche Ansschnitte nnd gleiche Abschnitte. 
Beweis e. Torstehend Euklid Satz 36. 
ö. In einem nnd in gleichen Kreisen 
gehören zn angleichen Winkeln am Hit- 
telpnnkt nnglefche Bogen n. s. w. 

Ist mit Hülfe von Satz 4 indirect zu 
beweisen. 

6. Die acht umgekehrten Sätze Ton 
Satz 4 und 5 (wie Euklid Satz 37). 

7. In einem nnd in gleichen Kreisen 
Terhalten sich die Bogen und die Ans- 
ichnitte (die Sehnen und die Abschnitte 
natürlich nicht) wie die zn ihnen ge- 
hörenden Winkel am Mittelpnnkt. 

Beweis ans Satz 4. Verhalten sich 
nämlich die Winkel wie m-.n, so theile 
diese Winkel durch Radien in m und in 
« gleiche Theile, dann besteht der erste 
Winkel aus m, der zweite ans n gleichen 
Winkeln, für jeden mit Satz 4, folglich 
haben w und m gleiche Winkel is und m 
gleiche Bogen und Ausschnitte. 

Sind die Winkel (A und B) incom- 
mensnrabel, so nehme den einen dersel- 
ben z. B. A, rational an und theile den- 
selben in n gleiche rationale Theile; der 


zweite Winkel B sei nnn gröber als 
in — 1 nnd kleiner als n solcher Theile 
(n), so fällt dessen zweiter Halbmesser 
zwischen den m — Iten und den mten 
Tbeilhalbmesser. Mun kann man n be- 
liebig grofs und damit den einzelnen 
Tbeilwinkel a beliebig klein nehmen, nnd 
dadurch beide den Endhalbmesser des 
Z. B einschliefsenden Halbmesser dem- 
selben (d. h. ^(m— 1)« nnd ^ma dem 
ZR) beliebig nahe bringen. Aber der 
zn mn gehörende Bogen bleibt immer 

g röfser nnd der zu (m — 1) « gehörende 
ogen immer kleiner als der gegebene, 
miUiin ist der gegebene Bogen als Qrenz- 
werth zwischen beiden der gesuchte Bo- 
gen and mit diesem der zugehörige Aus- 
schnitt der gesuchte Ausschnitt. 

8. In einem oder in gleichen Kreisen 
sind gleiche Sehnen gleich weit Tom Mit- 
telpunkt entfernt; und Sehnen, die in 
einem oder in gleichen Kreisen gleich 
weit Tom Mittelpnnkt entfernt sind, sind 
gleich. 

Der Satz ist mit Hülfe Ton Satz 4 zu 
beweisen. Siehe Torstehend Euklid Satz 
14, und den Aufsatz Chorde No. 3 mit 
Fig. 386. 

9. In einem oder in gleichen Kreisen 
ist der Mittelpunktswinkel doppelt so 
grofs als der mit ihm auf demselben Bo- 
gen stehende Umfangswinkel. (Beweb 
Torstehend Euklid SaU 30.) 

Hieraus gehen unmittelbar folgende 
Sätze als richtig herror: 

10. Alle Umfangswinkel auf demselben 
oder auf gleichen Bogen in einem Krebe, 
oder auf gleichen Bogen in gleichen Krei- 
sen sind einander igleich (mit Hülfe 8, 
Satz 4). 

Jeder der beiden Ton einer Sehne ab- 
geschnittenen Bogen ist der geometrische 
Ort für Dreiecke auf einerlei Grundlinie 
mit gleichen Winkeln an der Spitze. 

11. Zu gleichen Peripheriewinkeln in 
einem dnd in gleichen Kreben gehören 
.gleiche Bogen und gleiche Sehnen. 

13. Der Peripheriewinkel im Halbkreise 
ist ein rechter Winkel, denn der Centri- 
winkel ist = 8 rechten. Der Halbkreis 
ist demnach der geometrische Ort für 
rechtwinklige Dreiecke auf einerlei Hy- 
potenuse. (Euklid, Satz 31.) 

13. Der Peripheriawinkel, der anf einem 
Bogen steht, der kleiner ist als der Halb- 
kreis, Ut spitz, auf einem der gröfser Ut 
als der Halbkreis stumpf. (Euklio, Satz31.) 

14. Parallele Sehnen schneiden zwbchen 
sich gleiche Bogen ab. (S. den Art. 
, Chorde*, No. 4) 
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15. Der Mittelpankt eines Kreises liegt 
in der auf einer Chorde in der Mitte er- 
richteten Normalen , und die ron dem 
Mittelpunkt auf eine Chorde eeiällte Nor- 
male halbirt dieselbe. (Vorstehend Euklid, 
Sau 3.) 

16. Eine gerade Linie schneidet einen 
Kreis nur in zwei Punkten. Denn schnitte 
sie den Kreis in drei Punkten und man 
zieht die drei Radien, so entständen mit 
drei Schenkeln, derselben Spitze und der- 
selben Höhe drei gleichschenklige Drei- 
ecke. 

17. Drei in einer Ebene befindliche 
Punkte, die nicht in einer geraden Linie 
liegen, bestimmen einen Kreis. Denn 
verbindet man einen Punkt mit den bei- 
den anderen Punkten durch gerade Li- 
nien, so kann man diese beiden Linien 
als Sehnen eines Kreises betrachten; des- 
sen Mittelpunkt liegt nach Satz 15 in 
dem Durcnschnittspunkt der in den Mit- 
ten der Sehnen auf denselben errichteten 
beiden Normalen. 

18. In jedem Viereck im Kreise ist die 
Summe je zwei einander gegenüberlie- 

ender Winkel = 2 rechten Winkeln, weil 
eren Centriwinkel zusammen 4 Rechte 
ausmacben. (Euklid, Satz 22.) 

19. Wenn in einem Viereck je zwei 
einander gegenüberliegende Winkel zu- 
sammen gleich 2A sind, so kann man 
einen Kreis darum beschreiben. 

Denn geseUt der Kreis (Fig. 777) ginge 
durch A, D und £ aber nicht dur^ B, 
sondern durch einen Punkt H oberhalb 
oder unterhalb B in AB, so würde nach 
dem vorigen Satz ^A + = zweien 

Rechten sein. Im ersten Fall aber wäre 
Z.H > B und im zweiten Fall Z ff < Z ® 
also Z. A + /.H entweder > oder <2fi. 

Anmerk. Man kann SaU 18 auch 
folgender Art ansdrücken: 

Die beiden Umfangswinkel in jeden 
swei Abschnitten, ans welchen ein Kreis 
besteht, sind zusammen = 2 Rechten. 

20. In einem oder in gleichen Kreisen- 
liegt die gröfsere Sehne dem Mittelpunkt 
näher als die kleinere. 

21. Wenn in einem oder in gleichen 
Kreisen eine Sehne entfernter vom Mit- 
telpunkt ist als eine andere, so ist die 
erstere kleiner als die letzte. 

Die Beweise dieser beiden Sätze sind 
einfach (s. den Art. , Chorde*, No. 3, 
pag. 22 mit Fig. 286). 

22. Zwei sich schneidende Sehnen hal- 
biren einander nicht. (Euklid, Satz 4.) 

33. Schneiden sich zwei Sehnen inner- 


halb des Kreises, so ist der von ihnen 
gebildete Winkel = der Summe, schnei- 
den sie sich aufserhalb, - der Differenz 
der beiden Umfangswinkel, welche anf 
den zwischen den Sehnen abgeschnittenen 
Bogen stehen. 

Beweis wie im Art. .Chorde*, No. 6 
mit Fig. 287 und 288. 

24. Schneiden sich zwei Sehnen nor- 
mal, nnd man zieht die vier Halbmesser 
nach deren Endpunkten, so emnzen sich 
die gegenüberliegenden Urnrnngswinkel 
gegenseitig zn zwei Rechten. 

Beweis im Art. .Chorde*, No. 7 mit 
Fig 289. 

25. Die anf einem Durchmesser in je- 
dem Endpunkt errichtete Normale hat 
nur diesen einen Punkt mit dem Kreis- 
umfang gemein, liegt mit allen übrigen 
Punkten aufserhalb des Kreises nnd ist 
somit eine Tangente an dem Kreis. 
(Euklid, Satz 16 ) 

Denn ist (Fig. 771) EG normal anf BE 
und man zieht ans dem Mittelpunkt C 
nach einem anderen dem Berührungs- 
punkt E noch so nahe gelegenen Punkt 
G in EG eine gerade Linie CG, so ist 
diese als Hypotenuse in dem reebtwink 
ligen tiCEG immer grölser als CE-, der 
Punkt G liegt also aufserhalb des Kreises. 

Der weitläufige Beweis von Euklid, 
Satz 16 ist nicht erforderlich. 

26. Eine Tangente steht anf dem durch 
den Berührungspunkt gezogenen Dnieh- 
messer normal. 

Denn gesetzt GE, (Fig. 771) wäre nicht 
normal EC, so fälle eine Normale CG 
auf EG. Dann ist Z.CGE=R, folglich 
in dem rechtwinkligen £,CEG die CE 
als Hypotenuse > Cu; da aber der Punkt 
G in der Tangente aufserhalb des Krei- 
ses liegt , so mufs CG > CE sein. 

27. Eine in dem Berührungspunkt anf 
einer Tangente errichtete Normale geht 
durch den Mittelpunkt. 

Denn ginge sie nicht durch C, Fig. 771, 
sondern etwa wie EO , und man zieht den 
Halbmesser CE, so ist nach dem vorigen 
SatzzC£C = A, also kann Z DKC nicht 
A sein. 

28 Zwei nicht parallele Tangenten an 
einem Kreis bis zu ihrem Dorchschnitts- 
piinkt verlängert sind gleich; die vom 
Durchschnittspunkt durch den Mittelpunkt 
gezogene gerade Linie ist normal auf der 
beide Berührungspunkte verbindenden 
Sehne uud halbirt sie. 

Denn denkt man sich (Fig. 775) rechts 
von AD eine zweite Tangente DB' so 
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ift i^DBM a weil DM = DM, 

BM = B'M aod ZB = ^B'zzR. Folglich 
in DB' = DB. 

Dl nnn anch ^DMB' = ^ DMB, so ist, 
«eon man BB' lieht und den Dnrch- 
Bchnittspankt zwischen DM und BB' mit 
B bezeichnet, MR=MR, mithin (:^BMR 
tt B'MR und hieraus BR = B'R und 
Z.BRM = ^B'RM=R. 

29. Treffen sich eine Tangente nnd 
Sehne in dem Berührungspunkt, so ist 
der Ton ihnen gebildete Winkel = dem 
Peripberiewinkel im gegenüberliegenden 
Kreisabschnitt. 

Beweis Torstehend, Euklid, Satz 32. 

30. Ist Ton den beiden geraden Linien 
DB nnd DF, Fig. 775, erstere eine Tan- 
gente, letztere eine Dnrchschnittslinie, 
so ist das Rectangel, welches Ton dieser 
Dnrchschnittslinie mit dem äufseren Theil 
derselben gebildet wird , gleich dem Qua- 
drat der Tangente. Also Fig. 775 : 

D«> = DF% DL = DAxDG=DJx DH 

Beweis; Euklid, Satz 36 mit Fig. 775. 

31. Der umgekehrte Satz Ton 30 mit 
Beweis s. Torstehend Euklid, Satz 37. 

33. Zwei Kreise, die einander schnei- 
den und die einander berühren haben 
keinen gemeinschaAlichen Uitteipnnkt. 

Euklid hat darüber 3 Lehrsätze: Zwei 
Kreise, die einander schneiden haben kei- 
nen gemeinschaftlichen Mittelpunkt (Satz 
5 mit Fig. 773) nnd: Zwei Kreise, deren 
einer den anderen inwendig berührt, 
haben keinen gemeinschaftlichen Hittel- 
pnnkt (Satz 6 mit Fig. 774). Dafs dies 
bei Kreisen , die sich auswendig be- 
rühren, der Fall ist, scheint ihm unnö- 
thig bewiesen zu werden. 

33. Zwei Kreise schneiden einander in 
nicht mehr als zwei Punkten. Beweis 
ist Torstehend in Enklid, Satz 10 mit 
Fig. 773. 

34. Wenn zwei Kreise sich schneiden, 
so steht (Fig. 782) die Centrale CC auf 
der gemeinschaftlichen Sehne AB normal 
nnd nalbirt dieselbe. 


Fig. 782. 



Denn ans AC= BC, AC = BC nnd 
CC* = CC hat man 

AidCC'ffiAßCC* 

Hieraus ^ ACC=^ BCC 
hierzu AC = BC, DC = DC gibt 
A/ICDßä AßCD 

worans ADciBD nni ^ADC=/^BDC=R 

35. Kreise berühren einander, sowohl 
innerhalb als aufserhalb in nicht mehr 
als einem Punkt nnd haben daselbst eine 
gemeinschaftliche Tangente. (Beweis, 
Euklid, Satz 13 mit Fig. 774.) 

36. Berühren zwei Kreise einander in- 
nerhalb oder aulserbalb, so trifft die Cen- 
trale den Berührungspunkt. (Beweis s. 
Euklid, Satz 11 nnd 13.) 

37. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise schneiden sich, wenn der Abstand 
ihrer Mittelpunkte kleiner ist als die Som- 
me ihrer Halbmesser oder grülser als die 
Differenz derselben. 

Denn im ersten Fall liegt jeder Mittel- 
punkt aufserhalb des zweiten Kreises, im 
zweiten Fall liegen beide Mittelpunkte 
in dem gröfseren Kreise; in beiden Fäl- 
len steht die Verbindungslinie der Mit- 
telpunkte (die Centrale) auf der gemein- 
schaftlichen Sehne normal und halbirt 
dieselbe. 

38. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise berühren einander in einem ein- 
zigen Punkt, wenn der Abstand ihrer 
Mittelpunkte gleich der Summe oder der 
Differenz ihrer Halbmesser ist. Sie ha- 
ben eine gemeinschaftliche Tangente, die 
im ersten Fall zwischen beiden Kreisen, 
im zweiten Fall auf einer Seite beider 
Kreise liegt, weil die Berühmng der 
Kreise im ersten Fall aufserhalb, im zwei- 
ten Fall innerhalb geschieht. 

39. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise liegen ganz auseinander, wenn 
die Centrale grüfser ist als die Summe 
der Halbmesser. Ist die Centrale kleiner 
als die Differenz beider Halbmesser, so 
liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb 
des gröberen. 

40. Wenn (Fig. 783 nnd 784) zwei 
Kreise einander berühren, nnd man zieht 
durch den Berührungspunkt zwei gerade 
Linien, welche jeden der beiden Umfange 
in noch einem Punkt schneiden, so sind 
die beiden Sehnen , welche diese Durcb- 
schnittspunkte Terbinden, einander pa- 
rallel. 

Denn in Fig. 783 sind DG und FH, 
in Fig. 784 AF und AD die beiden durch 
den Berühmngspunkt A gezogenen ge- 
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rsdtn linieB^ FD and OH die deren 
punkte verbindenden Sehnen. 


Fig. 783. 



Es ist also in Fig. 783 

^BAD = Z.AFD 
ZCAG = ^AHti 
Aber Z BAD = z CAG 
also auch ^AFD = Z.AHO 
folglich GH ^ DF 


Fig. 784. 



In Fig. 784 ist 

^BAG=zAHG 
/iBAF= ^ADF 
folgUch ^AHG = ^ADF 

und GH ^ DF 

41. Schneiden sich swei Sehnen, so 
ist das Rechteck aus den Abschnitten der 
einen Sehne mit dem Rechteck ans den 
Abschnitten der anderen gleich grofs. 
Beweis s. Euklid, Satz 35 mit Fig. 781, 
pag. 94 und Art. Chorde, No 11 mit Fig. 
887, Bd. II. pag. 24. 

_ 42. Schneidet eine Tangente eine ver- 
längerte Sehne, so ist das Quadrat der 
Tangente = dom Rechteck aus der gan- 
zen verlängerten Sehne und der Verlän- 
gerung. 

Beweis s. Euklid, Satz 3C mit Fig. 775, 
Mg. 94 und Art. .Chorde“, No. 11 mit 
Fig. 290, Bd. II. pag. 24. 


43. Schneiden sieh zwei Sehnen anfser- 
halb des Kreises, so sind die Rectangel 
aus jeder ganzen verlängerten Sehne und 
ihrer Verlängerung einander gleich. Be- 
weis im Art. .Chorde“, No. 11 mit Fig 
288, Bd. 11. pag. 24. 

9. Zu den Lehren der Geometrie ge- 
hören die Anweisungen zu Lösung geo- 
metrischer Aufgaben mittelst ZeicEonng, 
wie dies in dem Art. .Constructio- 
nen“, pag. 49, als Einleitung auseiuan- 
dergesetzt ist. Die Constructioneu l>e- 
ginnon daselbst mit denen aus der Ele- 
nientargeometrie und es sind für dieselbe 
135 Aufgaben gelöst. Diejenigen Auf- 
gaben, welche speciell auf den Kreis sich 
beziehen, fangen mit No. 29 au und zwar 
mit der einfachsten .Anfgabe: In einem 

egebenen Kreis eine Sehne von gege- 
ener Länge einzutragen. 

Die den Kreis speciell betrefienden Auf- 
gaben sind nun No. 29 bis incl. No. 41, 
No. 79 bis No. 81 und No. 135. Die Ver- 
zeichnung von regelmäTsigeu Dreiecken 
und Vielecken in und um einen Kreis 
zeigen No. 89 bis incl. 95. Von den 
übrigen Aufgaben sind No. 62 bis No. 64 
Construction von Vierecken in und um 
den Kreis, No. 70 bis No. 78 Construction 
von Dreiecken und Quadraten im Halb- 
kreis und im Quadrant; No. 89 bis No. 95 
'Construction regelmäfsiger Vielecke in 
und um den Kreis. Auch in dem Art. 
.Chorde“ mit 8 Figuren befinden sich 
Constructionen, welche die Chorde an sich 
und dieselbe in Zusammenhang mit der 
Tangente betreffen. 

10. Der algebraische Theil der Elemen- 
tarlehre vom Kreise ist in dem Wörter- 
buch schon in verschiedenen Artikeln 
behandelt Der erste Artikel darüber: 
Arcus, Bogen, Kreisbogen enthält 
die Auffindung der Verhältnifszahl n zwi- 
schen dem irrationalen Kreisumfang und 
dem rationalen Durchmesser und die 
Wertho von 71 , log im, lognu, jede in 
15 Decimalstellen angegeben. Ferner ent- 
hält er dio Eintheiliing der Kreislinie, 
die Auffindung der Bogen bei gegebenen 
Centriwinkeln mit Hülfe der trigonome- 
trischen Tafeln; Tabellen für Bogenlän- 
gen bei Centriwinkeln Seennde für Se- 
cunde und Uionte für Minute von 1 bis 
60 und Grad für Grad von 1° bis 360“. 
Ferner die Entwickelung von Reiben für 
die Länge eines Bogens bei gegebenen 
Sinns, Cosinns, Tangente, Cotangente, 
Secante, Cosecante. 

In dem Art. .Chorde“, No. 12 mit 
Fig. 293 sind Formeln gegeben für den 
Zusammenhang des Halbmessers der zu- 
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gehörigen Sehne, der za dem halben Bo- 
gen gehörenden Sehne, der Höhe des zur 
ganzen Sehne gehörenden Abschnitts und 
Anwendung auf dio ^nannten Stücke 
als Theile regelmäfsiger Kguren im Kreise. 
Der Art. „Halbkreis“ enthält diesel- 
ben Formeln für den Ualkreis. 

11. Geordnete iCnsammenstellun g 
der zum Kreise gehörenden Zah- 
len und Blemeiitarforraeln. 

Die Verhältnifszahl zwischen dem Durch- 
messer zum Umfang des Kreises ist 

1. 1 :rt = 1 ;3,U159 26535 89793 

2. /ojir TT = 0,19714 98726 94134 

3. logn n = 1,14472 98858 49400 

4. — = 0,31830 98861 83791 

71 

5. loa &r— = 9,50285 01273...- 10 

TT 

6. = 1,77246 38509 05516 

7. log br \ji = 0,24857 49364 

8 . ]/— = 0,56418 95835 47756 

9. loj5r|/i =9,75142 50636... - 10 

10. ,-r> = 9,86960 4401 0 89359 

11. los 4r .T* = 0,99429 97454 

12 — . = 0,10132 11836 42338 

n * 

13. log br^^ = 9,00570 02546 ... - 1 0 

t 

14. y ~ =0,80599 59770 

I 

15. los 1 t yy= 9,90633 28741 ... - 10 

Der Umfang des Kreises: 

16. 2^r = 6,28318 53071 795S6xr 

17. los 2,-ir = 0,798 17 98734... los r 
Der Umfang des Quadrant: 

18. 4.;rr= 1,57079 63268 ...xr 

19. los Jnr = 0,19611 98719. ..X/osr 
Der Inhalt des Kreises: 

20. nr» = 3,14159... xr> 

21. log = 0,99429 97454 ... los r 
Bei dem Centriwinkel = n 

22. Der Kreisbogen = — • irr 

o 

23. Die Sehne = 2r lin — 

24. Dio Höbe des Bogens = (l-ro« 


25. Der Kreisaasschnitt = 5-^ rrr* 

«>dU 

26. Der Kreisabschnitt = 


i 


(liV» 


27. Der concentrische Kreisring = 

n (Ä’ — r*) 

28. Das concentrische Ringstück = 


360' 


,rr(Ä>-r») 


Sind die in einen Kreis eingetragenen 
Linien, als Sehnen, Höhen, Al)schnitte 
statt in Zahlen gegeben zu sein mit Buch- 
staben bezeichnet, so erhält man noch 
folgende Formeln (Bd. II. pag. 23): 


29 


30 


AF-. DF=EF:BF 


oder AFx. BF= DFx £f} ^ 
AF-.BF=DF:AF 
oder AF^ = BFx.DF\ 


288 


,F|Fig-290 


Für den Halbkreis (Fig. 292) 

AE-.DE = DE-.BF.\ 
oder DE» = AExBEl 

AE-.AD = AD:AB\ 
oder AD> = AB>iAEi 

Wird Fig. 293 der Halbmesser AC = BC 
= r, dio Sehne AB = a für den Centri- 
winkel ACB = n, die Sohne AD =BD = t 
für den Centriwinkel ACD= 1«, die Höhe 
DE des Abschnitts ABD = h gesoUt, so 
erhält man 


33. a = — F4r’ — 4’ 

r 

34. 4* — 44 ’r* -1- o’r* = 0 

35. 4 = F2r* - r v/4r> — o* 

36. 4 = V'2ri = |/*’-l-(-^ ) 

»’■ ‘-s-f’-d)’ 

4* 

38. r = -==== 

p 44’ — o’ 

Setzt man n für |n, also Fig. 293, 
^ACD = ZBCD = a, so hat man 

39. .4ß = a = 2 rima = 24cos-^ 



40. BD = XD = 5 = 2rsiis-|- = iasee-^ 

12. Die in dem Art. „Arcus“, Ton 
No. 9 ab entwickelten Formeln für die 
Länge der Bo^n in Reihen nach den 
fortlaufenden Potenzen der trigonometri- 
schen Linien der Bogen sind: 

7* 
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41. = = » + 2:3*’ +27475**+ §7476.-7* +ä:4:6r8:9* +•" 

Du allgemeine (nte) Glied ist 

3-6.7....(2i»-3) 

2 . 4 . 6 ....( 2 it- 2 )( 2 i«-r)' 

[ 1 3 3»5 "1 

* + ^3 ^ ** + 2T4T6:^7 + -J 

43. dre (»} = *) = *■- 1**+ J*‘ - 4*’ + i'»’ + •••• *2»r^l ' 


2.4.6.S 

X* 1 

* 2 . 4 . 6 .. .. 2(it- 1) 


3^5-7.9 

ll -^xV 

' ■■■ 3 . 5 . 7 .. ..(2ii- 1) 

U-t-xV J 


4. ilrc (c»« = 4') = y-*+ ix*- 1*» + j*’ -.... 

= f -(^-i**+i*‘-i*’ + ...-) 


?L-ri + a^ + ?7*(.5’ V+ 1 

~T 1 +X*L +M+x*^3.5\l+«*/ + J 

45. >*rc(«c = x) = |--[-^ + ^— + 2 :^ 5 -+ ] 

*> - -^ + + FT475T* + •• • 

47. drc (fine = x) = y - [(1 - x) + ^^- 7 ^ + ^^TTr + •• ' '] 


Han kann ans einigen dieser Formeln setzt den Centriwinkel für x = SO°, dann 
•ine Reihe für den Werth von ti ent- ist nrc lin 30° = in nnd <in30°=i, mit- 
wickelu: Legt man Formel 41 in Grunde, hin 


9. 7T = 6[i 


+ « I 2-3 I g-3-5 . 

2 - 3-4* ^2.4>5. 8* 2 . 4 . 6 . 7 . 16 * 


(s. den Art. .Arena*, No. 17, A am 
Schlufs). 

Legt man Formel 43, 2 in Grunde, so 
hat man für den Centriwinkel von x 
= 46°! x = lx, ljx = l nnd 

) 

(s. den Art. ,Arcns“, No. 17). 

13. Der Art .Brennpunkte der Ke- 
gelschnitte*, pag. 420 mit Fig -257 
zeigt den Kreis als einen Kegels^nitt, 
nämlich als den mit der Grundebene 4= 
genommenen Durchschnitt EF eines Ke- 
gels, entwickelt aber für denselben keine 
Formel, weil der Kreis keinen Brenn- 
punkt hat. Wie aber für die übrigen 
Kegelschnitte, so gehört auch für den 
Kreis eine allgemein geltende Gleichung. 


Der Art. .Coordinaten*, pag. 132, 
gibt mit Fig. 613 die rechtwinklige Co- 
ordinatengleichnng des Kreises (des Kreis- 
nmfangs) 

j,*=2rx-x* 1 

oder v’-l-x* — 2rx = 0) ^ ' 

Die Gleichung ist aber eingeschränkt, 
nnd zwar deshalb, weil die Abscissenlini« 
der Durchmesser, ein Endpunkt desselben 
Anfangsuunkt der Coordinaten und diese 
rechtwinklig sind. 

Der Art. .Curren“, pag. 161 ent- 
wickelt gleich Anfangs mit Fig. 618 die 
Coordinatengleichung für den Kreis, wo 
die Abscisseulinie AX anfserhalb des 
Kreise.s liegt, die Doppelordinaten wie 
DE, DF scniefwinklig und der Anfangs- 
punkt A der Coordinaten ein willkübrli- 
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cker Pankt darin ist Man erhält dort die Gleichung : 

ft-ifx cot « + »’+ 2y (a cot a — b) — ia (a — b cot n)+ o* — 2a6 cos « + i’- r’ = 0 (2) 


Es wird aus dieser Gleichung festge- 
itellt, dsÜB die einfachste aller krummen 
Linien, der Kreis, schon durch eine qua- 
dratische Gleichung bestimmt «ird. Es 
ist also der Kreis säon eine Linie der 
saeiten Ordnung oder eine Curre der 
ersten Klasse tou der diesen Curren au- 
kemmenden allgemeinen Form 1 (Bd. II, 
pag. 172). 

aj’ + iyx + »• + <fj( -1- ex + ^ = 0 
Oder nenn man a = 1 seUt, oder wenn 
man die Gleichung mit <s diridirt und 
die übrigen Coefficienten als mit a diri- 
dirt beibebält 

J* + + cx* + djr + ex + 0 

Han erbilt ferner swei verschiedene 
Weitbe von y, einen für DE und einen 
für DF. 

A. Setst man a = 90°, dann sind die 
Ordinaten normal der Abscisse 
und man erhält aus Gleichung 2: 

+ x’ — 2&y — 2ax + o’ + ä’ — *■* = 0 (3) 

B. Setzt man nun in diese Gleichnng 
noch ä = r, so erhält man die Abscissen- 
bnie in den unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise und es ist; 

»• + x>-2ry-2«x + «> = 0 (4) 

C. Setzt man in Gleichnng 3 die Con- 
stante i = 0, so erhält man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C und die 
Gleichung 

j’ + X* — 2isx -I- a> — r* = 0 (5) 

D. Setzt man in Gleichnng 3 die Con- 
itante a = r, so erhält man dien Anfangs- 
pnnkt in der Projection des Scheitels J 
nnd die Gleichung 

y* + X* — 2iy — 2rx -p i* = 0 (6) 

E. Setzt man in Gleichnng 3 die Gon- 
stante a = 0 , dann erhält man den An- 
fangspunkt in der Projection des Mittel- 
pnuts nnd die Gleichung 

y« + x*- 24y-l-4>-r> = 0 (7) 

F. Setzt man in Gleichung 4 die Con- 
stante a=r, so hat man die Abscissen- 
linie in dem unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise nnd den Anfangspunkt 
A in der Projection des Scheitels J und 
die Gleichung 

!l‘-|-x«-2ry-2rx-(-r* = 0 (8) 

G. Setzt man in Gleichung 4 die Con- 
stante a = 0, dann hat man die Abscisse 
io den unteren Berührungspunkt und den 
Anfangspunkt in der Projection des Mit- 
telpunkts. Die Gleichnng ist 

y* + x«-2ry = 0 (9) 


H. Setzt man in Gleichnng 4 die Con- 
stante >t = r oder in Gleichung 6 die Con- 
stante 4=0, so hat man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C, den An- 
fangspunkt im Scheitel J nnd die Glei- 
chung 

y* -|- X* — 2rx = 0 

J. Setzt man in Gleichnng 6 die Con- 
stante 4 = r, dann hat man die Abscis- 
senlinie in dem unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise, den Anfangspunkt in 
der Projection des Scheitels J nnd die 
Gleichung 

y* -b X* — 2ry — 2rx + r’ = 0 

K. Setzt man in Gleichnng 6 die Gon- 
stante a = 0, so erhält man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C, den An- 
ftingspunkt im Mittelpunkt C nnd die 
Gltncnung 

y* d" X* ” r* = 0 

Kreit ln einem Beweii ist wenn das 
zu beweisende, mehr oder weniger ver- 
steckt, als bewiesen vorausgesetzt wird. 

Krell, Borda’scher, s. ,Borda- 
’scher Kreis*. 

Kreiubschnitt Erklärung, s. .Kreis *, 
No. 1. Formel für den Inhalt No. 11, 
Formel 24. 

Kreiunsschnltt. Erklämng,s. .Kreis*, 
No. 1. Bezeichnet man den Centriwinkel 
mit a, die Länge des Bogens mit 4, die 
Sehne mit e, so hat man den Inhalt des 
Ausschnitts J = 


360° 




Für o = 108° 36' 13" wird der Aus- 
schnitt durch die Sehne haibitt. 

KreltbeTeKnng, s. .Gentralbewe- 

gnng*. 

Kreisbogen, s. .Kreis*, No. 1 und 
die Formel No. 11, 20. 

Kreisebene, s. .Kreis*, No. l nnd 
die Formeln No. 11, 18 nnd 19. 

Kreislinie, s. v. w. .Kreis*; Formel 
s. Kreis, No. 11, 14 nnd 15. 

Kreisring und Ri ngstück,s. „Kreis*, 
No. 11, 25 nnd 26. 

Krfinunnnc ist die Abweichung von 
der geraden Achtung nnd die Krümmnng 
ist um so gröber nnd nm so kleiner, je 
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gröber nad je kleiner diese Abweicbnng 
i«t. 

Die Krömmang findet bei Linien und 
Fliehen sUtt; eine Linie, die gekrümmt 
ist, beibt eine krnmme Linie, eine 
Fliehe, die gekrümmt bt, beibt eine 
krumme Flaebe. Die Krümmung darf 
eich jedoch nicht auf oinielne Theile der 
Linie oder der Fliehe beschränken, so 
dab andere Theile derselben gerade sind ; 
der noch so kleinste Tbeil der Linie und 
der Fliehe darf nicht gerade sein. 

Linien, die nach einem Gesetz ge- 
krümmt sind heiben Gurren (s. d); 
Fliehen, die gekrümmt sind, kommen in 
der Geometrie nnr als Oberflächen vor. 

Das Maab der Krümmnng ist die Kreis- 
linie (der Krümmnngskreis) ron grö- 
feerem und ron kleinerem Halbmesser 
(Krümmungshalbmesser). Denn man 
kann eine sehr kleine krumme Linie mit 
einem Kreubogen vergleichen, wenn sie 
diesem so nahe kommt, dab weder eine 
anders gekrümmte Linie noch ein Kreis- 
bogen von kleinerem Halbmesser zwischen 
beide bllen kann, ohne dab er die eine 
oder die andere schneidet. 

Je kleiner der Halbmesser des Krüm- 
mungskrebes bt, desto gröber, und je 
gröber der Halbmesser, desto kleiner bt 
die Krümmung. 

, Der Krümmungsgrad einer Fläche wird 
in den Krümmungen von Durchsebnitts- 
linien gemessen, die durch dieselben in 
geraden Richtungen genommen werden. 

KrflmiMDgsbalbmeuer, s. d. vorigen 
und den folgenden Artikel. 

Krtmmniinkrels ist in der Cnrven- 
lehre ein sehr wichtiges Mittel für die 
Untersuchung der Curven in bestimmten 
Funkten nach verschiedenen Eigenschaf- 
ten hin. Wie derselbe dadurch gefunden 
wird, dab man seinen Halbmesser be- 
stimmt s. .Cnrvenlehre* 11., pag. 186. 
Die Cnrve, in welcher die Mittelpunkte 
der Krümmungskrebe aller auf einander 
folgenden Cnrvenpnnkte liegen, beibt die 
Cnrve der Mittelpunkte. Wie diese 

f efnnden wird, zeigt der Art. ,Curven- 
ehre* III. pag. 188; desgleichen die 
nächste Anwendung davon auf die Er- 
mittelung von Wende- und Rückkehr- 
punkten dieselbe pag. No. IV. 

Knunin bt nicht gerade. S. d. Art. 
^Krümmnng“. 

Krumme Unlen, Flfichen, die nach 
einem Gesetz gekrümmt sind. S. die 
Art. »Curven* und »Curvenlehre *. 

KraUBUpfei bt eine meebanbeho 


Vorrichtung, durch welche man vermöge 
einer um eine feste aber um ihre Axe 
drehbare Welle in Kreisbewegung befind- 
lichen Kraft eine Last mittelst einer 
Lenkstange in hin und her gehende ge- 
radlinige Bewegung versetzt. 

1. Ist (Fig. 785) C der Mittelpunkt der 
Welle und des Krummzapfens, CA die 
augenblickliche Lage des daran befestig- 
ten Arms, dessen Endpunkt A die Warze, 
an dieser die Lenkstange AB und an 
dieser wieder die gerade auf den Mittel- 
punkt C gerichtete Lastzugstange ange- 
oracht ^rner Q die Last, welche nach 
der Richtung BD, und Q' die Last, welche 
nach der Richtung DB widersteht, di« 
Kraft, welche fortdauernd auf die Warx« 
wirkt, und zwar in jedem Punkt des Krei- 
ses nach der Tangente gerichtet beim 


Fig. 785. 



Hernntergang, wenn die Last Q zu über- 
vrinden ist = P und beim Hinan^ng 
zu Ueberwindnng der Last Q' = P. Dann 
legen P und P jede den Umfang des 
Halbkreises als Weg zurück, wenn Q und 
Q' jede den Durchmesser durchläuft. 

Berücksichtigt man keine Nebenbinder- 
nbse, so ist nach dem Cartesischen Prin- 
cip: .Kräfte verhalten sich umgekehrt 
wie die zu gleicher Zeit von ihnen zu- 
rückgelegten Wege*. 

P-.Q = 2AC tn-AC 
2 

woraus P= — Q 

71 
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desgleichen P:Q' = 2AC ; n • AC 
«onns P =z — Q' 

71 

So dafs die für die Bewegung der La- 
sten Q + Q' die Kraft, welche fortdau- 
ernd thätig sein muls 

P+P'_ Q+Q’ 

2 7t 

and das mechanische Moment dieser per- 
manent erforderlichen Kraft, wenn v die 
Geschwindigkeit der Lasten Q nnd Q' 
bedeutet : 


2. Anfser dieser reinen Kraft und der 
reinen Last sind aber noch mehrere Ne- 
bennmstände vorhanden , welche als Wi- 
derstand Krattznschufs erfordern. Es sind 
dies die Reibungen der Zapfen in den 
Lagern der Kurbelwelle, die ungleichför- 
mige Geschwindigkeit der Kurbclwarze 
und der Zugstange, welche vom Maximo 
tum Minimo herab einen nachtheiligen 
Gang veranlassen, so dafs zur möglich- 
steu Ausgleichung dieser Unregelmafsig- 
keiten ein Schwungrad erforderlich ist, 
welches non durch seine Last wieder die 
Beibong vermehrt. 

Um nun die geeignete Dnteisuchung 
and eine diese Nebenhindemisse mit be- 
rücksichtigende Formel anftuBoden sei 
die Länge AC des Krummzapfens = r 
die Länge AB der Lenkstange = I. 

Die Kraft in der Krummzapfenwarze, 
nach der Richtung der Tangente wirksam, 
sei unveränderlich = P. 

Die oben gedachten nach BD nnd DB 
gerade auf C gerichteten Widerstände 
seien 9 nnd 

Die Masse aller in Bewegung behndli- 
chen Maschinentheile von dem AngrifTs- 

S nnkt der Kraft in der Maschine bis in 
en Krummzapfen und auf diesen in A 
reducirt sei = $. 

Die Masse , welche von der Lenkstange 
AB in Bewegung gesetzt wird und auf 
den Punkt B reducirt sei = C. 

In dem Augenblick, wo der Kmmm- 
zapfen um den Winkel q> von dem senk- 
rechten Stande CE ab sich gedreht hat 
nnd in CA sich befindet, sei die Geschwin- 
digkeit der Warze = ». 

Die Geschwindigkeit des Punkts B der 
Lenkstange in demselben Augenblick sei 

= IC. 

Der Winkel, den hier die Lenkstange 
AB mit der senkrechten Linie BD ba- 
det, sei xfi. 


Bezeichnet man die Spannung im Len- 
ker AB mit S, so wird anfser dem senk- 
recht aufwärts wirkenden Widerstand noch 
ein waagerecht wirkender gebildet nnd 
man bat die senkrechte Seitenwirknng 
S cot ^fi = Q (1) 

woraus S — — ^ (2) 

cot l)l 

Von der in A wirkenden Kraft P mufs 
nun ein Theil thätig sein, um diese Span- 
nung hervorznbringen , während der an- 
dere Theil derselben zur Bewegung der 
trägen Massen wirksam bleibt. Nennt 

man den ersten Theil von P=f, so müs- 

sen p nnd — mit einander im Gleieh- 

COI I// 

gewicht sein, beide müssen also gleiche 
statische Momente haben. Der Uebels- 

ann von nach der Richtung AB 

cot it/ ° 

thätig ist= CK= rtin CAK=rtin(ip + if>). 
Man hat also 


woraus p = Q • (4) 

Mithin ist der zweite für die trägen 
Massen tbätige Theil von P = 

( 5 ) 

^ cot <p 

3. Wenngleich P selbst in der Rnnd- 
bewegung als unveränderlich festgestellt 
ist, so ist aus den beiden Formeln zu 
ersehen, dafs die beiden Theile von P, 
in welche die Kraft P auf naturgemälsem 
Wege zertheilt wird, jede einzeln für sieb, 
veränderlich sind, indem sie von den ver- 
änderlichen Winkeln <p und ip abbangen 
und dafs sich beide in jedem Augenblick 
zu der unveränderlichen Kraft P gegen- 
seitig ergänzen 

Es ist daher die Bewegung des Krumm- 
zapfens eine ungleichförmig beschleunigte 


und verzögerte Bewegung und es finden 
daher auch die Formeln dafür ihre An- 
wendung. 

ft/’ 

Bd. I., pag. 358, Formel 10 ist 0=^C- 
Bezeichnet man mit P die KraR, mit 

p 

Jf die Masse , so ist G = g • die Qe- 

schwindigkeit C an dem Punkt B nach 
DB ist hier to, und t bleibe der Weg, 
der von Anfang der Bewegung an zu- - 
rückgelegt worden ist, so hat man für 
den vorliegenden Fall, wenn man noch 
D für if setzt, die in B abwärts wii- 
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kende Kraft, wenn der Krnmnuapfen in 
A gekommen ist 

< 6 ) 

and diese nach der Richtung BA der 
Lenkstange redacirt 

= (7) 

2g cos \p 

mithin nach der Richtung AP der Krumm- 
lapfenbahn normal CA gerichtet 

( 8 ) 

2j eotxp ^ ' 


Bezeichnet man den Weg der Krumm- 
zapfenwarze während derselben Zeit, also 
den Bogen EA mit X, so hat man nach 
demselben Gesetz zu Ueberwindung der 
trägen Hasse 9: 


8x 

2g 


( 9 ) 


Mithin nach 01. 6, 8 und 9 die für 
Ueberwindung der Widerstände ^ und 
Ct in .4 erforderliche Krall 

9u> 9» 

^ 2g co$<p ^ 2g ^ 


oder 

cot \p 


^ Oe 

2g cot ip 2g 


a<9 


welches die Fundamentalgleichung für 
die Bewegung des Kmmmzapfens ut. 

4. Dm diese Differenzialgleichung inte* 
griren zu können müssen alle einzelnen 
Differenziale auf dieselbe Unveränderliche 
bezogen werden. Der trigonometrischen 
Functionen weg en ist es am zweckmä- 
IsiOTten den Winkel ip als solche anzn- 
neWen. 

Zuerst ist AE = x = rq> 

X 9x 

hieraus r = — und 9* = rBoc oder ^ = r 

(jp 9ip 

, , . 0» 9» 9(p 1 9* 

f0lgUchg-^=g-.g^=-;:.g- (11) 

Der von der Zugstange BD zurückge* 
legte Weg s ist = AB + AC — BC. Denn 
beim Beginn der Bewegung war die Warze 
4 in £, der Punkt B also in dem Ab- 
stand AC -b AB von C und gegenwärtig 
in der Entfernung BC. 

Mithin s = 1 -b r - (1 cos cos g^) (12) 


und 


Hieraus = -b / si» -b riiiKy (13) 

d(f 0(f 

Ans dem AABC ist aber zugleich: 

AB : AC = s/it <p : tiM ij/ 
oder l:r = ttH(f : liit ip 

r 

woraus ttnip = -j- sm tp 
dip r 

dip r eotq> 

woraus = -r * — 7 

0(f' l cos ip 

Diesen Werth in Formel 13 subsÜtairi 

9* _ stn ip • cos <jD 

9qp cos ip 

9i sin {ff + «-) 

= r — 

Off cot ip 

siiifg-fi'O 1 9s 

woraus ~ ^ ™ ^ 

cot ip r o(p 


(U) 


- -b r siit (p 


oder 


(15) 


Ferner ist 


(16) 


8ie_9to 9(jp _ 1 9» cot tp 
9s 9(p 9s r sii*((jr -bV') 

Substitnirt man nun ans den Formeln 11, 16, IG die Werthe in die Gleichung 
10, so erhält man 

_ Q 9t _ w 9» , 0 9e 


. _ n + - ® . 

* r 9<p 2gr 9<)p 2gr 9<p 

Diese Gleichung integrirt gibt 

4gr {P(p — s^ = ic>D + c*$ -b Const. 




(17) 


Cm die Constante bestimmen zu können, setze die Geschwindigkeit der Warze 


I 

I 

I 

I 

I 

i 

i 

i 

i 

.1 




k». 
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in dem obersten Punkt E = c, so ist sn- 
cleich <jT = 0, w = 0, der Weg », den die 
ZogsUnge schon znrück gelegt hat, i = 0 
and man hat die Gleichung 
0 = c>^} + C 
woraus C = — c*^} 
daher die Integralgleichung vollständig 

djr^Pcf — = »•£!+(»• — (18) 

6. Bezeichnet man die Qescbnindigkeit 
der Warze, wenn sie von E über A, H 
nach 0 gekommen ist, mit c, , so ist 
cr = n, f = 2r, w = 0, und man hat aus 
rormel 18 

4jr(«P-20) = + (e,*-c>)?) (19) 

Diese Gleichung ist die Gleichung für 
die abwärts gerichtete Bewegung allein. 

Ans der für beide Bewegnngsrichtnn- 
na geltenden Gleichung 18 ist auch die 
Gleichung für die aufwärts von G über 
Fusch £ gehende Bewegung des Krnmm- 
upfeos SU finden, wenn man mit <p' den 
Bogen bezeichnet, der von 0 ans be- 
schrieben wird, statt Q den Widerstand 
Q' statt t den Weg <’ des anfsteigenden 
Gatters, statt e die Geschwindigkeit v', 
statt e in £ die Geschwindigkeit c, in Q 
and statt w die Geschwindigkeit lo, des 
Gatters setzt. Dann erhält man 

♦r s’)=*»,’ß+(»,’-c,’)55 (SO) 

and bezeichnet man mit c, die Geschwin- 
digkeit der Warze, wenn sie wieder in 
£ gekommen ist, so hat man 

4,r('»P-2(?’) = (<^.’ -'.*)? (81) 

6. Soll nun die Maschine im Behar- 
mngsatande bleiben, so mnfs die Ge- 
Khwindigfceit c, mit welcher die Warze 
wieder in E ankommt, der Geschwindig- 
keit c mit der sie in E die Bewegung 
begonnen hat, gleich sein. Denn wäre 
e, < c, so würde die Maschine immer 
langsamer im Gange werden nnd zum 
Stillstände kommen nnd würde c, > c, 
so würde sie immer schneller laufen. 
Setzt man demnach c, = o so hat man, 
Gleichung 19 nnd 2t mit einander ad- 
dirt 

8jr [nP-(P-|-0')] = O 
wonns rrP=(?-i-Ö' 

also P = (22) 

n 

7. Dm das Gesetz der Bewegung für 
alle Werthe von m ln Beziehung auf v 
ans Gleichung 18 bestimmen zu können. 


ist es erforderlich, die darin vorkommende 
Geschwindigkeit so der Zugstange durch 
V anszudrücken. Man betrachte daher 
den Bogen als eine Function der Zeit 
I, welche wahrend des Weges (p von A 
ans verflossen ist, so sind eben so die 
Geschwindigkeiten v nnd w nnd die Wege 
X und a Functionen von (, weil sie Func- 
tionen von (p sind. 

Da aber die Bewegung eine ungleich- 
förmig beschlennigte und verzögerte ist, 
so hat man, wie für die Formeln zu No. 3 
von 6 ab nach Bd. I, pag. 358, Formel 1. 

8a: 

*"8» 

Nun ut x(,EA) = r<p 
8x 8a> 

fblglich 

Eben so ist * = ^ (8^) 

Aber ans Gleichung 12 
a=l + r — l cot xfi — rciaatp (26) 
mithin 

8» , I • , , 8<p 

^1 = + '“" '^87 + 87 

Ferner ist (s. zwischen Gleichung 13 
nnd 14) 

siw tl>= ^ sin q> 

Daher diese Gleichung differenzirt 
Bl/: r bw 

~‘-^87 = T"*’’87 

D'/f r eotw dgp 

woraus st — -r * — . • st 
8t l cQ$\f/ 8t 

Diesen Werth in die Gleichung für 
^ gesetzt, gibt nach Bednction 

(26) 

8< cos \j) 8 < 

Diese Gleichung durch Gleichung 23 
dividirt gibt 

w _ lii» (y + ip) 

V coa ifi 

sin (ip + 0) 

worans «e = » • — (27) 

cosi/: 

Setzt man nnn in die Bedingnngsglei- 
chnng 18 für die Bewegung des Krnmm- 
zapfens die Werthe von s und «o aus Glei- 
chung 26 und 27 so erhält man 


4 jr [^Pip - (1 + r - / c»s y - r cos g:)J = (•> - e*) ^ -b ***^^,^ - »’ D 
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Hieraus e entwickelt 


ijr |^/’(^ — 0 - coi ^ [1 — coi 1^]) j + c’ ?i 


eo$ ^ip 


(S8) 


Das erste Glied des Zählers ist ein Pro- 
duct, die Klaramergröfse desselben «ine 
Differenz und die Bewepung des Krumm- 
zapfens Ton E bis (i kann nur dann statt 
finden, wenn die Differenz nämlich 

P<jp — 0 [^l-coi()r-l--|-(l-coii;,)j ( 29 ) 

für keinen Werth Ton <p = 0 bis w = n 
selbst einen so grofsen negatiren Werth 
erhält, dafs der ganze Zähler negatir oder 
0 wird. 

8. Um nun die Bedingungen aufzu- 
finden, nach welchen der Zähler immer 
gröfser als Null bleibt, hat man den Werth 
Ton if zu bestimmen, bei welchem die 
Differenz 29, der allein Teränderliche Theil 
des Zählers ein Minimum wird. 


Setzt man die Differenz 29 = z, so hat 
man daraus 

Nun ist Formel 14: ^ 

og> l cot ij> 

Mithin 

8* T, ^1 . , . , eo» c 

sin tf -1- sin ip • — - 
^ cot ip/ 

oder }■ (30) 

^_p_p»fe(<F-b^) 

b(p ^ cot ip 

Fur's Uaximum andMioimum hat nun 

Bs _ 

ö<p~° 




;:)) 


P tin (qt 4* . cot (D cot w 

woraus -yr — ■ — = ttn tp + iin \p — ^ = am ® -u »tn il» — ? — 

Q cotip ^ ^cotip )/i-^tiHl 

Don oben ermittelten Werth ffir sin i)> = -I. sin ip gesetzt, gibt 

j/l + ^sinvj [ 

Hieraus entsteht eine unreine enbisebe Gleichung, welche zum Probiren, auch 
wenn man das zweite Glied fortschafll, wenig geeignet ist. Nämlich 
/>-r> 

0*-P» 


(31) 


(32) 


sin *if -b 


2PQ 


• S ^ • , PP r. 

-s.nV--i««9P-l-2;äp = 0 


(33) 


Zweckmäfsiger ist es, die aus Formel 
30 entwickelte Gleichung 
P _ sin (y ip) 

Q cot Ip 
dazu zu benutzen. 

9. ln dem Ton mir Terfafsten Aufsatz 
.die Tortheilhafteste Einrichtung Ton Säge- 
mühlen* in Försters allgemeiner Bau- 
zeitung, 1846, pag. 141 ist durch Berech- 
nung ermittelt worden, dafs ohne Be- 
rücksichtigung der ad 2 dieses Artikels 
gedachten NeMnhindemisse das mecha- 
nische Moment der Last Q beim Nieder- 
gang des Krummzapfens und bei mittle- 
rer Geschwindigkeit Ton 4 Fufs beträgt 
12,914 Pferdekraft zu 500 (Pfund x Fuf§. 

Der Widerstand Q' beim Aufgang des 
Krummzapfens bei 4 Fufs Geschwindig- 
keit = 1,744 Pferdekiaft. 


P -b 0’ also in Summa 14,658 Pferde- 
kraft. 

Demnach beträgt Q — i^:£ll2i.300 
= 1614,26 Pfund. 

Und na(di Formel 22 

p 0 -b 0' 14,668 X 500 . „ 

P= =583,2223 Pfd. 


10. Setzt man non Torläufig den 
/^ip der Lenkstange mit der Schubstange, 
welcher bei möglichst langer Lenkstange 
nur sehr klein ist, = 0, so hat man für s 
Maximum und Minimum aus Gleichung 31 
P 

•'*<P = -Q (34) 

und es entsprechen zwei Bogen w zwi- 
schen 9 = 0 und (f = n belegen, aer Be- 
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lÜDgnDg, dafs aicb beide zu n ergänzen, 
dergestalt, dala wenn der eine Bogen 

^ - d gesetzt wird , der andere = -^+ ß 

wird. 

Geht man non znrück auf das Diffe- 
teoiial, Formel 30 

8s / . cot(f\ 

— = P - P ( ji» <)P + sin I// — - 1 
8(f « \ -r r 

so wird dies für i// = 0 
Jl = P-Psi»y 

Füi (f=~ — ß bat man dies zweite 
Dilerensial 

^^=_Pc<,s(f-/t) = -0.in^ 
Für = ^ +ß hat man es 

Ans diesen beiden zweiten Differenzia- 
len geht herror, dals für (pzi — — ß ein 

Haiimnm und für = ß ein Mini- 
mum entsteht, und folglich hat man auch 

n 

bei Berücksichtigung Ton \ß für ijp < -^ 


(35) 


ein Maximnm und für <p> ein Mini- 
mum als Werth der obigen Differenz. 

11. Ans No. 9 und Formel 34 bat man 
nähemngsweise 

583,82 

*’"'>^=r6i4,25 

woraus log sin qp = 9,5578616 — 10 
Fnr’s Minimum ist hiernach 
<f = 180° - 21° 10' 47" = 158° 49' 13" 
Nach Formel ist aber auch 
P _ sin(y-l- V») 

Q ~ coi \f) 
mithin also auch 

ggjg _ 

cos Ifl 

Nun hat man, um das richtige Mini- 
mum zu erhalten, auch das zu dem Win- 
kel qp gehörige tß mit in Rechnung zu 
bringen und nies ist nicht anders mög- 
lich als dnrch Probben. Mnn hat man 
No. 4 gefunden 

nn xfi = -j- nn q> 

und wenn man annimmt, dab der Enr- 
belarm r zu der Lenkstange / wie 1 : 6 
sich Terhält: sin il; = isin qp , so hat man 
die logarithraische Gleichung 

log sin ip = log sin tp — logS (37) 
Nun schreibe man für den Versuch die 
Torletzte Logarithmengleichnng 


log sin (qp — = 9,557 8616 — 10 -f log com \p (38) 

Setze für den ersten Versuch >p = 0, mithin co$ip = l and logcot\p = 0, so hat 
man ans der letzten Gleichung 

log sin qc — 9,657 8616 — 10 

Bierron (wegen Gleichung 37) log 6 = 0,778 1513 

Gibt log tin ip 8,779 7103 — 10 

woraus ip = a° 27' 10" 

Hieran den folgenden NäherungsTersneh angeknüpft in Folge von Gleichung 38: 
log COM ip = log com 3° 27’ 10" 9,999 2109 - 10 

Hierzu den ersten Summand (Gl. 38) 9,667 8616 — 10 

Gibt log sin (qp + ip) 0,557 0726 — 10 

woraus <p -f ip = 21° 8’ 22" und 168° 51’ 38" 

hierron ab ip 3° 27' 10" 

bleibt <p 155° 24’ 28" 

Für den zweiten Annähemngswersneh Von dem sin 24° 35’ 32" den log ge- 
hst man nun den Snpplementswinkel nommen, log 6 abgezogen gibt 
<f = 24° 35' 32". 

log sin tp und hieraus ip = 3° 68' 38" n. s. w. 

Endlich erhält man für qp = 154° 48' 28i|| 

das zugehörige ^ = 4° ■ 4 4J 
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Hieraus tp + tp= 158® öS’ 33” 

»-(<p +!/<)= 21® 7' 27” 

log «in (cp + »p) = 9,656 7730 — 10 
logcoKfi = 9,998 9046 — 10 
Differenz = 9,557 8685 — lÖ 
welches gegen den Gleichung 36 gegebe* 
neu Logarithmus nur in den beiden letz- 
ten Decimalstellen differirt. Das Mini- 
mum des Teränderlichen Zählers in der 
Bedingungsgleicbnng 28 £ndet also statt 
bei 

(f = 154® 48’ 28*" 

i//= 4® 4’ 4J" 

In der Teränderlichen Klammergrölse, 
01. 28 ist nun 

P= 583,2223 Pfd. 

' 164® 48’ 28*” 

= 180^--'*= 

Hieraus 

P(p= 1576,7600 Pfd. 

co»i/> = co»4®4’4*” = 0,99748 

1 - CM V» = 0,00252 

— = 6 

r 


hieraus (1 - co« v>) 


— CO» qp = 

1 = 


= 0,01612 

-f- 0,90488 

1 

Summa 1,9200Ö~ 
1614,85 


(? = 

mithin 

1,92 x(?= 3099,36 

folglich die Klammergiolse 

P<jp — 9 J^l — CO« qp -1- (1 — CO« v>)J 

= 1576,76 - 3099,36 = - 1522,61 

12. Die Bewegung der Maschine ist 
demnach fSr die ersten beiden Quadran- 
ten anfser allem Zweifel gesetzt, wenn 
4jr X 1622,61 < c*fl. 

Die mittlere Qeschwindigkeit in BD 
ist = 4 Puls festgesetzt (s. No. 9); die Qe- 
schwindigkeit der Warze im Mittel 4>*n 
= 27t. Nimmt man demnach die Qe- 
schwindigkeit c nur = dieser mittleren 
Qeschwindigkeit 2n = 6,2832 Fnfs, r = 7 
Zoll = Kufs, und da y = 15* Fufs, so 
hat man die Bedingung: P> 1406 Pfund. 

Diese Bedingung aber genügt nicht 
für die Praxis, der Unterschied zwischen 
dem natürlichen Maximum und dem na- 
türlichen Minimum während der Bewe- 
gung des Ernmmzapfens darf höchstens 
]>y der mittleren Geschwindigkeit sein. 


13. Es ist alM der Winkel qp für das 
Maximum des Zählers zn bestimmen. 

Ans den zweiten Differenzialen von s, 
No. 10 ist für'a Maximum der Differenz 
im Zähler erkannt, dals qc < als sein 
mufs. Nimmt man zum ersten Versnch 
denselben für's Minimum, 

Nämlich qp + ^ = 21® 8’ 22’’ 
hiervon i/< =3® 27’ 10" 

bleibt qp = 17° 41’ 12" 

Hiernach log tinip = 9,482 6040 — 10 
hiervon log 6 = 0,778 1613 

bleibt log «in ip = g,704 4627 — 10 

hieraus ist ■/> =2® 54' 9" 

Hierzu qp = 17® 41' 12” 
gibt qp -f- :/» =20° 35’ 21" 

Fährt man so fort , so erhält man für's 
Maximum der Differenz des Zählen For- 
mel 28 

V/= 2® 58’ 45,3" 
qp = 18® 10’ 13,75” 

Nun ist P= 683,8223 Pfd. 

18®10’13,76’’ 

<P = j85ö^— 71=0,3173 

*1“ P<)C= 185,05643 

= 0,99865 

daher 

1 - CO« qp = 0,00135 

I 

T= 6 

daher 

(l-co«qp) = 

— CO» qp = 

daher 

1 — CO« qj = 

Q = 

also 0,05797 x 1614,25 : 

Mithin 


0,00810 
- 0,95013 

0,05797 

1614,25 

93,57807 


pqp- e[i- 


co« qp + -jp (1 - CO« ip) 


= -1-278,6345 

14. In der Bedingnngsformel 28 ist 
der Nenner ebenfalls eine veränderliche 
Oröfse und demnach wären mit dem Ha- 
ximnm und Minimum des ZäMen nicht 
auch für e diese der Fall. Dagegen ist 

nach Formel 31 gerade für's Maximum 

und Minimum ^ also con- 

co» ijj Q 

stant, und man kann den Zähler schrei- 
ben: 


Mi)'^ 
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Damnach liat man Formel 88 in sebrelben 


Agr [P(jp - q{i — eo» qp + -^ [l — CO» V*]) J + c’ • ^ 



Nan iat die Klammetgröfie des Zählers (s. No. 11 und 13) 
für’s Xinimum = — löö8,61 
fär's Maximum = + 278,6345 
e ist nach No. 18 = Sn = 6,2838 

Q kann bei der Sagemühle 200 Pfund betragen. 

Ilemnach ist fnr's Minimum 

, - 4 • 15J • * . 1552,61 + 6,2832»- ® - 55511,82 + 39,4786 - * 

** ~ 51+0,13054 x 200 ~ 51 + 26,108 

fär’s Maximum 

, _ 4 - 16* • A • 278,6345 + 6,2832» - 51 10158,55 + 39,4786 • 51 

' $ + 0,13054 X 200 “ $ + 26,108 


15. Man ersieht, dafs bei den übrigen 
durch Zahlen festgestellten Qrölsen die 
Oeschsrindiekeiten nur noch von der 
Gröfse $ der Masse abhaogen, welche 
von der Krummzapfenwarxe ab durch die 
Maschine bis zum AngritTspunkt der be- 
wegenden Kraft hin vorhanden und ver- 
theilt sind. Bei der oben gedachten Sä- 
mfihle ist $ auf 1406 Pfund im Minimo 
rechnet, nämlich in der Art, dafs e im 
Minimo gerade = 0 wird. Bei jeder Er- 
höhung von $ erhält e einen positiven 
Werth. 


Bei $ = 1406 erhält man also 
V im Minimo = 0 
o («j.) im Uaximo = 6,7 Fufs. 

Es sind nun diese Geschwindigkeiten 
in der Praxis nicht anwendbar; man er- 
sieht aber ans den Formeln für e„ 
und e^, dafs durch Vergröberung von $ 
e„ zunimmt und v^. abnimmt. Augen- 
scheinlich hat man dies, wenn man den 
gegen $ sehr geringen Summand 26,108 
im Nenner fortläbt. Dann entsteht 


= + „d ,,. + !£!»“ + 39.47.6 


Es ist daher möglich, für jeden belie- 16. Hiermit ist gezeigt, wie man 
bigen Unterschied c^ — e, (nur für e^ = »„ die Gröfse der Schwongmasse für 
nicht) die Gröbe von $ zu finden. Bei eine anszuführende Maschine fin- 
lUAeMnen soll nach No. 12 der Unter- wenn diese durch einen 

schied nur ^ der mittleren Geschwin- Krönimzapfen betrieben werden 
digkeit betragen; d. h. in diesem Falle 


6,2832 

e — V = ~ — = 

» 20 


0,31416 Fnb. 


Nun ist zugleich 
, , 65670,37 „ . r 

•' -’* =$-+ -267108 
Die zweite Gleichung durch die erste 
dividirt gibt 

. 212217,88 „ , 

$ + 26,108 *■ 


Es ist aber 

•^ + = 2 X 6,2832 = 12,5664 Fufs. 

Hierans $ = 16861,6 Pfund 


Hat man in dem vorliegenden speciel- 
len Fall die schon vorhandene Masse $ 
berechnet, so bt das erforderliche Ge> 
wicht der auf die Warze A, den Angriflis- 
punkt der Kraft, noch einzubringenden 
Schwungmasse = 16861,6 — $ Pfund. 

Die einer Maschine noch erforderliche 
Masse wird in den bei Weitem meisten 
Fällen als Schwungring an Armen, 
Schwn ngr ad genannt, eingerichtet und 
zwar dem Angrifbpunkt A der Kraft mög- 
lichst nahe, also auf der Kurbelwelle C. 
Die Reduction in Betretf der verscbiede- 
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nen Halbmesier geiehieht nach dem Ver- 
hältnifa deren Quadrate. lat $ die ala 
Schnungring aniubringende Hasee, der 
Halbmesser des Ringes = R , der Halb- 
messer AC des Knrnelarms = r, so ist 
die in A erforderliche Hasse $ als 

Schwnngring angebracht = ^ ' V- 

In der vorstehend zn Grunde gelegten 
Sägemühle ist die überhaupt in A erfor- 
derliche Hasse 16861,6 Pfund, die in den 
Haschinentheilen vom Wasserrade ab bis 
zum Punkt A befindliche Hasse ist er- 
mittelt 5194,6 Pfund, also ist die in A 
noch hinznzufügende Hasse 1 1667 Pfund. 
Der Kurbelarm beträgt 7 Zoll, deräufsere 
Halbmesser des Schwungringes ist 30 Zoll, 
der innere 35 Zoll, fol^ich ist die erfor- 
derliche Hasse im Schwungringe 

= . 11667 = 749 Pfund. 

i(30> + 25*) 

Beim Aufgange der Warze ans dem 
untersten Punkt über F nach E ist ziem- 
lichLeergang;dieKraftPwirkt gleich- 
förmig, mithin mufs die Geschwindigkeit 
von 0 über F nach E immer schneller 
'gehen nnd es kann in diesen beiden Qua- 
dranten, dem dritten nnd dem vierten, 
weder ein Haximum noch ein Hinimum 
entstehen. Ks ist aus diesem Grunde 
mit dem ersten und dem zweiten Qua- 
dranten die Untersuchung über die Theo- 
rie des Krummzapfens geschlossen. 

tiTSUUt sind regelmäfsig gebildete 
Fossilien, die immer von geradlinig be- 
grenzten Ebenen umschlossen sind. De- 
ren Kenntnifs bildet eine eigene Wissen- 
schaft: die Krystallographie. 

Han hat sich die Krystalle, wie das Eis 
beim Gefrieren aus Wasser, aus fossilen 
Flüssigkeiten durch Wärme -Entziehung 
entstanden zu denken, so wie noch heut 
Krystalle aus künstlich concentrirten Lau- 

§ en durch Abkühlung hervorgebracht war- 
en. 

Je nach der chemischen Beschaffenheit 
des Fossils jteschieht die geradlinige Bil- 
dung des Krystalls, wie man diese bei 
der Eisbildung beobachten kann, nach 
verschieden gelegnen Axenrichtnngen, 
um die sich Fläzen grnppiren und an 
Zahl, Form nnd Dimensionen verschiede- 
nen Begrenzungsebenen (Flächen). Diese 
Flächen sind entweder alle congruant 
(gleich) oder paarweise gleich und so ge- 
gen einander gmppirt, dafs durch Ebenen, 
ln gewissen Richtungen genommen, der 
Krystall in zwei congruente oder sym- 
metrisch gleiche Körper getheilt werden 
kann. 


Die Umfassnngswinkel der Flächen 
(Flächenwinkel) und die Kanten je 
zweier zusammenstofsenden Flächen sind 
scharf ausgebildet, die Flächen .selbst meist 
glatt, oft glänzend und der Krystall nach 
den Richtungen der Flächen in ebenen 
Flächen spaltbar, was in der oben ge- 
dachten Bildungsweise seinen Grnnd hat. 

Fossilien, welche die Gestalt eines Kry- 
stalls angenommen haben, heilsen kry- 
stallinisch, krystallisirt; sie Im- 
sitzen die Eigenschaft der Spaltbarkeit 
in geraden glatten Flächen, es fehlt ihnen 
aber die äufsere Krystallgestallt, was je- 
denfalls in mechanischen Natur- Einwir- 
kungen liegt, denen der ursprünglich als 
Krystall bestandene Körper von Aufseu 
nach Innen unterworfen gewesen ist. L'n- 
krystal lin isch heifsen Fossilien, die 
weder eine äufsere Krystallgestalt noch 
Spaltbarkeit in geraden Flächen besitzen. 

Kryst&Udrau ist eine nnregelmälsige 
Krptallbildung, die darin besteht, dals 
mehrere Krystalle auf einer gemeinschall- 
lichenUnterlage zusammengewachsen sind. 

KrystaUgrnppe bildet eine Anzahl von 
frei ausgewachsenen Krystallen, wenn sie 
neben einander liegen, so dab sie sich 
gegenseitig unterstützen. 

Kryztallisatiolusystem ist für die Kry- 
stallograpbie das, was das System in je- 
der anderen Wissenschaft ist: die der 
Natur deren Gegenstände angemessene 
Eintheiinng nnd Zusammenstellung der 
Lehren darüber zu deren möglichst ge- 
nauer nnd umfassender Kenntnifsnahme. 

Die Krystallographie hat die gröfste 
Verwandtschaft mit der Stereometrie, der 
Lehre von den begrenzten körperlichen 
Räumen und deren Theile in Lage und 
Gröfse. Bei der Krystallographie kommt 
noch der Stoff mit seinen physikalischen 
Eigenschaften hinzu, von dem die Ste- 
reometrie ganz absieht. In Betreff der 
Körperformen ist zwischen beiden Wis- 
senschaften der Unterschied, dafs die Ste- 
reometrie die Formen aus der Vernunft 
selbstständig construirt, während die Kry- 
stallographie nur die Körper von denje 
nigen Formen betrachtet, die in den von 
der Natur uns gegebenen Krystallen wirk- 
lich dargeboten werden. 

Die Krystalle sind nur solche Fossilien, 
die von ebenen geradlinig begrenzten 
Flächen symmetrisch begrenzt werden 
und deren Hassentheile durch und durch 

g erade nnd ebenflächig angeordnet sind. 

>ie Krystallographie schliefst also alle 
runden Körper, die KumI, das Ellipsoid, 
ebene Körper mit W'ölbangeo u. s. w. 
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■ 08 . Ferner liesen sieh offenbar nnsäh- 
li|^ solcher Körper mit nnzähligen in- 
neren Hassen -Änordnnngen denken; da- 
gegen ist die Krystallographie eine Na- 
tnrwissenschaft nnd nimmt nnr, wie eben 
erwähnt, diejenigen Formen in ihre Wis- 
senschaft anf, welche in den Krystallen 
von der Natur gegeben sind. 

Zu diesen gehören die in der Stereo- 
metrie bekannten regelmSrsigen Polyeder; 
aber anch Polyeder mit symmetrisch an- 
geordneten OMrflächen, welche die Ste- 
reometrie nicht betrachtet. 

Der allgemein durchgreifende Character 
der Krystallformen ist der des denkba- 
ren Vorhandenseins von Azen, symme- 
trisch' XU einander liegenden Körperdia- 

K nalen; und wie die Stereometrie ihr 
hrsyatem nach den in der Planimetrie 
Torkommenden Ebenen als Körperbe^en- 
xnngen anfstellt und Prismen, Pyramiden, 
ferner die Umdrehnngskörper, den Cylin- 
der, den Kegel und endlich die Kugel 
betrachtet, so hat die Krystallograpnie 
Azensysteme. (S. die Art.: ,Azen- 
systeme der Krystalle, Basis der 
Krystalle, Flächen eines Kry- 
stalls, Kanten“ u. s. w., in welchen 
das hierher gehörige Wissenswürdigste 
angegeben ist. 

Ka^el ist ein Körper, dessen Oberfläche 
die Eigenschaft hat, dafs alle Punkte der- 
selben Ton einem innerhalb des Körpers 
befindlichen Punkt einerlei Abstand ha- 
ben. Die Begrenznngsfläche heifst Kn- 
gelfläche, jener innere Punkt der Hit- 
telpnnkt der Kugel. Jede gerade Ver- 
bindungslinie des Mittelpunkts mit ir- 
gend einem Punkt der Oberfläche heifst 
der Halbmesser, Radius der Kugel. 
Jede durch den Mittelpunkt geführte Ver- 
bindungslinie zweier Punkte der Ober- 
fläche ist ein Durchmesser, Diame- 
ter der Kugel. 

I. Oberflächenbestimmung. 

8. Der Durchschnitt der Kngelfiäche 
mit einer Ebene ist ein Kreis. 

Es sei ABGF die Kngoloberfläche, de- 
ren Mittelpunkt C, A6E eine Durch- 
schnittsebene. Fälle das Loth CD auf 
die Ebene, ziehe Ton zwei beliebigen 
Punkten A, E des Umfangs nach C und 
D gerade Linien, so ist AC = EC, weil 
beide Halbmesser sind. 

Nun ist Z. CDA = Z CDE = R 
CD = CD 

daher ^CDA^ ^^CDE 
woher AD=ED 

Dasselbe gilt von allen übrigen in dem 


Kugel. 

Umfkng Aff £ liegenden Punkten, sie He- 
gen also sämmthch in gleichen Abstän- 
den = AD = ED von D, mithin ist ABE 


786. 



eine Kreislinie und D deren Mittelpunkt. 

3. Ebene Durchschnitte einer Kugel, 
die einen gleichen Abstand Tom Mittel- 
punkt der Kngel haben, sind gleich. 

Denn sind die Abstände CD und CD 
der beiden Durchschnitte ABE nnd FGJ 
einander gleich, so hat man noch Zf^HF 
=ZCDA = B,CF=CA also ACf/fa; CAD 
nnd hieraus FH = AD, mithin sind die 
beiden Kreislinien einander gleich. 

4. Dnrcbschnittsebenen in einem Kreise, 
die ungleiche Abstände Tom Mittelpunkt 
der Kugel haben, sind ungleich, und zwar 
ist derjenige Durchschnitt der gröfsere, 
dessen Ebene dem Mittelpunkt näher 
liegt. Durchschnitte durch den Mittel- 
punkt der Kugel genommen sind einan- 
der gleich und gröfser als jeder andere 
durch die Kugel gelegte Kreisdurchschnitt. 

Denn ist CH < CD , so ist noch CF = 
CA, zCHF = ZCDA= R, mithin ist in 
den Dreiecken CFH nnd CAD die Seite 
FH>AD. 

In jedem der bis hierher betrachteten 
anfsernaib des Mittelpunkts C liegenden 
Durchschnittskreise ist der Halbmesser 
kleiner als der Kugelhalbmesser. Mithin 
mufs der durch den Mittelpunkt gelegte 
Kreis von dem Halbmesser der Kngel 
der gröfste sein. 

5. Erklärungen. A. Jeder durch 
den Mittelpunkt einer Kngel liegende 
Kreis heifst ein grölster Kreis, jeder 
andere Dnrchschnittskreis heifst ei n klei- 
nerer Kreis; Dnrchschnittskreise einer 
Kugel, die 4= mit einander laufen, heifsen 
Parallelkreise. Derjenige Durchmes- 
ser, der auf einem System ron Parallel- 
kreisen normal steht, der also sämmtlicbe 
Mittelpunkte der Parallelkreise triill, heifst 
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eineAze der Kogel, die Endponkt« die- 
ler Aze heiüieo Pole des Kreises. 

B. Der Theil der Kngeloberfläche , der 
Ton zwei halben gröDsten Kreisen be- 

f renzt vird, heilst ein sphärisches 
w ei eck. 

Der Theil der Kugeloberfläche, der Ton 
drei , Tier n. s. fort mehreren Bogen gröfs- 
ter Kreise begrenzt wird, helfet ein sphä- 
risches Dreieck, Viereck u. s. f. 
sphärisches Vieleck. 

Die Bogen , welche die Zweiecke, Drei- 
ecke, .... Vielecke begrenzen, heiben die 
Seiten der Zweiecke, Dreiecke u. s. w., 
und die Winkel, welche die Tangenten 
dieser Seiten in deren gemeinschaftlichem 
Durchschnittspnnkt mit einander bilden, 
heifsen ihre Winkel. 

G. Eine die Kngelfläche schneidende 
Ebene theilt dieselbe in zwei Theile, de- 
ren jede eine Calotte oder Zone mit 
einem Endkreise keifst. Der gröfste 
Abstand der Punkte einer Calotle Ton 
der Ebene ihres Endkreises heilst die 
Höhe der Calotte. 

D. Der zwischen zwei Parallelkreisen 
begriffene Theil einer Kugelobcrfiäche 
helfet eine Zone mit zwei Endflächen 
oder Zone schlechthin; der Abstand bei- 
der Endebenen ist diellühe der Zone. 

E. Jede durch den Mittelpunkt der Ku- 
gel gelegte Ebene theilt die Kugelfläcbe 
in zwei congruente Hälften; jede dersel- 
ben heifst daher die Ilalbkugelfläche. 

F. Eine Ebene, welche mit der Kugel- 
iläcbe nur einen Punkt gemein hat, heifst 
eine Berührnngsebene der Kugel. 

6. Zwei sphärische Zweiecke auf der- 
selben Kngelfläche sind gleich, wenn ihre 
Winkel gleich sind, und überhaupt Ter- 
halten sich die Ebenen Ton Zweiecken 
anf derselben Kugel wie die ihnen zu- 
gehörigen Wickel. 

Denn der Winkel eines Zweiecks ist 
der Neigungswinkel der beiden Ebenen, 
in welchen die dasselbe einschlielsenden 
Halbkreise liegen. Bei gleichen Neigungs- 
winkeln lassen sich also die beiden Ebe- 
nen des einen Zweiecks so anf die des 
anderen legen, dafs sie sich decken, wo 
dann auch alle Punkte der Zweipcke auf 
einander fallen müssen , weil sie alle von 
dem gemeinschaftlichen Mittelpunkt der 
Halbkreise gleichen Abstand haben. Hier- 
aus folgt denn auch die zweite Behaup- 
tung aus dem Art. , Ebene“, Satz 21, 
und dem Art. .Flächenwinkel“. 

7. Stehen die Ebenen zweier grölsten 
Kreise einer Kugel auf einander normal, 
so bilden sie Tier congruente Zweiecke 


auf der Kngelfläche, die zusammen diese 
Kugelfläche ausmachen, so dafs jedes 
dieser Zweieeke der Tierte Theil der Ku- ' 
gelfläcbe ist. Nun ist der Winkel eines i 
jeden Zweiecks ~ R = 90°, jedes sphäri- 
sche Zweieck ist aber derselbe aliquote 
Theil der ganzen Kugeloberfläche, der 
sein Winkel Ton 360° ist. Bezeichnet 
man also mit F den Inhalt des rierten 
Tbeils der Kugeloberfläche, mit f den 
Inhalt eines Zweiecks Tom z.«, so ist 


8. Wenn man anf die Ebenen tou 4 
leichen Zweiecken, Fig. 791, normal durch 
en Mittelpunkt der Kugel eine Ebene 

BGDE legt, so werden sämmtlicbe vier 
Zweiecke halbirt , und es entstehen acht 
gleiche sphärische Dreiecke, Ton welchen 
jedes drei Quadranten zu Seiten und drei 
rechte Winkel hat, und jedes hat zur 
Oberfläche | der ganzen Kngeloberfläche. 

Läfst man zwei Ebenen BGDE nnd 
AGFE dieser acht Dreiecke in ihrer recht- 
winkligen Lage und dreht die dritte Ebene 
ABFE um den einen ihr zugehörigen 
Durchmesser AF anf der diesem Durch- i 
messer normalen festen Ebene BODE 
herum, so entstehen durch diese Drehung i 
Dreiecke, in welchen je zwei Winkel bei 
B, G, D, E rechte bleiben und deren 
dritte bei A und F mit der Drehung rer- i 
ändert werden; ferner bleiben zwei Sei- i 
ten in jedem der acht Dreiecke Quadran- 
ten, die dritten Seiten in BGDE werden 
mit den ihnen gegenüberliegenden Win- 
keln geändert, nnd diese Winkel und 
Seiten nnd die Flächenränme der Drei- 
ecke bleiben unter einander in gleichem 
Verhältnifs. 

9. In einem sphärischen Dreieck be- 
tragen zwei Seiten zusammen genommen 
mehr als die dritte Seite, wenn nicht der 
dieser dritten Seite gegenüberliegende 
Winkel grüfser ist als 3 Rechte. 

Denn es sei ABD, Fig. 787, ein sphä- 
risches Dreieck, C der Mittelpunkt der 
Kugel, ziehe die drei Halbmesser CA, 

CB, CD, so bilden diese ein Körperdrei- 
eck, deren Seiten die zu den Bogen AB, 

AD, BD gehörenden Mittelpunktswinkel 
sind. Bei gleichem Halbmesser verhal- 
ten sich aber die Bogen wie die zugehö- 
rigen Centriwinkel. Man hat demnach 

AB.AD-. BD= zACB- ZACD-.ZBVD 
folglich ist auch 

AB:AD+BU = zACB:ZACD + zBCD 

In jedem Körperdreieck ist aber die 
Summe zweier Seiten grölser als die 
dritte Seite (Nu. 15, pag. 44} 
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Mglich Ut ^ACD + ^BCD>ZACB 
daher loch Al)+BD>AB 

Dafs dies nicht statt 6ndet, wenn 
^BDA>2R, s. No. 8. 

IO. Die küne.ste Lioje, die sich zwi- 
schen awei Punkten der Kugelnberfläcbe 


Fig. "87. 



auf dieser ziehen läfst, ist der Bogen 
eines grüfslen Kreises, der durch diese 
Punkte geht. 

Denn es sei ADB der Bogen eines 
gröfsten Kreises zwischen den auf der 
Kugelfläche vom Mittelpunkt C befindli- 
chen Punkten A und B. Wäre nun ein 
^derer Bogen auf dersellwn z. B. AEB 
die kürzeste Linie zwischen A und B, 
so führe man durch irgend einen Punkt 
R dieser Linie und A und B zwei gröfste 
Kreisbogen AHE und BJE, so ist nach 
dem Torigen Satz Bogen AHE Bogen 
BJE > Bogen ADB. 

Macht man also AD = Bogen AHE 
und man dreht den zwischen den Bogen 
AHE und AEE befindlichen Ausschnitt 


Fig. 788. 



um den llalbuiesser AC so lange hcrnni, 
bi.« der Bogen AHE in die Richtung /U)B 
ßUt, so deckt der Bogen AHE den Bu- 
gen AD, weil beide Reiche llalbuiesser 

haben. 

Dreht man eben so den Ausschnitt 
zwischen den Bogen ECB und EJB um 

IV. 


den Halbmesser CB bis Bogen BJE in 
die Richtung BDA fällt, so deckt aus 
gleichem tirunde der Bogen BJE TOn B 
aus einen Theil des Bogens BDA. 

Da .aber Bogen AHE + Bogen BJE 
> als Bogen ADB, so fällt der Pnnkt E 
über D hinaus nach A hin, und wenn 
man die Drehung weiter fortsetzt bis ein 
Pnnkt 0 des Bogens BGE in D fällt, 
so würde ein kleinerer Bogen (AE+BG) 
als AEB die kürzeste Linie zwischen A 
und B sein, welches der Voraussetzung, 
dafs Bogen AEB die kürzeste Linie ist, 
widerspricht. 

Ks ist demnach der Bogen eines grüfs- 
ten Kreises die kürzeste Verbindungslinie 
zwischen zwei auf der Kngeloberfläche 
beündlirhen Punkten. 

11. Dnrch jede zwei auf einer Kngel- 
oberriäcbe ’ bemidliche Punkte läfst sich 
ein gröfster Kreis legen, zwischen beiden 
Punkten liegen also zwei Bogen eines 
gröfsten Kreises. Sind diese ungleich, 
so ist der kleinere die auf der Kngel- 
oberflache zu verzeichnende kürzeste Li- 
nie zwischen den beiden Punkten und 
heifst der Abstand derbeiden Punkte 
auf der Kngeloberfläche genom- 
men. 

12. Jeder der beiden Pole eines Krei- 
ses auf der Kogel hat, auf der Kugel- 
fläche gemessen, von allen Umfangspnnk- 
ten dieses Kreises einen gleichen Ah- 
staud. Und umgekehrt, ist der Punkt 
auf der Kugelfläche, der von drei Um- 
fangspunkten eines Kreises auf derselben 
einen (Heichen Abstand hat, einer der 
beiden Pole dieses Kreises. 

Denn sind E, F die Pole des Kreises 
ADB II, so geht die gerade Linie EF 
durch den Mittelpunkt G desselben und 
dnrch den Mittelpunkt C der Kugel. 


Fig. 7S9. 



Legt nun nun durch die Pole und durch 
zwei Pnnkte A und D des Kreises swei 
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Punkte A, ff, ff gelegten kleineren Krei. 
se», ziehe die Bogen grüAiter Kreise PA, Theile der Zweiecke, welche die beiden 
PB, Pff, BO bilden tich drei gleicb.schenk- ersten Kreise bilden, und die auf dersel- 
lige Dreiecke PAB, PAß und PBD. ben Seite des schneidenden Kreises AODE 


RÖbte Kreise AEBF nnd EBFH, zieht 
die geraden Linien AE nnd DE, so sind 
die dadurch entstehenden rechtwinkligen 
Dreiecke AEG und DEG congruent, folg- 
liclr ist auch AE= DE. Da nun die Bo- 
gen AE und DE zu gleichen Kreisen 
gehören, so sind sie einander gleich, weil 
sie zu gleichen Sehnen gehören. 

Da dies nun von allen übrigen in dem 
Kreisumfang AÜBH liegenden Punkten 
gilt, so hat der Pol E von allen diesen 
Punkten einen gleichen Abstand. 

ist umgekehrt E ein Punkt auf der 
Kugelfläcne, der auf dieser gemessen von 
drei Punkten des Kreisunifangs ADBII 
gleich weit absteht, so steht er auch von 
allen übrigen Punkten desselben Umfangs 
gleich weit ab und ist ein Pol des Krei- 
ses. 

Denn alsdann folgt aus der Gleidiheit 
der Bogen die Gleichheit der Sehnen, 
eine Normale EG auf die Kreisebene 
ADBH gefällt, ist allen Dreiecken wie 
£i<C gemeinschaftlich, hierzu die gleichen 
rechten Winkel, gibt die congmenten 
Dreiecke, mithin auch G als den Mittel- 
punkt des Kreises. 

13. Zwei symmetrische Dreiecke auf 
derselben Kngelfläche sind gleich grofs. 

Denn es seien AB ff und ahd die bei- 
den symmetrischen Dreiecke, in welchen 
die gleich bezeichiieten Seiten einander 
glsieo sind. P sei der Pol des durch die 

Fig. 790. 


Nun führe mati durch den Punkt h des 
anderen Dreiecks einen gräfsten Kreis- 
bogen bp, so duk ^dip — Z.ffffff, nimm 
Bogen bp = BP und ziehe von p die gröfs- 
ten Kreisbogen pa, pd. 

Nun sind in den Dreiecken dbv und 
DBP zwei Seiten und die eingescnlosse- 
nen Winkel einander gleich, also nach 
Satz 12 auch die übrigen homologen 
Stücke derselben, mithin anch dp=DP. 
DanunBP=fiP, also auch dp = bp = BP, 
so ist AidpKßOPund haben congru- 
ente Flächen. 

Aus der Gleichheit dieser Dreiecke folgt 
/_bdp = .:_BDV 
nach Voraussetzung ist 

/_adb = ^ADB 
folglich ist ^adp = j^AffP 
nierzn dp = DP 
und ad = ad 

mithin die Dreiecke adp nnd AÜP in al- 
len Be.stimmungsstücken gleich, 
also auch /_opd — /^APD 
Seite ap^ AP 

aber Seite AP = DP = dp 
mithin auch ap = dp. 

Folglich ist p der Pol des kleineren 
Kreises, der durch die Winkelsmtzen a, 
b, d geht, nnd überdies sind die Dreiecke 
adp und ADP als gleichschenklig ein- 
ander Anch Z.apb= Z.APB, weil 
beide Differenzen gleicher Winkel sind 
und da die diese Winkel einschliefsenden 
gleichen Schenkel in beiden Dreiecken 
abp und ABP gleich sind, so sind auch 
diese Dreiecke congruent. 

14. Wenn zwei gröfste Kreise ARFD 
und AGFP: von einem dritten BGDE 
geschnitten werden, so sind die beiden 


Fig. 791. 
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Ke;en, tnsanimcn^rnnmmfn so ('rofo, als 
»ins di»s«r Zweiecke. 

Sind ABh'GA, AKFÜA diese Zweiecke, 
so ist tu beweUeii , 

dafs A-dßC + A DK = Zweieck ABFdA 
= Zweieck AEFDA. 

Es findet dies statt, wenn (\AEÜ = 
AFBG. 

Es ist aber Halbkreis ABF = Halbkreis 
BAU, Ton beiden Boiren AU abgezogen 
bleibt Rogen FU = Rogen AD\ eben so 
ist Bogen /''&'= Rogen AE, d# nun zu- 
gleich wegen der gleichen Winkel BCG 
und EtD Rogen BO ■= Bogen DE, so ist 
^FBG — A FDE folglich 

. C^ABGJthFBG-C^ ABGJr i^ADE 
oder Zweieck ABFGA= is AliO Ar C^ADE 

Ist ^BAG — n, so hat man nach No. 7 ; 

A/<«ff + A^DK=^öK 

16. Sphärische Dreiecke anf derselben 
Eogelfläche sind nnter demselben Bedin- 
gungen in ihren Seiten and Winkeln ein- 
ander gleich, unter welchen dies von des 
Kürperdreiecken gilt. 

Denn zieht man von den IVinkelspitzen 
eines sphärischen Dreiecks nach dem Mit- 
telpunkt der Kugel die Halbmesser, so 
sind diese die Halbmesser der gröfsten 
Kreise, zu welchen die Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks als Rogen gehören und 
bilden die Kanten einer dreiseitigen Kür- 
oerecke, deren Spitze der Mittelpunkt der 
Kugel Ut. Ferner stehen die in den 
Spitzen des sphärischen Dreiecks an den 
Kigen gezogenen Tangenten auf den 
Halbmessern winkelrecht iiinl mithin sind 
die Winkel des sphärischen Drei- 
ecks zugleich dieWinkeldcs Kür- 
perdreiecks. Die Seiten des Körper- 
ilreiecks sind aber Mittcluunktswinkel 
gleicher Kreise, deren zugehörige Rogen 
die .Seiten des sphärischen Dreiecks sind, 
folglich verhallen sich die Seiten des 
sphärischen Dreiecks wie die •Sei- 
len jener Körperecke. Folglich sind 
in sphärischen Dreiecken die Restim- 
mnngsstücke für deren Uleichheit diesel- 
ben mit den ihnen zugehörigen Körper- 
dreiecken. 

Die Gleichun^ii der Körpertrigonome- 
trie änden also eine unmittelbare An- 
wendung auf die sphärischen Dreiecke, 
in sofern ihre Seiten durch ihr Verhältnifs 
mm Viertelkreise eben so bestimmt wer- 
den, wie die Ebenenwiiikel durch ihr Ver- 
killnifs zum rechten und wegen dieser 
Aoweuduog heifst die Körpertrigonometrie 
■Bch die sphä rische Trigonometrie. 


f) 

16. Für die Beziehung zwischen K5r- 
perdreieck oder dreiseitiger Körperecke 
und sphärischem Dreieck ist nothwendig 
zu erwähnen , dafs um jede Spitze einer 
Ecke eigentlich zwei Egken liegen, wie 
dies auch im Art. .Ecke“, pag. 6, zu 
Anfong erörtert ist, und dals dort die er- 
habene Ecke und nicht die hohle 
Ecke betrachtet worden ist. Wie mit 
der Ecke ist es nun auch mit den sphä- 
rischen Dreiecken: 

l’in die drei Punkte A, B, G, Fig. 791, 
liegen vier Kugeldreiecke, nämlich das 
von den Seiten AB, AG und BG und 
das von zweien dieser drei Seiten und 
der Ergänzung der dritten Seite zum 
ganzen Kreis wie das von AB, AG und 
BEDG begrenzte Dreieck. In ersterem 
ist ^A ■' 2B, im zweiten ist /_A> ‘2 
beide Dreiecke ergänzen sich zur Halb- 
kngelfläche, das erste wird veistandeir, 
und für das erste gelten die der Körper- 
ecke zugehörigen Gesetze. 

Ein Dreieck mit zwei Winkeln, die grö- 
fser sind als zwei Rechte, gibt es nicht, 
ein zweiter Kreis, wie z. B. AEFG würde 
den Bogen BEDG schon in £ schneiden. 
Dafs jede von drei oder von zwei Seiten 
nicht gröfser sein kann als ein Halbkreis, 
dafs überhaupt jedes mögliche sphärische 
Dreieck innerhalb einer Halbkugelfläche 
liegen mnfs, zeigt anschaulich Fig. 798, 
wo der Kreis ABDE der gröfste Kreis 
der Dreieckseiten AR und ABDA für 
die Dreiecke CAE und CABDE ist. 

17. Man bat demnach in Beziehung 
auf die dem sphärischen Dreieck zuge- 
hörige Körperecke folgende Sätze für das- 
selbe (s. Art. .Ecke“). 

1. Der Winkel einer dreiseitigen Ecke 
ist zugleich der Winkel des der Ecke zu- 
gehörigen sphärischen Dreiecks. 

2. Jede Seite einer dreiseitigen Ecke 
ist zugleich die Seite des dazu gehörigen 
sphärischen Dreiecks. 

3. Sind dreiseitige Ecken einander gleich, 
so sind auch die zugehörigen sphänschen 
Dreiecke einander gleich. 

4. In jeder drei- oder mehrseitigen sphä- 
rischen Figur ist die Summe der Seiten 
immer kleiner als ein gröfster Kreis 
( „Ecke“ No. 4). 

5. Jedes sphärische Dreieck hat ein 
Snpplementardreieck; es wird auf 
der Kugeloberfläche eben so cunstruirt, 
wie die Supplementareeke zu einer ge- 
gebenen dreiseitigen Ecke (s. .Ecke“ 
No. ö) indem man anf den durch jade 
Dreieckseite und den Kugelraittelpankt 
gelegte Ebene in dem Mittelpunkt eineu 
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normalni Htlbmesier errichtet und die 
drei neuen Punkte auf der Kugelfläche 
durch gröfste Kreisbogen verbindet. In 
beiden sphärischen Dreiecken ergänzen 
sieh Seiten und gegenüberliegende Win- 
kel gegenseitig zu zwei Rechten. 

6. Die Summe der drei Winkel eines 
spärischen Dreiecks sind immer gröber 
als zwei Rechte und kleiner als sechs 
Rechte. 

7. Die Bestimmungsstücke für ein und 
dasselbe sphärische Dreieck erhält man 
in allen vorkommenden Fällen aus Art. 
.Ecke“, No. 14, 15, 16, 17 und 18. 

18. Die Fläche eines sphärischen Drei- 
ecks verhält sich zum vierten Tbeil der 
zugehörigen Kugelfläche (F, No. 7), wie 
der Veberschuls seiner drei Winkel über 
zwei Rechte zu zwei Rechten. 

Denn ist Fig. 792 C^ABC in seinem 
Flächeninhalt zu bestimmen , so verlän- 
gere die Seiten BC und AC bis E und 
h in den gröfsteu Kreis der dritten Seite 


4B. Dann sind die vier entstandenen 
Dreiecke zusammen = der Halbkreisfläche 
= 2F. Nach No. 7 ist das Zweieck von 

den Seiten DCA und DBA = ^ F, das 

n 

Zweieck von den Seiten BCE und BAF. 

= -4“ F und nach No. 14 ist AdBC + 
n 

/\DF,C = einem Z.weieck von dem Zy 
also = F. Demnach bat man ' 

ri 


Fig. 792. 



Zweieck .4CÖff = AriCß + F 

/f 

Zweieck BAEC = AACB + AACE= F 
AACB + ACDE = -^ F 

hieraus 3A ACB + A OCB + AACE -t- ACDE = " ’ F 

Hierzu A><C« + A OCß + AriCF + AC0 F= 2F _ 

gibt snbtrahirt 2AACB = 1+/ tl' ^ - 2F= " t/* • F 

woraus A riCß = — 

oder A^C® ! F= (n -t- /} + y) — 2Ä : 2Ä 


19. Die Fläche eines sphärischen- Viel- 
ecks (necks) verhält sich zum vierten 
Theil der Kugeloberfläche wie der Ueber- 
schnfs der Summe seiner Winkel über so 
viel mal zwei Rechten als das Vieleck 
Seiten weniger zwei hat zu zwei Rechten; 
d. h. Ist n -I- /* -|- y -f d + — = <f die 
Summe seiner Umfangswinkel , J der In- 
halt des Vielecks (necks), so ist 
d:F=(r-2(n-2)«:2« 

Denn durch Bogen gröfster Kreise durch 
gegenüberliegende Winkeispitzen kann 
man das weck in (n — 2} Dreiecke thei- 
len. Jedes dieser Dreiecke verhält sich zu 
F, wie der vorige Satz sagt. Die Summe 
sämmtlicher Dreieckswinkel ist = der 
Summe der Umfangswinkel des Vielecks, 
i.von denen also iur jedes Dreieck 2A, 


mithin in Summa (n — 2)2R abgezogen 
•werden müssen. Dgr Satz ist also richtig. 

20. Die Fläche einer Kngelzone ist so 
grofs als der Mantel eines geraden Cj- 
linders von einerlei Höhe mit der Zone, 
dessen Grundfläche ein gröfster Kreis der 
Kugel ist. 

Ks sei die Zone zuerst eine Calotle 
mit dem Grundkreis von dem Durchmes- 
ser AB. C der Mittelpunkt der Kugel, 
D der Pol des Grundkreises, ADB ein 
durch den Mittelpunkt C und den Pol P, 
also auf der Grundebene normal genom- 
mener Durchschnitt der Calotte. In dem 
Kreisausschnitt ACD beschreibe man ein 
reguläres Vielecksstück, FF sei eine Seite 
desselben ; durch die Winkelpunkte des- 
selben führe mau Parallelkreise zu dem 
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Gmndkreise, und stelle sieb Kegel vor, 
welche diese Parallelkreise zu Eno^flächen 
und die Seiten des Vielecksstücks tu 
Seiten haben, so bildet sich innerhalb der 
Calotte eine Reihe von KegelmäDteln, die 
xusammen((enommen kleiner sind als die 
Calotte. Zieht man nun durch dis AVin- 
kelpnnkte des Vielecks mit AB Parallelen 
bis an die Axe CD, so sind die zwischen 
zwei nächsten Parallelen begriffene Theile 
der Axe die Hüben dieser Kegel, so HJ 
die Höhe des Kegels von der Seite Eh\ 
Fällt man auf EF das Loth CO (Apo- 
thema) so ist G die Mitte von EF, datier 
der Kegelmantel BF — dem Mantel eines 
Cylinders, der HJ zur Höbe und CG zum 
Halbmesser seines Grundkreises hat (s. 
Kegel, No. 13). Da dies nun von jedem 
der Kegelmäntel gilt und das Apothema 
für jede Vielecksseite dasselbe ist, so ist 
(he Summe aller Kegelmäntel = dem 
Mantel eines Cylinders, der die Summe 
der Kegelbüben, d. h. die Höhe DO der 
Calotte zur Höbe und das Apothema CG 
zum Halbmesser hat (= 2n • CG • DO). 

Beschreibt man eben so u m denselben 
Anssebnitt ein dem inneren ähnliches 
Vieleckstück und ‘ betrachtet diese als 
Seiten von Kegelmänteln, deren Axen 
mit OM zusammenfallen, so sind diese 
Kegelmäntel zusammen gröfser als die 


Fig. 793. 



Calotte ist, und die Summe derselbeu ist 
dem Mantel eines Cylinders von der 
Höbe NM des Vielecksstücks und von 
dem Apothema CL ■= dem Halbmesser 
der Kugel als Halbmesser des Orund- 
kreises (=2-v • CL • NM). Zwischen bei- 
den Cylindermänteln ist nun immer ein 
Cylindermantel begriffen, der die Höbe 
DO der Calotte znr Höhe und einen gröfs- 
ten Kreis der Kugel znr Grundebene hat 
(= 2.-I • AC • DO). Denn dieser letzte Cy- 
linder hat einerlei Höhe DO mit dem 
ersten Cylinder, sein Gmndkreis nAC’ 
aber ist gröfser, weil der Halbmesser AC 
gröfser ist als das Apothema CG. 


Nun ist DO:MN=AO: KN 
Aber AO:KN=AC-.CK=Ca-.CL 
folglich ist MN > DO 

Der dritte und der zweite Cylinder 
haben aber einerlei Grundfläche, der 
zweite eine gröfsere Höhe, also ist der 
Mantel des zweiten Cylinders gröfser als 
der dritte Cylindermantel. \Venn man 
nun die Seitenzahl des beliebigen Viel- 
ecksstücks beliebig vermehrt, so kann 
das Apothema CG dem Kngelhalbmesser 
beliebig nabe gebracht werilen; d. h. der 
Grundkreis des ersten Cyliniiermantels 
beliebig pahe dem Gmndkreis des zwei- 
ten und die Höhe des zweiten der Höhe 
des ersten. Folglich können auch die 
Cylindermäntel selbst beliebig nahe ge- 
bracht werden. Da nun zwischen beiden 
Cylindermänteln immer die Calotte nnd 
der im Satz ausgedrückte, der dritte Gy- 
lindermantel liegt, so ist der Satz er- 
wiesen. 

Ist statt der Calotte eine Zone mit 
zwei Endkreisen gegeben, so ereänze man 
dieselbe znr Calotte und es gilt also der 
Satz von der ganzen und von der Er-' 
gänzungscalotte ; zieht man auf einer 
Seite die Ergänzungscalotte ab, auf der 
andern den zn ihr gehörenden Cylinder- 
mantel, so hat man die Richtigkeit des' 
Satzes für die Zone. 

21. Ist r der Halbmesser der Kugel, 
h die H(~>be einer Calotte oder Zone, so 
ist die Fläche J = dem Cylindermantel 
vom Halbmesser r nnd der Höhe A; mit- 
hin 

J der Calotte oder Zone = 2,vAr (t) 
Die Halbkugelfläcbe ist eine Calotte 
von der Höhe r, mithin 
J der Halbkugelfläche =3nr* (3) 

J der ganzen Kngeloberfläche = 
4.vr*, = dem vierfachen Inhalt des grölä- 
ten Kreises der Kugel. 

II. Körperbesti mmnng. 

2?. A. Denkt man sich den' ebenen • 
Durchschnitt einer Kugel als Grundebene 
eines Kegels, dessen Spitze der Mittel- 
punkt der Kugel ist, so heifst der von ' 
dem Kegelmantel nnd der vorliegenden 
Calotte begrenzte Körper ein kegelför- 
miger Kugelausschnitt oder Ku- 
gelausschnitt. 

B. Verbindet man die Seiten eines 
sphärischen Vielecks durch Ebenen mit 
dem Mittelpunkt der Kugel, so heifst der 
von diesen Ebenen und dem vorliegen- 
den sphärischen Vieleck begrenzte Kör- 
per ein pyramidenförmiger Kugel- - 
ausschnitt. i > 
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C. Der Ton einer Celotte nnd deren 
Ornndfaeu begrenzte Körper beifst ein 
Kngelabsch nitt. 

D. Der von einer Zone und ihren bei- 
den Endkreisen begrenzte Körper heitst 
eine Körperzone oder körperliche 
Zone auch Kugelabschnitt mit zwei 
Endkreise n. 

E. Der Ton einem sphärischen Zweieck 
und den zu ihm gehörigen llalbkreisen 
begrenzte Körper heilst ein keilförmi- 
ger Kugelausschnitt oderein sphä- 
rischer Keil. 

23. Ein kegelförmiger Kugelausschnitt 
ist = einem Kegel, dessen Gründkreis 

S leich ist der den Ausschnitt begrenzen- 
en Calotte und welcher den Halbmesser 
der Kugel zur Höbe hat. 

Verfahrt man mit der Construction 
ähnlich wie Satz 20 mit Fig. 793, indem 
man die Calotte innerhalb und aufserhalb 
mit Kreisebenen belegt, Ton denen je 
z.wei über einander beündliche parallel 
sind, nnd deren Umfänge mit dem Ku- 
gelipittelpunkt zu Kegeln Terbindet, so ist 
jede innere Kegel-Grundebene kleiner, jede 
äufsere gröfser als das too ihnen einge- 
schlossene Calottenstück , die Höhen der 
ersten Kegel alle kleiner als der Kugel- 
halbmesser, die der zweiten Kegel gleich 
dem Kugelhalbmesser. 

Durch Vermehrung und Verkleinerung 
der einzelnen Grundflächen kommt jede 
änCsere und jede innere Grundfläche der 
Calotte, die inneren Höhen dem Kugel- 
halbmesser an Gröfse beliebig nahe. Beide 
Kegelsummen kommen also beliebig nahe 
einem Kegel, der die Calotte zur Grund- 
fläche nnd den Kngelhalbmesser zur Höhe 
hat nnd zugleich beliebig nahe dem Ku- 
gelausschnitt ; beide letztgenannten Kör- 


per werden aber Ton den beiden Torge- 
nannten Kegelsnmmen eingescblossen, 
mithin ist der Satz erwieseg. 

Es ist demnach jeder kegelförmige Kn- 
gelansschnitt = t x Calotte x Kngelhalb- 
messer. Wird die Calotte nach No. 21 
bezeichnet, so ist 

der kegelförmige Kugelausschnitt J 

= Jrrr*A (I) 

Setzt man AO = a, BD = h, so ist a’ 
— 2rfc - mithin 2i-A = n* 4 A’ = A’. Diese 
Werthe in Formel 1 gesetzt gibt den Ku- 
gelausschnitt 

J= J.rr • 2rA = ^Jxr{a^ + A*j = J.-it’r (2) 

24. Verwandelt sich der Kegelmantel 
in einen gröfsten Kreis , so ist der Aus- 
schnitt die Halbkugel; es ist A = r, und 
der körperliche Inhalt der Halbkugel 

= J u r’ (3) 

der Inhalt der ganzen Kugel = irrr* (4) 

25. Der Inhalt eines Kugelabschnitts 
ist gleich dem Inhalt eines Cylinders, der 
den Grundkreis des Abschnitts zur Grund- 
fläche und die Hälfte der Höhe desselben 
zur Höbe hat, sammt einer Kugel, deren 
Durchmesser gleich der Höhe des Ab- 
schnitts ist. 

Denn es ist (Fig. 793) A DB der Durch- 
schnitt eines Kugelabschnitts, C der Mit- 
telpunkt der Kugel, CD deren Halbmes- 
ser = r, DO = A die Höhe des Abschnitts, 
BO der Halbmesser des Grundkreises Tom 
Abschnitt. Nun ist der Kugelabschnitt 
ABD der Unterschied zwischen dem Ku- 
gelausschnitt ADBC nnd dem Kegel 
CAB. 

Der Kugelausschnitt ist nach No. 23, 
Formel 1 = J.ir’A 

Der Kegel CAB=\ i • CO x ÄO» 
aber CO — r^k 


BO = a = \^CB* - C0> - l'r» - (r - A)> : 
Also der Kegel = in (r — A) 
also der Kugelabschnitt = ] n r’ A — i n (r — A) a’ 

Nun ist A : o = a : 2r — A 
a*-f A* 


|'2rA - A’ 


woraus 


2A 


Diesen Werth eingesetzt gibt den Kugelabschnitt 



2A / \ 2A 

(«>-(- A>)»- (o»-A>)o» 


2A 


— = ina’A-t- inA* 


(6) 

( 6 ) 

( 7 ) 


Nun ist na*(iA) der Inhalt des im Satz Setzt man ferner ans der Formel fürflO 
erwähnten CTÜnders und inA’ der In- =a den Werth Ton a in Formel 5, so 
halt der daselbst erwähnten Kugel. erhält man den Kngelabschnitt 
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Setzt man die Sehne BD des 
Schnitts = so hat man = 2rA 



Diesen Werth in Formel 8 gesetzt gibt 
den Kugelabschnitt 

J = i,th (36* - 2**) = kn h (3o* + **) (9) 

26. Der Inhalt einer körperlichen Zone 
(mit zwei Endflächen) ist gleich dem In- 
halt zweier Cylinder, welche die halbe 
Höhe der Zone zur Höhe haben und de- 
ren Gmndkreise die Endkreise der Zone 
sind, plus dem Inhalt einer Kugel, welche 
die Hohe der Zone zum Durchmesser hat. 

Also wenn die Höhe der Zone = k, die 
Halbmesser deren Endkreise AO und HE 
= a und 6 sind 

^ na^k knk’k -f- k nA*. 

Ergänzt man die Zone zu einem Ab- 
schnitt, und man bezeichnet die Höhe 
HO des Ergänznngs- Abschnittes mit x, 
so ist nach Formel 7 des vorigen Satzes 
der Inhalt des gröfeeren Abschnittes 

= *n«»(*-i-x)-(- In(A-bx)» 
der Ergänzungs-Abschnitt 

= J«6*x -b inx* 

Der letzte Inhalt von dom ersten ab- 
gezogen gibt den Inhalt der Körperzone 
J = 1 ,-t [«** + ik* + (a»-i-k’-i^r + 6x»] 
Ist nun wieder r der Halbmesser der 
Kugel, so hat man 

X : 6 = 6 : 2r - X 
6* 

woraus 2r — x = — 

X 

Es ist eben so 

*-bx:« = a:2r — A-x 

. o’ 

woraus 2r — A — x = r-- — 

A -t- X 

a* , 6» 

Hithin 2r — x = . ■ + A = — 

A -(-X X 

oder a*x -|- A’x — 6*x = 6*A -f 6*x 
woraus 

(s*-bA*-6*)x-f-Ax’=6*A 

Diesen Werth in den Ausdruck für J 
gesetzt, gibt den Inhalt der körperlichen 
Zone 

7=ln(«>A-t-iA*-b6*A) (10) 

= kna*k -b Ja6*A -b 1 aA* 

Han schreibt in der Regel die Formel 
J = i7tA(3«*-b36>-bA*) (11) 

27. Wird über einem gröfston Kreise 
einer Kugel als Omndfläcoe ein_ gerader 
Cylinder Teiaeichnet, dessen Höhe dem 


(8) Halbmesser der Kugel gleich ist, und 
überdies zu dem oberen Endkreise des 
Cylinders als Grundfläche ein Kegel, der 
seine Spitze im Mittelpunkt der Kugel 
hat, und schneidet man dann den Cy- 
linder durch zwei mit seinen Endflächen 
-f: laufenden Ebenen, so ist der zwischen 
diesen beiden Durchschnittsebenen be- 
grifiene Theil dos Cylinders gleich der 
zwischen denselben Ebenen begriffenen 
körperlichen Kugelzone -b dem dazwischen 
begriffenen. Theil des Kegels. 

Es sei Fig. 794 das Quadrat ACBD 
der halbe Durchschnitt des Cylinders mit 
einer Ebene durch seine Axe BC gelegt, 
so sind AC, BC Halbmesser der Kugel, 


Fig. 794. 



der Quadrant ABC der halbe Durchschnitt 
der Halbkugel und das A BCD der halbe 
Durchschnitt des Kegels, C dessen Spitze. 
EE, HG seien die Durchschnittsfinien 
der Ebene ACBD mit den parallelen 
Durchschnitten des Cylinders, so sind EK 
und GJ die Halbmesser der beiden End- 
kreise des Kugelabschnitts, EM und GL 
die Halbmesser der beiden Endkreise des 
abgekürzten Kegels. 

Führt man nun einen beliebigen Durch- 
schnitt 4= den Endkreisen des Cylinden, 
so schneide dieser die Ebene ABCD in 
NO, dann wird NO der Halbmesser des 
Durchschnitts im Cylinder, OP der Halb- 
messer des Durchschnitts in der Zone 
und OQ der Halbmesser des Durchschnitts 
im abgekürzten Kegel. 

Zieht man CP so ist 
CP=AC = NO 
OQ=CO 

folglich 

NO* = CP* = OP* -b CO* = OP* -b OQ* 

Nun sind NO, OP, OQ die Hajbmes- 
ser der Kreisdurchschnitte des Cylinders, 
der Kugelzone, und des Kegels, folglich 
ist der erst genannte Dnicnschnittakreis 
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den anderen beiden insammengenommen 
gleich. Da nun diese Diircbecbnitlsflächen 
in beliebiger Lage sind, so haben sie 
äberall dasselbe Verhiltniis und es sind 
also nach Cavalleris Grundsatz, s. Art. 
, Körperberechnung*, die in dem 
Satz aufgeführten Körper einander gleich. 

28. Fällt dH auf AC und BF auf HO, 
so folgt, dafs der ganze Cylinder über 
dem grölsten Kreise der Kugel = ist der 
Halbiragel sammt dem ganzen Kegel. Ks 
ist also die Halbkugel der Unterschied 
zwischen dem Cylinder und dem Kegel. 
Nnn ist der Kegel = 1 des Cylinders, 
mithin die Halbkugel = } des Cylinders, 
der den grölsten Kreis zur Grunddäche 
und den Durchmesser zur Höhe hat, wie 
dies schon aus der Formel 4, No. 24 her- 
vor geht. 

Ist H der Kugelhalbmesscr, so ist 
der Inhalt der Kugel = 
der Inhalt des Cylinders - 2nß* 
der Inhalt des Kegels = i’tH* 

Die Kogel also = <| des Cylinders und 


das Doppelte des Kegels von der Gmnd- 
däche des gröfsten Kreises und der Höhe 
= dem Durchmesser. 

29. Der Inhalt eines keilförmigen Ku- 
gelausschnitts verhält sich zum Inhalt 
der Kugel, wie der Winkel seines Zwei- 
ecks zu 4 Rechten. Hat das Zweieck 
den Winkel n, so ist der Ausschnitt also = 


i7j-y«r*= J. 


90° 


( 12 ) 


30. Ein pyramidenförmiger Kugelaus- 
schnitt ist einer Pyramide gleich, me den 
Halbmesser der Kugel zur Höbe hat, und 
deren Grundebene = ist dem zu dem Aus- 
schnitt gehörenden sphärischen Vieleck. 

So wie nach Satz 19 die Fläche eines 
sphärischen Vielecks sich zur Kugelfläche 
oder deren vierten Theil verhält, so ver- 
hält sich auch der zu dem Vieleck ge- 
hörende Pyramidal-Ansachnitt zur Kugel 
oder deren vierten Theil. Bei deraelmn 
Bezeichnung mit No. 19 ist demnach der 
nseitige Pyramidalausschnitt 




(13) 


KngeUbschnltt, s. u. .Kugel* No. 23, 
C, D. Bestimmung dessen körperlichen 
Inhalts, No. 2ö. 

KuaUnucImltt, s. u. .Kugel“, No. 
22. Inhalt des kegelförmigen Ausschnitts 
No. 23, des keilförmigen No. 29, des py- 
ramidenförmigen Ausschnitts No. 30. 

Kagelue, s. u. „Kugel* No. &, A. 

Xn^eldreleck , sphärisches Drei- 
eck ist ein Dreieck, welches auf einer 
Kugeloberflächo mit grölsten Kreisbogen 
verzeichnet wird, oder welches entsteht, 
wenn drei gröfste Kreise auf einer Ku- 
geloberfläcbe sich schneiden. Die gröfs- 



ten Kreisbogen heifsen die Seiten des 
Dreiecks, die Winkel, welche die Tan- 
genten dieser Seiten in ihrem gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt, dem 
Scheitelpunkt mit einander bilden, 
heifsen die Winkel des Dreiecks. 

Es seien Fig. 793, AH, AC, ßC gröfste 
Kreisbogen einer Kugel, deren Mittelpunkt. 
.S ist , so sind die von S nach den Spitzen 
des Dreiecks gezogenen geraden Linien 
.S.4, SH, SC als Halbmesser einander 
gleich. Legt mau durch die drei Bogen 
und den Mittelpunkt S drei Ebenen AaS, 
ACS, HCS, so sind die oben gedachten 
Winkel des Kupidreiecks dieselben mit 
den Neigungswinkeln ^e zweier Ebenen, 
zu welchen die den Winkel einschliefsen- 
den Kreisbogen gehören; so wie, wenn 
man den IlalDmesser der Kugel = 1 setzt, 
die Dreiecksseiten mit den sie umscblie- 
fsenden um S liegenden Centriwinkeln 
einerlei Maafs haben. Wie die Bezeich- 
nung dies angibt, wo nun diese Fi^r 
mit Fig. 740 (pag. 36) des Art. „Kor- 

f iertrigonometrie* bis auf die Kreis- 
inien und die Hülfslinien dieselbe ist. 

Es ist ans dieser Figur augenscheinlich, 
dafs die ganze Theorie der Körperdrei- 
ecke auf die der Kugeldreiecke unmittel- 
bar zu übertragen ist, und auch der Art. 
„Kugel“ hat in No. IS, 16 und 17 dies 
auseinandergesetzt, damit in jenem Art. 
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litr iDtljtisch triMnometrische Th«U über 
di« aphatischen Dreiecke nicht Termifst 
werde. ‘ 

Ea mafa daher in diesem Art. daaaelbe 
falten; dagegen habe ich mich oft nber- 
lengt, dafs ea Jüngern der Wiasenachaft 
leitnubend iat, die Fortdeln der Körror- 
dreiecke auf die der Kugeldreiecke ohne 
dafa die Fignr umgeännert wird, anzu- 
wenden, und deshalb will ich hier die 
dort erwiesenen Auflösungen der Kogel- 
dreiecke in ihren Resultaten und in ue- 
liehung auf Fig. 795 geordnet znaammon- 
itellen. 

liUiBBg rechtwinkliger Kngeldrelecke. 

(S. .Körne rtrigonometrie*, No. G. 
Formel 1. bis XIll.) 

Es «ei Fig. 793: zACfi = }* = 90°, also 
AB = c die Hypotenuse. 

A. Wenn zwei Gatheten BC=a, 
AC=i gegeben sind. 

eo$ e = eos a > eot b 


•9ß = -^ 

«in a 

B. Wenn die Hypotenuse AB^c 
ood eine Cathete AC:=b gegeben 
sin<L 

cos c 
cot a =r — , 

cot b 

cot ft ^ tf b • coi c 

tin b 
jin ,S = 

SIfl c 

C. Wenn die Hypotenuse AB = c' 
QD(I ein ihr anliegender Winkel 
CBAziß gegeben sind. 

sin b = sin c • sin ß 
tf a = tg c • cot ß 

cot ß 
tg fds: - - - 

cot c 

D- Wenn eine Cathete BC = a nnd 
der ihr gegenüberliegende Win* 
kel BACsza gegeben sind. 


1 , Kngeldreieck. 

tg b s sin m * tg fl 
cot tt = eot n • sin fl 

F. Wenn zwei Winkel 5d4C = n nnd 
ABC — fl gegeben sind. 

cos c = coi a • eot fl 
cos a 

cot a = — - • 

sin fl 


AaflAsoDg schiefwiEkllger Kngeldrelecke. 

A. Wenn die drei Seiten gegeben 
sind. 

cot a — cos b • eot c 
cos n s . — - 7 — 

sin b • sin c 

sin + 

r sin b w sin c 

cot l/*in i(a-i-^ + c) • sin ^{bA-e-a) 

' sin 6 • sin c 

B. Wenn zwei Seiten BC = o, AC 
= b nudderTon ihnen ein ge schlos- 
seneWinkel ACß - y geg^en si^d. 
cot c = cot a • cot b + sin a * sin b • cos y 
eot c = (cos n • sin {b + 

j sin (f 

Iwenn cot tp tg a • cot y 

a— b 
cot — 

, 2 y 

/ tg — — cot — 

^ 2 a+Ä 2 

, a-6 

n-ß “2~ j- 

2 

C. Wenn zwei Seiten BC=a, AC 
= b nnd ein gegenüberliegender 
Winkel CAB = it gegeben sind. 

cos a • firt ii 

tin (c + ,«) l = 1 — 

I co$ 6 

I eol 4 

twenn tg u = 

CO« n 

«•<• 4 . 

UH 3= .— sinn 
sin a 


«in (y -I- 1 />) ( = 


x: eol a • lg ß • «in iß 
wenn Ig iß = eot b • tg n 


cot a 

«in ß — 

eot a 

E.Wenn eineCathete BC= «und 
der ihr anliegende Winkel ABC=ß 
gegeben sind. 

eole = - — - 
Ig a 


D. Wenn eine Seite BC = a, ein 
dieser Seite gegenüberliegender 
Winkel CAB—a und ein derselben 
anliegender Winkel ABC = ß gege- 
ben sind. 

• . ■ 

«in 4 = — «in a 
«in R 
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iin{c — tp) l = cot a • tg ß • lin ip 

( wenn tg — tg a • cos /i 

CO» a »»in fl 

>in (j- - u) ( = ^ 

’ cot ß 

cot ß 

, wenn lg u = 

cot a 

E. Wenn eine Seite BC = a und 
die beiden daran liegenden Win- 
kel ABC = ß und ACB = y gegeben 
sind. 

Für die Bestimmung der beiden ande- 
ren Seiten b und c hat man (s. No. 14, 
Formel XIV, pag. 43) 

ß+Y y—ß . <* , *+''1 

,ß_ + Y _ 

2 

und für den dritten Winkel a (s. For- 
mel XV ) 

,cotß‘ti H (.Y-tf) 

«in (f. 

wenn cot = cos a • tg ß 

F. Wenn die drei Winkel gege- 
ben sind. 

cos a + cos ß • cos y 
eOSa=i : r — - 

Jtn ß • itfi y 

,’L±±il.co,—^±^ 

2 2 


cos a = cos It • cos c + «iw b • siss c •. cos « 
cos a =--cosß^cosy-f-simß*simy*cos 0 
Hieraus 

cos a — cos b • cos c 


sin b • sin c 
cos n + CQs ß • cos y 

sin ß • sin y 


CO» a = 

Aus diesen 

, — ros « 4- CO» (4 “ r) 

l—cosa=: • ^ 


l-c 


y—ß a c- 
■ **» -ö~ = 'J Y : ‘J 


sin b • 

sin c 

cos a — cos 

(6-i-c) 

«in b • «in c 

— COS a — 

c« (/J-b y) 

»inß • 

> sin )' 

CO» tt + COI 

<(ß-y) 


1 + COS « =: 

Sin ß • sin y 

Nun ist 

1 — cos » = 2 sin* 

1 + cos X = 2 cos* 

cos X = 1 “ 2 sin* ^ = 2 cos* — 1 
sin X = 2 sin |x • cos ^x 
Diese Werthe in die letzten Tier Glei- 
chungen eingefuhrt, reducirt and ent- 
wickdt entst^en folgende 4 Formeln: 


, 6 — c 


-f 


sin ß • sin y 

« + ß + y 


ß + y - 


<tn 6 • ttttc 

. , o , . , i -b c 

Jin* -— -f n»> — — 

2 2 


(I) 


2 }/ «in ß • «in y 

Bd.Ill. pag. 137 sind die Gaufs'schen 
Oleicbnngen angegeben, deren Nutien 
für die Äufiösung von Kngeldreiecken 
narhgewiesen und der Beweis ihrer Rich- 
tigkeit auf diesen Artikel angewiesen. 

Im Art : „Körpertrigonometrie* 
sind No. 2, Formel l nnd No. 6, For- 
mel 1; 


«in 6 • «in c 

R 

T 


( 2 ) 


.1^ 


2 


cos* = 

2 


sin ß • sin y 


(3) 


(4) 


«tn ß • lin y 
Um die erste Qaufs'sche Glei' 
chang zu finden, verbinde man Glei 
chnng 2 mit 4, so ist 


Nun ist 


Hieraus 



„,..^-«in>^ 
2 2 


-«in>-^-t-«in> 


, *+c 
2 


«in b • «in c 
«in ß- nn Y 


sin b 

sin c 

_ sin a 

et • C tt 

2 Sin -r- • cos 
2 2 

sin ß 

sin y 

sin a 

2 sin • cos — 

2 2 

sin b 

• sin c 

sin* — • 

• o 
cos* — 
2 

sin ß 

• sin 

sin* -r • 

cos* — 
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diesea Werth eiDf^esetzt und reducirt gibt 


,i + c 


- + «in' 


CO»* »m* 


. ,A + c 


i-y 

2 


,-4 + c ß-y 

n» — — CO» — — 
2 2 


'•" 2 


oder diese üleichnni? in Prodncte ver- 
wandelt: 

II* ^(4 c) • »iit 1 n = CO» i(ß — y)sin ia 

Um die zweite Gaufs’sche Oloi- 
chnng zn finden, verbinde man Glei- 
chung 1 mit 4, so ist 

,0 , n . ,ß — y 

CM* — CO»’ --- — iin’ — 

2 2 2 »in 4- »in c 


2 


»ii»’ _ — »in’ - 

2 


- c »in ß • »in y 


hierans erhält man bei der Vcrwandlnng 
wie ad 1 

« 4 - c 


»»-- 


, »I . .ß—y , n 
' — »in’ CO»’ — 


I — c 

‘ 2 " 


jJ-y 



2 




3 4 -t- C 



2 


»in CO» 

oder 

»in 4(4 — c) • CO» Jn = »in J (;> — y) • »in ja 

Um die dritte Gauls'sche Glei- 
chung zu finden, verbinde man Glei- 
chung 2 mit 3, so ist 

. , 0 . 3 '< 3 1 ^ + 5 ' 

»in’-— »tn’-r — CO»’ - . , 

2 2 2 »in 4 • »in c 


2 — • 2 2 

Bei demselben Verfahren wie ad 1 nnd 
3 erhält man 


2 2 2 

woran» 

ros 4(4 -|- c) • »in Jn = »in 4 (ß + j ) ros 4 « 
l'm die vierte Gaufs'sche Glei- 
chung zu finden, verbinde man Glei- 
chung 1 mit 3, nämlich 
. 3 n . « j/J+y 

»in -TT *•»■ — ro* " • 1 

2 2 2 »in 4 . »in c 

. ,a ~ . . n .,4— c »in.l- »in y 

Bei demselben Verfahren wie ad 1 bis 
3 erhält man 

CO» j (4 — c) cos 4 « = »in (ß — j ) ' ro» 4“ 

Kngelgewtlbe wird bisweilen das Kup- 
pelgewölbe genannt. 

Kogelbaofen. Die (in Haufen) gesetz- 
ten Kugeln haben die Form 

A. von dreiseitigen Pyramiden. 
Die Anzahl S der Kugeln wird ausge- 
drückt durch die Reihe der Trigon al- 
zahlen. Die Anzahl der Lagen über 
einander gibt die Anzahl der Glieder; die 
oberste 1-age ist eine einzige Kugel, dem- 
nach ist die Formel für die Reihe der 
Glieder 

1 +3-F 6-t-10....-i-y^.,- Stuck 
die Summen von 1, 2, 3 .... n Lagen sind 
1; 4; 10; 20; Stück 

B. von vierseitigen Pyramiden. 
Die Lagen sind: 

1 -(-4-4 9-1- IG -t- 26 n’ 

die Summen von 1, 2, 3...» Lagen 

1 ^ 14- 30- n(ii-M)(2w-(-Jl) 

1; 5; 14; 30; .... , . j . - 3 - 

C. von dreiseitigen Prismen piit schräg 
ansteigenden dreiseitigen Endflächen. 
Wenn in der obersten einfachen Reihe 
m Kugeln liegen, dann enthalten die 
Reihen : 


mß- 2(m+ 1) -(- 3 (m -I- 2) -t- 4 (m -t- 3) -t- ii (m -f n — 1) 

Die Summen der Kugeln in 1, 2, 3 n Lagen ist 

m; 3n»-|-2; Gw-t-S; lOm + 20; 4»» (»-f 1) (3m-|-2ii- 2) 


Kageloberflicbn, s. u. , Kugel“, 2. 

KigelSCbalt ist der Körper, welcher 
larücableibt , wenn man von einer kör- 
perlichen Zone den Kegel fortnimml , der 
dnteh die Umdrehung der Sehne um dto 
die Höhe bildenden Theil des Durchmes- 


sers entsteht, also Fig. 793 der Körper, 
welcher durch die Umdrehung des Ab- 
schnitts EFL um HJ hervorgeht. 

Nach dem Art. .Kugel“, No. 2G ist 
die körperliche Zone von der Höhe JH, 
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■wenn EH=a, FJ=h, HJ = k wird = 1 ;r* (3«» + 34» 4 **) 

der innere abgeknnte Kegel = IttA («’ 4 4 a4) 

Letzteren Ton Kreterem abgezogen gibt 
die Kugelschale = ln* [(o — 4)’ 4 *’] 
d. h. = Jti . JH ■ [{EJ - FJ)^ + HJ*] = l7i ‘JH-KEFy 

KagellOie, s. u. , Kugel*, No. 3, C, KoppclgOWAIhe, Statik derselben, s. n. 
D. Inhalt der Oberfläche No. 20 und 21 ; .Gewölbe* No. 30, pag. 193. 

Inhalt der körperlichen Zone No. 26. Länge 

Kufellweleck,s.T.w. .Sphärisches des Hehelsarms am Krummzapfen. 

Z w e 1 e ck “ , s. . K n g e I * No. 5, B. No. 6 
bis 8 und No. 14. 


/ 


Digilized by Google 



L. 


Ub|; 6 ist die Abniessnng einer Raum- 
gröfse nach einer geradlinigea Richtung; 
auch die Grüfse dieser Abmessung in 
einer AnzaM Ton Einheiten ausgedrückt. 
Eine Uoie hat nur eine Ausdehnung 
und diese ist die lünge. 

Da unter Länge in der Regel eine ge- 
rade Linie verstanden wird, so nennt man 
bei krummen Linien die in dieser Linie 
selbst gemessene Länge; absolute 
Länge, um keinen Zweifel zu enwen, 
daCs der (geradlinige) Abstand deren End- 
punkte verstanden sei. Die Ermittelung 
und Angabe solcher Länge in der Länge 
einer geraden Linie ausgedrückt nennt 
man die Rectificatio n der krummen 
Linien. 

Li|^;8, astronomische, s. .astro- 
nomische Länge*. 

Unge, geocentrisehe und helio- 
centrischc, s. eben daselbst nnd ,geo- 
centrisch“. 

. Uage, geographische, s. .geo- 
graphische Länge.* 

Länge eines Gestirns ist der östliche 
Abstand des Durchschnitts iwischen des- 
sen Breitenkreis und der Ekliptik von 
dem Früblingspunkt. 

Länge eines Planeten in seiner Bahn 

ist die Länge des Bogens von dem Pla- 
neten bis zn seinem aufsteigenden Kno- 
ten -f dem östlichen Abstana dieses Kno- 
tens von dem Frühlingspunkt, dieser Ab- 
stand von dem Knoten in der Planeten- 
bahn gemessen (s. .Knoten“). 

Länge eines Knotens ist die im vori- 
gen Art. hinzuaddirte Länge, dieselbe 
rückwärts in der Planetenbahn gemessen. 


Der Anfangspunkt dieser Länge ist der 
Anfangs- oder Nullpunkt für die anzu- 
gebende Länge jedes Planeten. 

Länge der gönne ist die Länge des 
Orts, wo die Sonne in der Ekliptik, von 
der Erde ans gesehen, sieh zn befinden 
scheint, (d. h. des Punktes, in welchem 
die gerade Verbindungslinie von Erde zu 
Sonne verlängert die Ekliptik schneidet). 
Also der Abstand dieses Punktes von dem 
rechts von ihm belegenen Frühlingspunkt 
in Bogen gemessen. Man unterscheidet 
wahre oder scheinbare Länge der 
Sonne, die Länge des wirklich beobach- 
teten Orts, und mittlere Länge der- 
selben. Die Länge des Orts, in dem die 
Sonne sich beünden würde, wenn sie 
von Anfang ab bis zu Ende die Ekliptik 
mit gleichförmigerGeschwindigkcit schein- 
bar durchlaufen hätte. Die wahre Länge 
ist bald gröfser bald kleiner als die mitt- 
lere 

Länge (geocentrisehe) der Sonno and 
des Höndes. Fig. 79G stellt dar mög- 
lichst zusammengedrängt die Sonne, die 
umliegende Ekliptik FSHW, von welchen 
F den Frühlingspunkt, S den Sommer- 
punkt, H den Herhstpiinkt nnd W den 
Winterpnnkt angibt. 

In jedem dieser vier Punkte die Erde 
mit dem sie umkreisenden Mond, diesen 
in den vier Punkten seiner Hauptphasen. 
I bedeutet den Neumond, 2 das erste 
Viertel, 3 den Vollmond und 4 das letzte 
Viertel. Nach den Richtungen der Pfeile 
geschehen die Umdrehungen. 

Befindet sich die Erde in H, so ist 
die Länge der Sonne = 0, des Neumonds 
1=0, des ersten Viertels 2 = 90°, des 
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Vollmonds .9=180'’, dos letzten Viertels 
4 = 270". 

Tritt die Erde in 10, so ist die Läu^e 
der Sonne = 90", des Neumonds = 90", 
dos ersten Viertels = 180°, des Vollmonds 
= 270°, des letzten Viertels = 0. 

Tritt die Erde in h', so ist die I.änge 
der Sonne = 180°, des Neumonds = 180°, 
des ersten Viertels = 270°, des Vollmonds 
= 0°, des letzten. Viertels = 90°. 

Tritt die OVdo in S, so ist die Lande 
dar Sonne = 270°, des Neumonds = 270°, 
des ersten Viertels = 0, des Vollmonds 
= 90°, des letzten Viertels = 180°. 

_ LiBgenansdehDDDg ist die Ausdehnund 
einer Kaiimgrüfse nach einer Kichtniid 
(s. , A u s d e h n H n g “ ). 

Ungengrade sind wie die llreiten- 
grade entweder geographisch oder 
astronomisch (s. „Breitengrade, 
Grad und geographische Länge“). 
Eine interessante Vergleichung zwischen 
Längen- und Breitengraden der Erde un- 
ter verschiedenen geographischen Breiten 
s. „Gradlängen“. 

Die astronomischen Längengrade wer- 
den in der Ekliptik von dem Frühlings- 
punkt als Nulluniikt ah gezählt. Des- 
gleichen in den l’lanetenhahnen (s. 
„Länge eines Planeten und Länge 
eines Knotens “). 

LingeDkreiia für Orte auf der Erd- 
oberfläche sind der Aetjuator niid die Pa- 
rallelkreise. 

LiageBmaaTl ist eine als Einheit ge- 
wählte Länge um andere Längen mit 


derselben zn vergleichen, am- also 
die Grofsen anderer Längen -Aus- 
dehnungen als Vielfache jener Ein- 
heit anzugeben. 

Der Längenmaafse gibt es je 
nach der Ausdehnung und der Na- 
tur der zu messenden Längen ver- 
schiedene. Für kleine Längen hat 
man die bekannten Uaafse; den 
F II f s , die Elle, das Meter u. s. 
w., mit deren gleichen Gntertheilen; 
für Feldmaalse und andere stäitti- 
sche und ländliche Längen die 
Ruthe u. s. w. ; für Wege die 
Ruthe mit ihren Vielfachen: die 
Meile, das Meter bis zu dem 
Myriameter ii. s. w. Für astro- 
nomische Längen bat man allge- 
mein das Längenmaafs; die geo- 
graphischeMeile(s d ), welche 
übrigens in ihrer wirklichen Länge 
noch nicht genau bekannt ist. 
Nicht überall können mithin I.än- 
genniaarse unmittelbar zum Abmessen 
angelegt werden. Anch bei Vermessnng 
von Langen anf dem Felde nicht, man 
mnfs mit Hülfe von Winkelmessungen 
die meisten berechnen. 

Fis ist sehr zn beklagen, dafs für den 
jetzt so allgemeinen und über den gan- 
zen Erdball verbreiteten Verkehr so sehr 
viele verschiedene Längenmaafse existi- 
ren, um so mehr, da deren Quadrate 
und Kuben auch die Verschiedenheit iv 
den Flächen- und Körperniaafsen hervor- 
bringen und mit letzteren ziigleich die 
Verschiedenheit der Gewichtsmaafse. So 
z. B. war das gesetzliche jireufsisrhe Pfund 
der G6te Theil des Gewichts eines preu- 
fsischen Kiibikfiifses destillirten Wassers 
bei lä° R. In Fingland ist noch jetzt das 
Gewicht eines englischen Kubikzolles de- 
stillirten Wassers von 62° F. bei .90 Zoll 
Barometerstand = 252,458 Troy-Grän. 

Es liegt dies in dem früheren Zustand 
der Abgeschlossenheit von Nachbarstaaten, 
und selbst benachbarter Städte eines 
Landes, und es hatte fast jede Stadt in 
jedem Lande ihre eigenen Haafse und 
Gewichte und somit anch ihr eigenes 
Läugenmaafs. Namentlich sollen die üb- 
lichen F'iifsmaafse in unzähliger Anzahl 
aus dem Alteiihiim herrübren: Griechen 
und Römer inaafsen mit Fufsen, der Fufs 
wurde eingetheilt in vier flache Hände 
(palmi) zu vier Finger oder drei Daumen, 
also zu 12 Daumen oder 16 Finger, wel- 
ches bei den späteren Völkern die Ein- 
theilung in Zolle vennlafst bat. Die 
Anzahl der verschiedenen Fufsmaafse zu 
Anfang dieses Jahrbandertz ging ins Un- 
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aUieh«. Wenn jedes Land von den 
nnsf6rsen die mittlere Länge als Fufs- 
■aafs genommen hat, so haben die Por- 
tagiesen nnd die Franzosen die längsten, 
die Engländer die kürzesten Füfse. Es 
scheint jedoch, als wenn man zngäng- 
liche Längen, z. B. den* Umfang der Ring- 
oanet einer Landeshauptstadt zu ümnde 
gelegt,, und dafs ProTinsialstädte eben so 
reriabren und mit einer bestimmten run- 
den Zahl die Länge zu Füfsen einge- 
lbeilt haben, woher die Fufse zwar sämmt- 
lieb die ungefähre Länge eines Hanns- 
fufses, aber alle dennoch Terschiedene 
Länge erhielten. 

Wenn dieser Uebelstand nun in neue- 
ster Zeit wenigstens darin sermindert 
norden , dafs jedes civilisirte Land zu all- 
nmeioem Gebrauch gesetzlich einge- 
mbrte Maafse nnd Qewidte hat , so bleibt 
immer noch die Unannehmlichkeit, dafs 
(in liaafs auf das andere reducirt werden 
mnls nnd es ist solche Reduction um so 
nnbe<)uemer, als die Terschiedenen Län- 
dermaaise in der Regel mit einander in- 
(ommensurabel sind. 

Für das eiaflnfsTeichete Haafs: für das 
LäogenmaaCs ist dies ein Beweis, dafs 
die Regierungs- Intelligenzen bei Wahl 
ihrer Langen -Einheiten keine allen Erd- 
bewohnern ohne Ausnahme zngängliehe, 
also in dar Natur aufzuündende Länge 
genommen haben , wie das destillirte W'as- 
ser es für den Stoff ist, wobei aber für 
den gegenseitigen Verkehr auch ejnerlei 
Temperatnr, am geeignetsten 3,ö°K, 
die nahe dessen grömte Uichtigkeit gibt, 
allgemein festgasteilt sein sollte. 

Unter den älteren Längenniaafsen war 
am bekanntesten der Pied de roi und 
dessen sechsfache Länge die Toise, wel- 
che beide fast allen wissenschaftlichen 
L'nterancbnngen als Uaafs zu Grunde la- 
gen. Woher der pied de roi stammt, 
weifs man nicht, die Maaise aller Länder 
und aber mit dem pied de roi verglichen ; 
(0 anch unser prenfsischer Fufs, der 
eigentlich gleicbliedeutend mit dem ur- 
alten rheinländischen Fufs nnd anch 
gleich grofs mit diesem festgestellt wor- 
den ist. Dieser rheinländische Fufs ist 
a^r wieder an vielen Orten verschieden 
gefunden und von Autoritäten als Schrift- 
steller von 137,6 bis 139,2 pariser Linien, 
erstere Zahl von Whiteburst, letztere von 
Picard angegeben worden. 

Um die Länge des rbeinlindiscben Pu- 
lses für Preufsen ranz bestimmt festzu- 
stellen, hatte das Königliche Ober- Bau- 
Departement im J. 1771 diejenige Länge 
von 139,13 pariser Linien vorgeschlagen. 


welche Eisenschmid aus eigenen ün- 
tersuchurttien als Länge des rheinländi- 
schen Fufses gefunden hat. Dieser rhein- 
ländUche Fufs ist durch einen Directo- 
rialbefehl vom 28ten October 1773 in 
Preufsen eingeführt worden. Von der 
pariser Acadeinie wurde ein genauer fran- 
zösischer Fufsstück erbeten, und danach 
sind unter Aufsicht des Oberbauraths' und 
Professors Lambert zwei Normalmaafs- 
stäbe, einer für die Academie der Wis- 
senschalten, der andere für das Oberbau- 
departemei]t angefertigt worden und nach 
diesen wieder Maafsstabe für Provinzial- 
behörden und Magistrate. 

Durch die Maafs- und Oewichtsorduuug 
für die' preursi.schen Staaten vom 16ten 
Mai 181b wurde nun dieselbe Länge von 
139, 13 pariser Linien preufsis eher Fufs " 
genannt, und der Würfel dieser Länge 
ist der prenfsische Kubikfufs , und das 
Gewicht desselben, aus destillirtem Wa.s- 
ser von 16° R. bestehend, wiegt 66 ehe- 
malige preufsische Pfund. 

Zur gesetzlichen Bestimmung des eng- 
lischen Längenmaafses, des Normal- 
Yards gingen die Engländer selbststän- 
dig und ohne Beziehung zu dem pied de 
mi zu Werke. Es befand sich dort ein 
von Bird im Jahr 1760 aus Messing ge- 
fertigter in 36 Zoll eingetheilter Yard- 
maalsstab nnd es wurde festgestellt , dafs 
dieser Stab bei einer Temperatnr von 
62° F. die Länge des Imperial-Yards 
sein sollte. Um ferner dieses Yard für 
den Fall, dafs der Normalmaabstock ver- 
loren ginge, tu üxiren , wurde durch eine 
Reibe von Versuchen die Länge des Se- 
cundenpendels in der Höbe des Meeres- 
spiegels in der geographischen Breite von 
London im luftleeren Raum ermittelt, 
uud es ergab sich dieselbe mit Hülfe des 
Normal -Yards zu 39,1393 Zoll, so dafs 
das Yard zum Secundenpendel wie 
36:39,1393 sich verhält und dies Ver- 
hältnils ist ebenfalls in der Parlaments- 
acte mit ausgesprochen worden. 

Das wichtigste Längenmaafs, weil 
es allgemein zu werden verspricht, 
ist das französische Meter. Das 
Meter ist der Zebnm'illionste Tbeil des 
nördlichen Erdmeridian^nadranten. Dem- 
nach scheint es, man könne voraussetzen, 
dafs ein Erdijuadrant wirklich genau zu 
vermessen sei. Es ist dies aber eine 
mifsliche Bache, denn eine directe Mes- 
sung ist deshalb ganz unmöglich, weil 
man dep Nordpol oder den Sudpol nicht 
persönlich erreichen kann, abgesehen von 
den vielen anderen technischen Schwie- 
rigkeiten , die sich einer directen Messung 
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über Ueere entgeeeDstellen würden, und 
wieder abgesebennierron, weik«irca 1350 
Keilen Länge Vermessung kein gut müg- 
liches Unternehmen ist. Noch kommt 
binsu, dafs höchst wahrscheinlich die Erde 
kein Tollkommenes Sphiroid ist, dafs aleo 
die Meridiane allesammt Ton rerschiede- 
ner Länge sind, und es resultirt hieraus, 
dafs das Meter keine in der Natur wirk- 
lich gegebene Länge sein kann, aku von 
Rechtswegen keine Normallänge ist, 
und dafs das Meter nicht in das hohe 
Ansehen der Alleinseligmacbung hätte 
kommen sollen. 

Die Ungenauigkeit des Meters hat aber 
das Gute, dals man in seiner Bestim- 
mung das Wort: .nördlich“ wegstrei- 
chen, dafs man das Meter als den zebn- 
inillionsten Tbeil eines Erdmeridianqua- 
dranten festsetzen kann , so dafs die Be- 
wohner der südlichen Halbkugel einerlei 
Anrecht mit uns an ihm haben. 

Man darf jedoch zur Entschuldignng 
des Meters nicht übersehen, dafs es aus 
der französischen Revolution hervorge- 
gangen ist, indem redliche Männer zu- 
gleich geistreich genug waren, der Na- 
tionalversammlung in verhüllenden Aus- 
drücken ein allgemeines Revolutionsmaafs 
in Anregung zu bringen, blofa in der Ab- 
sicht, damit bei den Unruhen die Wis- 
senschaft nicht zu sehr leide. Dais ein 
solches Maafa nur französischen Boden 
zu Grunde haben konnte ist natürlich: 
De Bonnai schlug vor die Länge des Se- 
cundenpendels unter dem 4äten Grad 
nördlicher Breite, der sich durch Frank- 
reich von West nördlich über Bordeaux 
nach Ost südlich unter Grenoble hin- 
zieht. 

Die Academie, der die Begutachtung 
übertragen wnrde, zog es vor, dafs etwas 
Ausgezeichneteres geschehe und es ent- 
standen die berühmten französischen Grad- 
messnngen von Dünkirchen bis Barcelona, 
beide Städte ziemlich nahe dem durch 
Paris gebenden 20ten Heridiangrad lie- 
gend; Dünkirchen am Pas de Calais, Bar- 
celona am mittelländischen Meere,*) und 
es wurde io Folge der Messungen und 
Berechnungen, nach welchen das Me- 
ter 443,33487 bis 443,328 französische 


•) Anmerk. Dünkirchen hat 51“ 
Barcelona bat 41° 

Länge des vermessenen Bogens 9° 

Dünkirchen bat 0° 
Barcelona hat 0° 

Länge des vermessenen Bogeus 0° 


Linien schwankte, mittelst Deeiet 
vom 19ten Frimaire im Jahre der Repn- 
bfik 8 das Meter auf 443,396 französische 
Linien festgesetzt. 

Das Meter ist also eben so ein Maafs 
par ordre vrie der prenfsische FuCb und 
anderer Länder Fnfse, allein es sind doch 
Meridianmessnngen ihm vorangegangen. 

Gehen die Oradmessungen verloren, 
ans welchen das Meter als eine nähe- 
rungsweise Länge berechnet worden ist, 
wie die englische Regierung von ihrem 
Yardmaafs gefürchtet hat, und die Be- 
rechnungen selbst, so ist auch das Meter 
verloren; die vorhandenen Normalmaafs- 
Stäbe sind schwer zu revidiren und es 
können Zeitereignisse eintreten, durch 
welche unsere Nachkommen über die 
Länge des Meters eben so nngewils sind, 
wie wir hent über die Längen der alten 
griechischen und römischen Maafse. 

Ein Normallängenmaafs, welches 
allen Erdbewohnern gleichgeltend ist, zu 
welchem alle Erdbewohner ein gleiches 
Anrecht halien ist von grofser Wichtig- 
keit. Es ist hierzu das geeignetste Maau 
offenbar die Länge des Secundeopendels 
am Meeresspiegel in der Aeqnatorebene. 
Es ist diese Länge eine constante Länge, 
und wenngleich mit Anstrengung von 
Fleifs nnd Aufmerksamkeit, a^r Wen- 
falls zu allen Seiten aufznfinden. Zu 
Mittag ist die gröfste Hitze; hier wird die 
Pendelstange am längsten; die Schwin- 
gungen geschehen langsamer; die müh- 
samen Thermometercorrectnren bei gro- 
fsen Temperaturunterschieden weraen 
vermieden, wenn man nur bei Nacht ar- 
beitet, wo die Temperatur constanter ist. 

Schwingt das Pendel in einer Minute 
61 mal, so wird es durch die Mikrometer- 
schranbe länger gemacht, schwringt cs 
nun in zwei Minuten 119 mal, so wird 
es wieder kürzer gemacht, nnd so gehen 
Versuche und Correcturen fort bis das 
Pendel in 12 Stunden von Sonnennnter- 
gang bis Sonnenaufgang seine richtige 
Anzahl Schwingungen macht, und die 
kürzeste Länge des Secnndenpendels der 
Enlobertläche , das Normallängen- 
maafs Ut mit Hülfe thermoinetrischer 
Correcturen factiscb gefunden. 

2' 9" nördliche Breite. 

21' 44" . _ . 

40' 25" nördliche Breite. 

2’ 23" östliche Länge. 

10' 18" westliche Länge 

12' 41" Länge. 
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Es betrag diese Pendellän|(e etwa 39 
endliche Xoll = 0^99058 Meter; sie ist 
sIm mit der Meterlän(;e sehr nabe über- 
einstimmend. Es bat nämlicb Sabine 
das Secandenpendel auf St. Thomas in 
dem Meerbasen vonGninea unter ü"24'42'' 
nördlicher Breite durch Beobachtungen 
ID 39,02074 englische Zoll bestimmt. 
Dies sind, da der englische Fufs = 0,3047943 
Meter hat, 0,99148 Meter. Unter dem 
Aeouator mufs das Pendel nun eine Klei- 
nigseit küner sein. 

Uagenanterichlede zweier auf der 
Erdoberfläche beßndlicben Orte miGt man 
mittelst einer genau richtig gehenden 
Taschenuhr. Ist in dem Ort B der wahre 
Mittag um n Minuten früher oder später 
als io dem Ort A, für welchen die Uhr 
richtig gebt, oder auch mir als in dem 
Ort A nach derselben Uhr der wahre 
Mittag angezeigt wird, so liegt im ersten 
Fall der Ort S um 1» Grade östlicher, 
im zweiten Fall um l*i Grad westlicher 
als der Ort A. 

Lut ist zunächst eine Masse, welche 
rermöge ihres Gewichts auf eine Unter- 
lage drückt; hiernächst eine Masse, deren 
Ort geändert werden soll. Im ersten 
Fall ist die Last als eine Kraft zu be- 
trachten, und die gedrückte Unterlage 
setzt ihr durch ihre Festigkeit einen de- 
ren Druckkraft gleichen SViderstand ent- 
gegen, so dafs statisches Gleichgewicht 
statt findet. Im zweiten Fall ist eine 
Kraft anzuwenden um die Last fortzn- 
schaffen. Soll die Ortsänderung (Bewe- 
gung) senkrecht aufwärts geschehen, dann 
mub für's Gleichgewicht die Kraft, in 
Gewichten ausgedrückt, der Last gleich 
sein. Bei der geringsten Vermehrung 
der Kraft geschieht Bewegung. Ist die 
Richtung eine andere, so ist eine nur 
geringere Kraft zu Gewältigung der Last 
erforderlich (s. , Kraft, Kräfte im 
Gleichge wicht“). 

Lehrutx, (Theorem) ist ein Satz, des- 
sen Wahrheit nicht unmittelbar erkannt 
wird, sondern erst aus der Verbindung 
anderer schon als wahr erkannter Sätze 
hergeleitet werden mufs. Diese llerlei- 
tnng beifst der Beweis (s. d.) 

Lencitoeder ist das erste Ikositetrae- 
der. S. d. mit Fig. 722. 

Lencitoid ist das zweite Ikositetraeder; 
es kommt fast nur in Combinationen vor. 

Libelle, Wasserwaage, dient zur Ho- 
lizontalstellnng Ton Mefsinstrumenten, 
besonders Ton Mefstiscben ; dann aber für 
alle Winkelmesser und die mit Fernröh- 

rv. 


ren wersehenen NiTellirinstrumente. Die 
Libelle besteht aus einem Geläb, welches 
man roll Alkohol gielst, bis auf einen 
kleinen Raum für eine Luftblase, die darin 
Terbleibt. 

Hat nun das Gefäfs einen genau ebe- 
nen Boden, der GIxsdeckel eine flach ge- 
krümmte Form, deren höchste Stelle ge- 
nau lothrecbt über dem Mittelpunkt des 
Gefäfsbodens sich befindet, so liegt die- 
ser Boden und mit diesem zugleich die 
mit ihm vereinigte Plattenobeifläche des 
Mefsinstruments in einer genau horison- 
talcn Ebene; weshalb auch jener der 
Luftblase zukommende Normalpunkt mar- 
kirt ist. 

Die für Mebtische gefertigte Libellen 
haben die Form (Fig. 797) einer Dose, sie 
beifsen Dosenlibellen, nnd sie sind 


Fig 797. 



in dieser Form deshalb geeignet, weil 
eine Ebene, die Ebene des Mefstisches 
horizontal sein soll. Für Winkelmesser 
und Nivellirinstrumente mit Fernröhren 
ist die Form (Fig. 798) einer Röhre zweek- 
mäbiger, weil eine Linie, nämlich die 


Fig. 798. 



Visirlinic oder deren Horizontalprojeetion 
waagerecht liegen soll. Eine solche Röh- 
renlibelle hat eine zwischen Theilstri- 
chen markirte Stelle für die Normallage 
der länglichen Luftblase, nnd deren Axe 
ist nnd verbleibt in der durch jede be- 
liebige Visirlinie befindUchen lothrechten 
Ebene. 

UbratlOB. Hiermit bezeichnet man 
die verschiedenen schwankenden Bewe- 
gungen des Mondes. 

Limbos ist der bei Winkelmebinstm- 
menten eingetheilte feste äubere Rand. 

Linearisch ist was sich auf Linien be- 
zieht, wird von Zahlen und Zahlengröben 
gesagt, weil man dieselben auch geome- 
trisch construirt. Die bekanntesten Zah- 
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tenflfTÖrien , welche allgemein gezeichnet 
weraen, sind die goniometrischen , woher 
man dieselben auch noch immer trigono- 
metrische Linien nennt. Man nennt einen 
als Linie aufgetragenen Sinus, Cosinus 
n. s. w. einen linearischen Sinus, 
Cosinus u. s. w. 

In der analytischen Geometrie werden 
geometrische Constructionen durch Al- 
gebra erst zu Formeln entwickelt und 
nach diesen geometrisch constniirt. Man 
nennt daher eine Aufgabe, welche durch 
Schneidung und Zusammensetzung ron 
geraden Linien gelöst wird, eine linea- 
rische Aufgabe. Zahlen (Bnchstaben- 
gröfsen), die geometrisch dargestellt eine 

r irade Linie geben, sind linear! sehe 
ah len-, es sind dies also alle Buchsta- 
bengröfsen in der ersten Potenz. Aus 
diesem Grunde heifsen auch Gleichun- 

§ en zwischen Veränderlichen, in welchen 
ie eine nur in der ersten Potenz Tor- 
kommt, linearische Gleichungen. 
Desgleichen sind linearische Diffe- 
renzialgleichungen, in welchen eine 
Veränderliche und deren Differenziale nur 
in der ersten Potenz erscheinen. 

ÜBie. Deren Begriff ist, wenn er da- 
für gelten soll, schon in dem Art.: , Ge- 
rade Linie“ gegeben. Sie ist eine 
Raumgrölse Ton nur einer Abmessung, 
ihre Theile liegen daher hinter, nicht 
neben einander; sie entsteht durch die 
Bewegung eines Punkts. 

So wie der Punkt, ein im Verschwin- 
den begriffener begrenzter Kaum, die 
Grenze eines Raumes von nur einer Ab- 
messung, Ton der Linie ist, so i.st die 
Linie als im Raum Ton nur einet Ab- 
messung, die Grenze des Raumes von 
zwei Abmessungen, die Grenze der 
Fläche (s. d). 

Ans dem Grunde, dafs der Punkt die 
Grenze der Linie ist, schneiden sich zwei 
Linien nur in einem Punkt, der nun 
als der gemeinschaftliche Grenzpunkt von 
▼ier Linien betrachtet werden Kann. 

Linien sind entweder gerade oder 
krumm. 

Gerade Linien decken sich-, zwischen 
zwei Punkten ist nur eine gerade Linie 
möglich ; eine gerade Linie ist durch zwei 
in derselben liegenden Punkte der Lage 
nach bestimmt.' 

Die Beziehung zwischen gerader Linie 
und Ebene, s den Art. .Ebene“. Die 
geometrischen Constructionen, die gera- 
den Linien unter sich und mit Kreisli- 
nien betreffend, siehe den Art. .Con- 
struction“ 1. Constructionen aus 


der Elementargeometrie. Derana- 
ly tische Theil der geraden Linie, die Be- 
stimmung derselben durch (toordinaten- 
und Polargleichungen, s. Art. ,Cur- 
ven“ 11., Bd. II. , pag. 170 bis 172 mit 
Fig. 52G bis 631. Der analytische Theil 
der krummen Linien ist der Gegenstand 
der Art. .Curven und Curvenlehre“. 

Linien, goniometrische, sind die durch 
gerade Linien dargestellten goniometri- 
schen Functionen: Sinus, Tangente o.s.w. 

Linsen, Linsengläser sind zunächst 
Gläser in der Form einer Linse, deren 
beide Oberflächen die Form von Calotten 
haben , die zu gleich und ungleich gro- 
fsen Kugeln gehören können, aber von 

f ;leicben Grundflächen, so dafs beide Ca- 
otten von einem scharfen Kreisrand be- 
grenzt werden, durch dessen Mittelpunkt 
und normal auf dem Rand die zu den 
Calotten gehörenden Kugelmittelpunkte 
liegen. 

Die Gläser werden angewendet, una 
mittelst der Brechung hindurch gehender 
Lichtstrahlen (s. die Art. .Ablenkung 
des Lichtstrahls, Brechung der 
Lichtstrahlen“) von Gegenständen 
vergröfserte oder verkleinerte Bilder her- 
Torzubringen oder durch Vereinigung der 
Sonnenstrahlen auf einen sehr kleinen 
Raum Brandhitze zu erzeugen. 

Aufser der Linsenform werden den 
Gläsern davon abweichende Formen ge- 
geben, je nachdem der Zweck ihrer An- 
wendung ist. Es erhalten beide Ober- 
flächen auch hohle Calottenilächen, an- 
dere eine erhabene und eine hoble, noch 
andere eine ebene Fläche und eine hohle 
oder erhabene Calottenfläche. Dennoch 
haben auch diese von der Linsenform 
ganz abweichendo Gläser den Namen Lin- 
sen und heifsen je nach ihrer Form: 
convex-convexe oder biconvexe 
Gläser, concav-concaveoder bicon- 
cave Gläser, plan-convexe, plan-concave 
Gläser; die convex -concaven Gläser wer- 
den Menisken genannt. 

Indem Art. .Brennglas* ist theo- 
retisch die Wirkung eines biconvexen 
Glases auf die Erzeugung der llitze nacb- 
gewiesen und am Semlufs mit Beziehung 
aul No. 4 die Theorie auf ein plan-con- 
vexes und auf ein concav-convexes Glas 
ausgedehnt worden. 

In dem Art. .Brille“ ist theoretisch 
die Wirkung der biconvexen Brille nach- 
gewiesen für Personen, welche nahe be- 
nndliche Gegenstände erkennen wollen 
und die der Woncaven Brille zu Erken- 
nung ferner Gegenstände. 
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Der Art. , Astronomi-sches Fern- 
rohr* zeigt die Wirkung zweier bicon- 
vexen Gläser, das eine als Objocliv- 
glas, das andere als Octilarglas, beide 
Gläser so mit einander fe.st verbunden, 
dafs deren Axen in einerlei geraden Li- 
nie liegen und beider Brennpunkte in 
einem Punkt zusammenfallon. 

In dem Art. „Fernrohr“ ist zunäch.st 
die Wirkung zweier 01ä.ser, eines bicon- 
veien Objectivglases und eines biconca- 
ren Ocularglases nachgewiosen, die eben 
so wie bei dem astronomischen Fernrohr 
zusammengestellt sind. Der gemeinschaft- 
liche Brennpunkt beider Glä.ser fällt vor 
da.s Ocular, aufserhalb des Rohrs. 

Hierauf erfolgt die Zusammenstellung 
der terrestrischen Fernröhre mit drei und 
vier unter einander vereinigten bicon- 
vexen Gläsern. 

Es ist bei den so eben gedachten In- 
strumenten zu beachten, dafs bei den bei- 
den Fernröhreu, dem Keplorschen und 
dem Galileischen, die zu beobachtenden 
Körper Ge.stirne sind, also Körper, die 
änfserst weit entfernt sich befinden und 
eine nnermefsliche Monge von Lichtstrah- 
len dem Objectiv zuführen. Dasselbe 
findet beim Brennglase statt, für welches 
die Sonne der leuchtende Körper i.st. Bei 
den terrestrischen Werkzeugen befinden 
sich die au beobachtenden Gegenstände, 
mit Gestirnen verglichen, äufserst nahe, 
nnd es sind nur Gegenstände von ge- 
ringer Ausdehnung, oft nur einzelne sehr 
kleine Flächen. 

Litcralklgebra begreift die in Bnch- 
stabenausdrucken gegebenen algebrai- 
schen Aufgaben. 

Litcralglelchnngeii sind die in Buch- 
stabengrölsen gegebenen Gleichungen. 

LoulborizoDtal-Parallaxe,s. u. „Aeqna- 
toreal-Parallaxe 

LocomotiVCD. Diese üben ihre Zug- 
kraft nur dadurch, dafs sie mit ihrem 
bedeutenden eigenen Gewicht ihre beiden 
Treibräder belasten, und dafs diese gc- 
en die Schienen in der gleitenden Rei- 
ung eine feste Stütze finden, während 
die Lastwagen nur die viel geringere 
gleitende Reibung als Widerstand ent- 
gegensetzen. 

Die überhaupt zu überwindenden Wi- 
derstände eines Eisenbahnzuges werden 
den Versuchen nnd Beobachtungen zu- 
folge angegeben : 

Die Reibung der' Radachsen 
■ ämmtlicher Wagen des Zuges. 



wo II der Reibungscoefficient 0,05; d der 
Durchmesser des Zapfens, D der der Rä- 
der, Q das Gewicht der Wagen mit Ans- 
schlufs der Räder bedeutet. 

2. Die Reib ungderRäderaufden 
Schienen. 

+ 9) 

wo ft, den Reibungscoefficient = 0,001 ; 
9 das Gewicht der Kader nnd Achsen be- 
deutet. 

3. Die Schwerkraft bei Ueber- 
windung von Steigungen. 

f'j = (P + 9) *•» « 

wo a der Elevationswinkel der Steigung 
ist. 

4. Der Luftwiderstand. 

P. = 0,0625 m • r> . A’ 

wo V die Geschwindigkeit des Wagenza- 
ges, F die dem Winde entgegenstehende 
Fläche des Zuges und m ein von dem 
Verhältnifs der Wagenlänge zu deren 
Querschnitt nnd den gegenseitigen Ent- 
fernungen der Wagen abhängiger Coef- 
ficient 1,10 bis 1,43. Pambour bestimmt 
F aus der Summe .S sämmtlicher Wa- 
en incl. Locomotive und Tender; für 
en ersten VOnFufs und für jeden fol- 
genden lOOFufs, mithin F=10(S-)-6) 
□ Fufs. 

Die Snmrne der Widerstände ist 

Pi + Pt + Pi + F,. 

Uarding gibt folgende mit der Erfah- 
rung stimmende F’ormel für die erforder- 
liche Zugkraft der Locomotiven in eng- 
lischen Pfunden für jedes Ton 

F» 

P = 5,9964 -b 0,3335 • V -b 0,002567 F 

wo P die Zugkraft, V die Geschwindig- 
keit des Zuges per Stunde in englischen 
Meilen, Q das Gewicht des Zuges in Tons 
und F die Widerstandsfläcbe in □Fnls 
bedeuten. Z. B. ein Zug hat die Ge- 
schwindigkeit F = 6 preufs. Fufs, per 
Stunde = 2S,OS33 engl. Meilen, dessen 
Gewicht sei 4000 Zoll-Centner = 196,84 
engl. Tons, die Widerstandsfläcbe =250 
preufs. QFufs = 265 engl. nFufs, so ist 
die Zugkraft pro Ton in engUsebeu Pfun- 
den 

5,9964 -b 9,3658 -b 2,7255=1 8,0877 engl. Pfd. 

Die gesammte Zugkraft für den Zug 
= 18,0877 X 196,84 = 3560,4 engl. Pfund 
= 3230 Zollpfund. 

Uwe, Astr. ii')). Das fünfte Him- 
melszeichen der nördlichen Halbkugel, 
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ßagt 30 Grad vom Sommerwendepunkt, 
am Ende des Krebses an und endet am 
Anfang der Jungfrau, 60 Grad vom Som- 
meiwendepunkt. 

LogaritbmeD sind die Stellenzahlen 
einer geometrischen Reihe, die nach den 
Potenzen einerbeIiebigenZahl,derG rn nd- 
zabl fortschreitet. Ist z. B. die Reihe: 
A, A\ A>, A* .... A" 
so ist A die Grundzahl, Basis und 
die Zahlen 1, 2, 3...n sind Logarithmen. 


Nämlich 1 ist der Logarithmus ron A', 
2 der Log. Ton A’, n der Log. ron A". 

Die Logarithmen sind also zugleich die 
Exponenten einer Zahl, diese als Potenz 
einer gegebenen Zahl A betrachtet 
Wie die Glieder der Reihe eine geo- 
metrische, so bilden deren Logarithmen 
eine arithmetische Reihe. 

Man kann die Reihe rückwärts fort- 
.selzen; dann erhält man 


A~", .... A-^ A S A", A’, A\ ....A" 

Deren Logarithmen sind der Reihe nach und unabhängig von der Gröfse der 
Basis 

-1, -(ie-l)....-2, -1, 0, I, 2, 3 ...n. 


Um aus einem GUede ein nächst vor- 
hergehendes zu finden hat man es durch 

die Grundzahl zu dividiren. 

^ r 

eben so — , = A“ = 1. 

Bei jeder beliebigen Grundzahl also ist 
der Lug. der Basis = 1 , der Log. von 1 
= 0. Ist die Basis > 1 , so haben alle 
Zahlen gröfser als 1 positive, alle Zahlen 
kleiner als 1 negative Logarithmen. Ist 
die Basis < 1, so haben alle Zahlen < 1 
positive, alle Zahlen > 1 negative I.o- 
arithmen Der Log. von 0 ist = ± «> , 
. h. Null hat keinen Log. Die Zusam- 
menstellung der Logarithmen mit ihren 
Zahlen in Beziehung auf eine bestimmte 
Basis beifst ein Logaritbmensystem 
und man erhält so viele Systeme als Ba- 
sen man annimmt. 

Der Art. Briggsche Logarithmen 


bat schon den Nutzen und die Anwen- 
dung der Logarithmen dargetban, und 
es kann demnach zum Bedürfuifs des 
practiseben Rechnens kein anderes Sy- 
stem geben, als das unserem dekadischen 
System zugehörige dekadische Logarith- 
mensystem, das System dessen Basis 
= 10 ist. 

Der Art. , Basis eines Logarith- 
mensystems* zeigt noch die Begrün- 
dung eines zweiten System.«, welches ans 
wissenschaftlichen (iriinden, nämlich weil 
der Modul = 1, das einfachste System ist 
und daher auch das natürliche Lo- 
garitbmensystem genannt wird. 

2. In dem Art. Basis eines Logarith- 
mensystems sind nun folgende Formeln 
entwickelt. 

Der Logarithmus einer Zahl a, wenn 
die Basis des Systems 6 ist. 


log a = 




( 1 ) 


Der Modul des Systems also 

^ = (4^) -7(6^1) -fici^i 
3. Beide Formeln sind zu numerischen 
Berechnungen nicht anzuwenden. Durch 


Umformungen aber gelangt man zu brauch- 
bareren Formeln. 

Setzt man zuerst a — 1 = a-, so ist 
0 = 1 -fx. Man erhält, diesen Werth in 
Gleichung 1 eingetührt, und für 1 divi- 
dirt durch den Nenner = gesetzt: 


/*#(l-|-x)= + (1) 

Nimmt man den negativen Werth von x, so bat man 

Die zweite Gleichung von der ersten abgezogen gibt 
/oj(l -l- x)- toj(l - x) = hg = 2;W(x -f 5x>-b } x*-f }x'....) (3) 

Diese Gleichung ist schon deshalb geeigneter zu Berechnungen, weil in der 
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Reihe nur positire Vorzeichen siinl, allein _t_ 

sie convereirt nicht, und es kann dies + y y.)-! 

nur gesehenen , wenn j in einen ächten Dann ist = j- = — 

Bruch umgestaltet wird. Man gelangt 1 * 

1 V 

dazu, wenn man unmittelbar aetit. qq j 

4. Ilat man also den log von einer sehen, oder denselben = I gesetzt, so daTs 
Zahl y - 1 gefunden , so kann man aus die Logarithmen natürliche sind, hat man 
dieser Formel 4 den log (y+ 1) finden, ans Gl. 4: 

Denn Torläufig ron dem Modul M abge- 


/«?»(»+ >) = ^ oy «(»-0 + 2 {i + ^ + ^, + ^ y , + ...) 


Sun ist foy 1 = 0 ; für y = 2 ist y - 1 = 1 und y + 1 = 3. 
/oja3 = 2^y ■ ^ 


^ _L 4 . _L 4 . 
3 -T»'*' 5 • 2 ‘‘'' 7 ■ 2 ’ 


Um dies Beispiel practisch ansznfüh- 
len ist 

— = 0,50000 00000 
2 

, = 0,04166 66667 

3 •2’ 

— = 0,00625 00000 
5-2» 

-‘„, = 0,00111 60714 
7.2' 

— = 0,00021 70139 
9-2* 

‘ -n = 0,00004 43892 

11. 311 ’ 

j3 )y-, = 0,00000 93900 
LatuTör54930 35312 ’ 


(l) 

Demnach ist 

) 

Transport 0,54930 35312 
— ‘y, = 0,00000 20346 

— ^ = 0,00000 04488 
17.2*' 

— ‘-li = 0,00000 01004 
19 •2*’ 

= 0,00000 00227 
21 -2** ’ 

-J-H = 0,00000 00052 
23 • 2” 

- i — = 0,00000 00003 

25 • 2» 

Summa 0, 54930 61431 
Mithin 

logn 3 = 1,09861 22862 
Nun findet man loyia2, denn man hat 


oder 


/,(3 + 1) = 1«(3-1) + 2 (| + 3 ^, + ^, + ...) 
f»4 = /» 2 + 2 (y + ^ J .36 + • • •) 


stah’t ^ = «. hat man l+x = -^^ 

'’p’-l 


‘"*“ 2(3 +3 .3S+ 6 >3* '*’“■) 

5. Man kann, wie Vega angiebt, die Nnn hat man 
■ ■ ■ alten: 


1 — * = 2 « 


2p*- 1 


Reihe noch conrergirender erhä 


Denn setzt man für x den Werth 


1-x 2p*-l 2p*-l 


2 p*— 1 aber auch nach No. 3, Formel 3 
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'*rS = * (i + ai'» + öi + • • ■) 

'"^-'-=* 2 Sr ^- l=^(T + 3 T * + i ‘ + --) 

woraus reducirt 2 r» p - /n (p> - 1) = 2 (— + ~ + . . . j 

Mithin wenn man (p’~ 1) = (p + 1) (p - 1) setzt; 

/«•p = 4[?n(p+l) + /n(p- I)]+ f— ^ + ' -.4- * - 

^ ' V2p’-1^3(2p’-l)>^5(2p>-l)‘ 




( 1 ) 


-r - '' \-r ‘■f •' S */' f 

Setzt man in diese Gleichnng zuerst p = 2 und dann p = 3, so erhält man 

'”'*'« + l'"l + (f + 3^' + S-^.+ -) 


odor reducirt und geordnet 

M2 = *,w3 + (1 + ^. + ^. + ...) 


ln 2 


1^*3 §(l7 + 3_17, + g_175 + ...) 


'17 ^3- 17» ‘ 5- 
woraus, die erste ton der zweiten abgezogen 

+ 377 !+ 


'"® = “(n+3717» + -)+6(T 


5- 7»' 


...) 


Diesen Werth in eine der beiden letzten Gleichungen gesetzt 

1«2=2(1 + _L_ + . + ‘ \ 

Vi7^3.17>^"7+*V7 ^ 3 . 7»^5-7» + .../ 


( 2 ) 


(3) 


Hat man log 2, log 3 und hierzu log 5 Man erhält zugleich diese Basis e, wenn 
gefunden, so erhält man man den zum Logarithmus 0,43429 . . . 

fn 10 = 2 4 - fo;» 5 = 2,30258 50929 (4) gehörenden Numerus findet. 

6. Bezeichnet man die von x abhän- 

gige Gröfse, welche mit dem Modul M P“g- ?65 , ist für diese Basis die Formel 
/?An Aw > wrrt *» 4 - <>...^ 1.4 ;* OntWlckolti 

Die Ausrechnung ist sehr einfach : man 
erhält 

2 = 2,00000 00000 

-1 = 0,50000 00000 
(*) 

;^= 0,16666 66667 
(•>) 

= 0,04166 66667 

(**; 


multipiicirt den log br von x ergibt, mit 
(fXg so ist 

loQ br X — M • (pT 
foo 


logn x=: (fx 


Hierans folgt = ( 1 ) 

D. h. Der Modul des Brigg’schon 
Systems ist gleich demBrigg*s eben 
Logarithmus irgend einer Zahl di- 
viciirt durch den natürlichen Lo- 
garithmus derselben Zahl. 

Setzt man in Formel 1 für x die Zahl 
10, so hat man 

"= iihb=2,3olös:. = 44819... (2) 

Setzt man in Formel 1 für x die Ba- 
sis e der natürlichen Logarithmen 
so hat man M = log br e = 0,43429 .. . (3) 

Es ist also der Modul desBrigg- 
schen Systems = dem Brig. Lo- 
garithmns der Basis des natürli- 
chen Systems. 


= 0,00833 33333 

(o; 

= 0,00138 88888 

(6) 

= 0,00019 84127 

=0,00002 48016 
C8) 


Latus 2,71827 87698 
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Tnnsport 2,71827 87698 

i = 0,00000 27567 
(9) 

— = 0,00000 02766 
( 10 ) 

— =0,00000 00251 

(11) 

^ = 0,00000 00021 

( 12 ) 

= 0,00000 00002 

(13) 

Samma 0 = 2,71828 18285 
7. 8eUt man in No. 3 , Formel 1 , für 
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/ojr (1 + x) diesen Logaiithmns = y, so hat 
man die Reihe. 

y = .T — Jar*+ix*-lx* + ... 
und wenn man diese mit Hülfe der un- 
bekannten Coeflieienten nmkebrt, nämlich 
wenn man schreibt 

x = 4y4-By’ + f^!l* + -- 
und die Coefficienten Ä, C ... ent- 
wickeU (s. „Arcus“, No.9, pag. 110), 
so erhält man die Formel, aus welcher 
man den Numerus x bei gegebenem foy * 
= y findet. 

Man erhält nämlich bei Anwendung 
des binomischen Satzes 


x = Ax +Mx> -iilx* -MAx» -.... 

+ ßx» -ßx* -Ki-l-J)Bx< -(* + *) ßx»-!-.... 

-I-Cx* -*Cx‘ -Ki + l)Cx‘-.... 

+ Dx* -2Dxfi 

+Ex^ 

Hieraus 0 = (^-l)x-(-(ß-*A)** + (M-fi + C)x*-K- - |C + •»* 

+ (*yl- |ß-l-iC-2fl-b£)*‘ 


Jeden einzelnen der Coefficienten = 0 
gesetzt giebt 

^=k= 

A= 1 

F- ‘ 


120 

u. 8. w. 


Mithin ist 

^ * 1.2.3 


x = y-|- 




+ 


y* 


1.2^1.2.3^1-2-3*4 ' 1-2.3-4.6 


+ . 


oder 


, , (/nx)* , (Inx)* , (/»x)‘ , (/nx)” 


8. Ist Ton einer Zahl x der natürliche 
Logaiithmns gegeben, so erhält man aus 
No. 6, Formel 1 den Brigg'schen Loga- 
rithmus 

/oy 6r X = ilf /« X = 0,43429 ... X 7n x 
und ist der Brigg'sche Logarithmus von 
X gegeben, 

logn x = ~log brx = 2,30258 . .. X /oy ir x 

ff 

Logarithffliicbe Linie oder Logis ti- 
sche Linie ist eine krumme Linie, de- 
ren Ordinaton zu Abscissen, welche nach 
einer arithmetischen Reihe fortschreiten, 
eine geometrische Reihe bilden. 

Ist Fig. 799 AX die Abscissenlinie, A 
der Anfangspunkt der Coordinaten, und 
man nimmt von A ans auf derselben 


lanter gleiche aufeinander folgende Ah- 
scissenstücke. Aß = Bf>= ß£... = 0 , so 
dafs die Abscissen Ton A ans; a, 2a, 
3a,... 110 sind; errichtet in A auf AX 
eine Normale von der beliebigen Länge 
5, ferner in den anderen Abscissenpnnk- 
ten ebenfalls Normalen Ten den Langen 
c, d, 0 ... so dals 5 : c= c : d = d : 0 ... ., 

dafs also — = — =-^... ein constantes 
b c d 

Yerhältnifs ist, so liegen sämmtUche End- 
punkte der Ordinaten in einer logarith- 
mischcn Linie. Nimmt man bei diesem 
constanteii Verhältnils b als die erste und 
c als die zweite Ordinate, so sind die 
Längen der Ordinaten der Reihenfolgo 
nach 
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Fig. 799. die rechtwinklige Coordinatenglei- 

chang 

V=6.(-l)" 

and wenn mm 6 = 1 letit 

y= c" 
oder y“ = e* 
oder alny = xlnc 

nnd /ny = — /ne 



c* c* c" 

' '■ T’ 6« 4»-i 

c" 

die Ordinate y für die Abscisee 

iM = c iet, indem 6 die Ordinate ist für 
die Abscisee = 0. 

2. Schreibt man n = — , so hat man 
a 


woraus '* 


y n 


also 


öy Me /ac 

» = y = c* 

oj: o a 


Dieser Ansdmck beseichnet zugleich die 
Tangente des Winkels GHF = a, den die 
Tangente GB in H mit der Abscisee bildet. 


Hierans ist die Snbtangente FH = = - 

ibs) ä'-V 

welche mithin fnr jeden Pnnkt der Linie constant ist. 

Die Snbnormale FJ = y’ 

' ox a 

Die Tangente Gff = 

Die Normale C/ = y 


Itie Ine 


Für den Hittelpnnkt der Erümmangskreise 


Die Abscisse 


Die Ordinate 


o’ + y*(/ac)> 

= x -=x~ 


1 + y' 


fr)' 


a Ine 


In e 


’ y(/ac)» » + 


Der Halbmesser = 


_ [a*-by*(/ac)*]^ ^ 
ay (/a c)* 


>K')’ 

(v)’' 


3. Zur R atificat ion der Gurre fiat man die allgemeine Formel Bd. IL, pag. 191: 
Hithin für diesen Fall die Länge Ton A bis G: 
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Das Integral «ird gelüst nach Bd. 111., pag. 342, Foimel 234, «enn mau a = 1; 

( ln c\^ 

— 1 aetit, und man bat 


Dieses letzte Integral ist nach pag. 342, Formel 231 


1 +l/l +1 





Man bat demnach, wenn man den Factor 2 im Logarithmns mit za der Con- 
stante rechnet 


Für y = 1 wird 4=0, mithin hat man 

»•Ti?« • + 


Mithin rollständig 


, = i + fr)'. , ' + f 1 


4. Die Fläche zwischen b and FG erhält man mit Hülfe der allgemeinen 
Qasdratarformel, Bd. II., pag. 192: F=/y8x + C 
Für diesen Fall ist 

^=/Sf^y8»=/y^-»»=^ + C 

Für y = i=l wird F = 0, daher toII- bei seiner Cmdrehang um die Absoisse 
ständig AX beschreibt erhält man mit Hülfe der 

y_l allgemeinen Formel Bd. II., pag. 194; 

F ~ 


&) 


F=2;r/y y 1 + 




• 8x 


ä. Die Oberfläche, welche der Bogen Für den Torliegenden Fall also 




271 

V « V 

y 

i—) 



\ a / 


Also das letzte Integral nach Bd. III., pag. 341, Formel 219 
Das letzte Integral nach Bd. UI., pag. 341, Formel 227 
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Hierans 

F= 


[t-)/' + V' + ('-r >)’) 


+ C 


Die Constaote wie in den vorigen Formeln; mithin vollständig nnd redneirt: 


F= 


(¥)' 


i/riEi’ V - i/rrs’ * - ; - » 


6. Den Körper, den die zwischen b, FG mit Hülfe Bd. II., pag. 195: 
und AF befindliche Ebene bei der Um- K = nfy^bx 

drebnng nm AX beschreibt, erhält man Für diesen Fall ist 


K = 71 /y> • ^ 8j = 


hy''” ^lit c\ 


fyby = - 


) 


2 


ln e 


y*+C 


Mithin vollständig ^ — 


Logarlthmltcher Haafs- oder Rechnen- 
stab ist ein Maastab , der mit den natür- 
lich anf einander folgenden Zahlen be- 
schrieben ist, deren zugehörige Längen 
aber die Logarithmen der Zahlen sind. 
Der Anfangspunkt hat die Zahl 1 weil 


Zog 1 = 0 ist; Zog 1000 ist = 3. Nimmt 
man nun irgend eine Länge zum Stabe 
für die Zahlen von 1 bis 1000, theilt diese 
in 3000 gleiche Theile, so erhalten hier- 
von die Länge von Anfang bis 


zur Zahl 100 = 2000 Theile. also 


, , 200 = 2301 , von 

. , 300 = 2477 „ 

, , 400 = 2602 . 

, , 500 = 2699 , 

n. 8. w. 

Macht man nun in jedem Zwischen- 
ranm 10 Abtheilungen , so erhält man 
die Längen der Logarithmen für die Zeh- 
ner, uqd theilt man diese wieder in 10 
Theile, die der Einer. Das Intervall zwi- 
schen den Zahlen 1 und 2 würde 301 
der gleichen Theile, das zwischen 999 
nnd 1000 nur */'» der 3000 gleichen 
Theile lang sein. 

Hat man nun zwei solche Stäbe, so 
kann man mit denselben multipliciren 
und dividiren. Denn um 47 x 53 zu fin- 
den braucht man nur an den Theilstrich 
der Zahl 53 des einen Stabes den Null- 
punkt des zweiten Stabes anznlegen und 
anf dem eisten die Zahl abzulesen, anf 


100 bis 200 = 301 Theile 
200 , 300 = 176 , 

300 , 400 = 125 , 

400 , 500= 97 . 


welche die Zahl 47 des zweiten Maafs- 
stabes trifft. Beim Dividiren bat man 
zwei Maalse abzuziehen. Der Gebrauch 
solcher Stäbe ist jedenfalls von keinem 
Vortheil; sie sollen früher von Lehrern 
angewendet worden sein , nm den Schü- 
lern die Eigenschaften der Logarithmen 
augenscheinlich zu machen. 

Logarithmotecbnie ist die Anweisnng, 
Formeln zur Auffindung der Logarith- 
men ans gegebenen Zahlen nnd Zahlen 
aus gegebenen Logarithmen möglichst 
schnell auch möglichst viele Decimalen 
darznstellen. 

Logistische Linie, s. v. w. ,Loga- 
rithmische Linie*. 
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Logomettr, s. t. „Logarithmi- 
schei Uaafsstab“. 

Lsigimetrie hiefs früher der erste Theil 
der Geometrie, welcher sich nar mit den 
Linien nnd deren Lagen untereinander 
beschäftigt; ihr folgte die Planimetrie. 
Den Systemen infolge, nach welchen die 
Geometrie Torgetragen wird, sind aber 
Longimctrie und Planimetrie nicht von 
einander zu trennen. Euklids erster Lehr- 
satz ist schon ein Satz über die Con- 
gmenz der Dreiecke. 

Wenn man dagegen ein Lehrsystem 
begründet, wie ich es in dem Art. Axiom 
am Schlufs angeregt habe, dann ergibt 
sich eine Tollständige Longimetrie, ohne 
dals die Congruenz der Dreiecke oder an- 
dere planimetrische Gesetze zu Beweisen 
hiningezogen werden müssen. 

Loagltadiaalscbwingangen kommen 
nur beim Schall Tor. 

Loth ist die geradlinige Richtung nach 
dem Uittelpunkt der Erde. Sämmtliche 
nahe an einander stehende Lothe auf 
der Erde sichtbar gemacht, bilden Ter- 
lingerte Halbmesser einer Kngel nnd 
dnrch NiTellements um die Erde be- 
stimmte Horizontalen würden eine Ku- 
geloberfläche erzeugen. 

Die Richtung eines Loths heilst loth- 
recht. Es geschieht nicht selten, dafs 
Linien und Ebenen, <lie rechte Winkel 
mit einander bilden, lothrecht auf ein- 
ander genannt werden. Besser und an- 
nmessener ist es, diese Lagen mit w i n - 
lelrecht oder normal zu bezeichnen. 

Indolphscbe Zahl ist die Zahl n = 
3,1415926 ... welche das Vielfache des 
Dnrchmessers als Länge dos Kreisum- 
langs angibt. Lndolph Ton Genien hat 
diese Zahl zuerst auf 32 Decimalen be- 
rechnet, woher man sie nach seinem Na- 
men benannt hat. 

Loft, atmosphärische, deren phy- 
sikalische Eigenschaften s. in dem Art. 
.Aerostatik“, Bd. 1., pag. 39. Menge 
nnd Geschwindigkeit der Luft bei Aus- 
strömungen in einen absolut leeren Raum, 
Ton dichterer Luft in einen mit dünne- 
rer Luft angeföllten Kaum, Füllung lee- 
rer und mit dünner Luft angefülltor Ge- 
läfse durch dichtere Luft und bei Ter- 
schiedenen Temperaturen nebst Zeitbe- 
stimmung, s. den Art. .Ausflnfs der 
Luft “ Bd. 1, pag. 230. Siehe ferner den 
Art. .Atmosphäre.“ 

Luftbild ist das Bild eines Gegenstan- 
des, dessen Strahlen Ton einem Linsen- 
glase anfgefangen, durchgelassen, dabei 


reflectirt nnd auf die durch dessen Brenn- 
punkt normal auf der Axe be&ndliche 
Ebene geworfen werden, welche io dieser 
Ebene das Bild ausmachen. 

Ist diese Ebene mit einer lichten ma- 
teriellen Fläche z. B. mit einem Blatt 
Papier Tersehen, so ist das Bild sicht- 
bar; ist die Ebene unbelegt, also eine 
freie Luftebene, so ist das Bild unsicht- 
bar und ein Luftbild. 

Fig. 91, Bd. I., pag. 143 ist ein Eep- 
ler’sches Fernrohr; Nfi° ein sehr weiter 
Gegenstand, t. B. die halbe Vollmond- 
scheibe im Durchschnitt. Von dieser 
Scheibe werden sämmtliche auf das Ob- 
jectiTglas DE fallende Strahlen in die 
Ebene des Brennpunkts geworfen nnd 
dort zu einem Terkehrten Loftbilde cis 
Tereinigt. Da nnn c zugleich der Brenn- 
unkt des Glases AB ist, so werden die 
trahlen des LuHbildes TOn AB aufge- 
fangen nnd dem Tor AB befindlichen 
Auge Tergrülsert sichtbar gemacht, (s. 
.Auge“ mit Fig. 116 nnd 117) indem 
das Luftbild auf der Netzhaut sich ab- 
spiegelt. 

Fig. 621 ist das Galileische Fernrohr 
mit demselben ObjectiTglase DE, das 
Ocnlarglas GH ist biconcaT, nnd wenn 
dasselbe nicht Torhanden wäre, so würde 
in der Ebene C'C" des inm Glase DE 
gehörenden Brennpnnkts das Luftbild 
von N!U wie in dem Torigen Fernrohr 
entstehen. Das Ocularglas aber empfängt 
die Strahlen Torher nnd reflectirt sie (U- 
Tergirend für das Tor GH befindliche 
Ange. 

In den Erdfernröhren, Fig. 622 nnd 
623 sind nm und n'm' des^eichen die 
Ton dem .Auge wahrgenommenen Luft- 
bilder des beobachtenden Gegenstandes. 

Lnftdruck, s. die Art.: .Aerodyna- 
mische Gesetze, Aerostatik nnd 
Atmosphäre“. 

Lnnatlon, s. t. w. Mondwechsel, nnd 
zwar entweder die Summe der aufeinan- 
der folgenden Mondphasen oder die Zeit 
Ton dom Anfang einer bestimmten Mond- 
phase bis zum Anfaim derselben zunächst 
migenden Phase: z. B. Ton Neumond bis 
zum nächst folgenden Neumond. 

Lupe ist ein ans nnr einem Glase be- 
stehendes also das einfachste Mikroskop, 
mit dessen Hülfe man kleine Gegenstände 
in Tergröfsertem Maafsstabo sieht. Die 
Wirkung der Lupe wird durch den Art. 
.Brille“, No. 2, pag. 431 mit Fig. 262 
erklärt: Es ist dort nachgewiesen, dafs 
ein biconTexes Glas AB einen kleinen 
Gegenstand ab, wenn er zwischen das 
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Glas uud dessen Brennpunkt N gekracht 
wird, dadurch Tergröfsert, dafs er die ron 
dem Gegenstände aufgefangenen Licht- 
strahlen direr^rt, und dafs das Auge 
nun diese Stranlen geradlinig an einem 
gröfseren Bilde verfoTgt. 

Es ist die Brennweite CN des Glases 
mit f, die Entfernung Ce des Gegenstan- 
des ab von der Axe des Glases mit a 
und die Entfernung Cc’ des entstehenden 
Bildes a’b' mit i bezeichnet, und Formel 
3 entwickelt 

f a a f — a 

Nun ist aus ad : = Cc : Cc' 


Cc' b 

a'b* = 77 “ • oÄ =s — (ad) 

Cc tf 

d. h. die yergröfsemng a‘h' beträgt 

das — fache = das fache. 
a / — <* 

Je näher demnach a bei constantem f, 
also bei einer bestimmten Lupe dem 
Brennpunkt N gerückt wird, desto grö- 
fser erscheint er. 

Es ist -J— = 1 -t- 

f-a f-a 

Hieraus geht herror, dafs die Vergrö- 
fsernng um so bedeutender wird , je klei- 
ner man die Brennweite f nimmt, also 
je convexeT die Lnpe ist. 
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■&afs üt die Einheit zu Bestimmung 
der Gröfsen mefsbarer Gegenstände. Ein- 
heit und Vielheit können nur gleichartig 
sein, daher gibt cs so vielerlei Maafse als 
Uefsbares. Die zu messenden materiellen 
Gegenstände sind in drei Dimensionen 
Toraanden, daher gibt es für diese Län- 
genmaalse, Flächenmaafse, Kür- 
permaafse (s. diese 3 Art). 

In dem Art. ,Längenmaars“ ist 
anch eines zu wünschenden allgemeinen 
Längenmaafses gedacht; d h. eines für 
sämmtliche Bewohner der Erde geltenden 
Normallängenmaafses, und mit die- 
sem würde auch offenbar ein allgemeines 
Normalflächenmaafs und ein allge- 
meines Normalkörpermaafs gegeben 
sein. 

Wie das Maafs für Längen, so sollten 
anch die Maafse für messungsbedürftige 
Gegenstände anderen Characters Nor- 
malmaalse sein. Zunächst das Haafs 
für Druckkräfte, das Gewichts- 
maafs, welches besonders hierher gehört. 
In dem Art. .Gewicht* ist die Be- 
gründung eines Gewichtsmaafses 
möglichst auseinandergesetzt, und dals 
die Wissen.schaft schon lange ein auf dem 
Erdboden durchweg gleichgeltendes Nor- 
malgewichl, nämlich das specifische 
Gewicht eingeführt hat. Dasselbe Recht 
hat aber auch die Verkehrswelt in Be- 
ziehung auf die von derselben verlangte 
Kenntnifs des absoluten Gewichts einer 
Waare oder Sache. In demselben Art. 
ist naebgewiesen , wie in den Ländern 
Preufsen, Frankreich, England, Neapel 
und Rufsland die Normal-L a iide s ge- 
wichte bestimmt worden sind. 

Die Bestimmung eines Normalgewichts 


ist abhängig von zwei Elementen, näm- 
lich von dem Stoff der abgewägt wird 
und von dem Knbikmaafs, welches der 
Stoff ausfüllt. Alle Regierungen der ge- 
nannten Länder haben zum Stoff das 
destillirte Wasser genommen, welches auf 
der ganzen Erde einerlei Gewicht hat. 
Warum aber in verschiedenen Tempera- 
turen? 

Preufsen 15® R., Frankreich 3,5® R., 
England und Rufsland 62® F. = 13k® R., 
Neaml 12,95° R. Vielleicht sind diese 
Grade die mittleren Toiiiperatnren der 
Länder, die der Hauptstädte sind es 
nicht. Denn die mittlere Temperatur 
in Berlin ist 9,1 C. = 7,28° R. , in Lon- 
don 10,8 C. = 8,64® R. Neapel hat eine 
viel grölscre mittlere Temperatur und 
nimmt die des Quecksilbers am gering- 
sten. Für die Temperatur des Was.sers 
sollte 3,5° R. wie in Frankreich zu Grunde 
liegen , wobei es die gröfste Dichtigkeit 
hat. 

Ferner hat jede der Regierungen den 
Würfel eines ihrer Landes-Längeiimaafse 
zu Grunde gelegt, und es darf nur ein 
und dasselbe Kubikmaafs sein, wozu der 
Würfel eines allgemeinen Normal-Läu- 
genmaafses zu nehmen sein würde. 

Das Maafs für die Zeit, s. den Art. 
.Kalender*. 

Maafse, französische, s. n. .Decimal- 
maafs*. 

Maafsstäbe sind Stäbe, deren Längen 
eine be.stimnite Menge von gesetzlichen 
Längeneinheiten enthalten. Anch der 
Feldmesser gebraucht dieselben. Gradmes- 
sungen verlangen äiifserst genaue me- 
tallene Stäbe. Längen von Flächen, die 
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bebaut werden sollen und überall wo es 
anf Genauigkeit ankommt , werden statt 
mit der Kette mit Maarsstäben gemessen. 
Man nimmt zu denselben am besten 
harziges Kiefernholz, weil die.ses am we- 
nigsten durch Tempcraturwechsel Dimen- 
sionsveränderungen erleidet ; sie werden 
um Abnutzung zu verhindern, an den 
Enden mit winkelreoht auf die Länge 
geriehteten metallenen Hingen versehen. 
Beim Messen legt man uie Stäl>e auf 
feste Stützen, am besten auf Schemel, 
deren Platten zur ller.stellung der Hori- 
zontale leicht und .schnell auf- und ab- 
wärts geschoben werden können. Zwock- 
mäfsig, be.Honders sicherer ist es, wenn 
man zwei Maafsstäbe anwendet, so dafs 
immer der eine an den anderen liegcn- 
bleibendcn zn Fortsetzung der Vermes- 
sung angelegt werden kann. Die Beob- 
achtung der Horizontale während des 
Messens geschieht mit Hülfe einer kleinen 
Setzwaage; auch kann man die Maafs- 
stäbe mit etwa einen Fufs hohen eiser- 
nen Visirstiften an einem Ende versehen, 
die bei beiden an einanderliegenden Stä- 
ben in den änfsersten Punkten sich be- 
finden. 

Mac-Lanrinsche Reihe. Deren Ent- 
wickelung s. den Art. , Differen zia 1 - 
rechnuug“, pag. 289, Bedingungen un- 
ter welchen sie convergirt, pag. 292 ; deren 
Ergänzungsglied, pag. 293 Anwendung 
derselben, Bd. 1. pag. 110, 113 und an 
vielen anderen Orten. 

Magister inatheseos ist der Ehrenname, 
mit welchem der ITte Satz des Euklid, 
Buch!, bezeichnet wird (s. Art. .Drei- 
ecke, ebene“, No. 21, pag. 327 mit 
Fig. 574). 

Magnete waren zuerst ausschliefslich 
Erze, welche Eisen anziehen; der Name 
rührt daher, dafs diese Erze nahe der 
Stadt Magnesia gefunden worden waren. 
Da man später lernte, auch dem Eisen 
selbst die magnetische Kraft mitzuthei- 
len, erfand man künstliche Magnete, 
die in der Form der Magnetnadeln 
so grofsen Nutzen gewähren, indem man 
entdeckt hatte, dafs der ganze Erdkörper 
die magnetische Kraft besitzt. 

Eine frei horizontal hangende Magnet- 
nadel nämlich nimmt immer eine be- 
stimmte Richtung nach Norden zu an 
und weicht in den verschiedenen Orten 
mehr und weniger von dem astronomi- 
schen Meridian ab, trifft auch in einigen 
Punkten genau mit demselben zusammen. 
Die durch die Richtung der Nadel ge- 
dachte lothrechte Ebene ist der magne- 


tische Meridian des Orts; der Win- 
kel zwischen diesem und dem astrono- 
mischen Meridian heifst die Declina- 
tion oder Abweichung der Nadel, sie 
ist östlich, westlich und Null. Das 
Instrument für die Me.ssung der Abwei- 
chung heifst Declinationsboussole, 
beim Seefahrer ist sie der Compafs. 

Hängt man die Magnetnadel in ihrem 
Schwerpunkt frei auf, so bleibt sie nicht 
mehr horizontal, sic senkt sich in näher 
dem Nordpol liegenden Orten mit ihrer 
Nordseife immer tiefer und stellt sich 
endlich lothrcchl. Kapitain Rofs hat die- 
sen nördlicheü magnetischen Pol der 
Erde unter 70“ 5’ nördlicher Breite 2G3“ 14' 
östlicher Länge (Greenwich = 0) gefunden. 
Diese lothrechte Abneigung, die Iiicli- 
nation nimmt bis in die Gegend des 
Aequators immer mehr ab und wird dort 
an einzelnen Punkten = 0, die Nadel liegt 
dort vollkommen horizontal. .Sämmtliche 
Punkto der Erdobertlächo daselbst zu einer 
Cnrve verbunden geben den niagiieti- 
sclicn Acijuator. Weiter südlich wird 
die Inclination entgegengesetzt, die Süd- 
seite der Nadel senkt sich immer mehr 
und so gibt es daselbst einen magne- 
tischen Südpol. Je stärker die lucli- 
nationen werden, desto unzuverlässiger 
wird der Compafs. 

Magnetnadel, astatUebe, s. .Asta- 
tische Magnetnadel“. 

Manometer, s. .AnsflufsderLuft“ 
No. 3, pag. 230 mit Fig. 133. 

Mantisse ist der Decimalbruch in den 
Logarithmen, s. Bd. 1., pag. 429, rechts 
oben, und . Ch arac t oristi k “ , Bd. II. 
pag. 20. 

Marlottesches Gesetz: Das Volumen 
der Gase verhält sich iimgekelvt wie der 
auf sie wirkende Dnick. Oder die Elasti- 
cität der abgesperrten trockenen Luft 
ist ihrer jedesmaligen Dichtigkeit propor- 
tional, wobei also vorausgesetzt wird, dafs 
die Luft keine Feuchtigkeit oder Dünste 
enthält (s. den Art. , Aerodynamische 
Gesetze“, No. 5, pag. 39). 

Mars (cf) ist der nächste Planet über 
der Erde, der erste der oberen Planeten, 
erscheint in einem auffallend rüthlichon 
Lichte. Seine mittlere Entfernung von 
der Sonne ist 31500000 Meilen = der 
l,523G91 fachen der Erde von der Sonne. 
Seine siderische Umlaufszeit (Rückkehr 
zu dem.selben Fizsterii ) = 086,98 Tage, 
seine tropische llnilanfszeit (Rückkehr zur 
Nachtgleiche)=686,93Tage. Seine mittlere 

tägliche Bewegung J = 31’ 26,7". 
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Beine Excentricität 0,0933168 , faxt Vio 
der halben sroleen Axe. Nei?nng der 
Bahn ge^n die Ekliptik 1° 51' 6 , welche 
sich jährlich um 0,013 Serunde xermin- 
dert. Länge des aufsteigeuden Knotens 
= 47° 59' 58”. Oröfste Entfernung von 
der .Sonne — 34436200 Meilen, kleinste 
= 2856.3800 Meilen. Der Durchmesser 
des Mars ist 890 bis 930 Meilen, also etwa 
halb so .grofs als der Durchmesser der 
Erde. Seine scheinbare Gröfse i.st in der 


f erforderlichen Ueberwucht, so ist nach 
dem Hrincip der xirtuellen Geschwindig- 
keiten die auf den Punkt A auf f redn- 

cirto Ueberwucht = ~ p als bewegende 
Kraft, die in .4 auf f wirkende beschleu- 
nigende Kraft = — •— und deren Be- 
t> q 

schleunigung = g . — . S-. 


Erdnähe 4”, in der Erdferne 2,7". Seine 
gröfste Entfernung von der Erde ist ge- 
gen 55 Milionen, seine kleinste 7) Mil- 
lionen Meilen. Volum = 0,14 und Dich- 
tigkeit = 0,948, Schwerkraft = J der Erde. 
Seine Axendrehung 24 Stunden 37 Min. 
20 Sec. 

luchine ist ein stabiles Bauwerk, 
welches dadurch, dafs Kräfte auf dasselbe 
wirken und durch dasselbe in Gröfse und 
Richtung zerlegt werden, selbst thätig wird 
:u dem Zweck, Körper mechanisch zu 
ändern oder deren Ortsänderung zu be- 
wirken. Die Maschine unterscheidet sich 
also von 1 n strument dadurch, dafs die- 


Denkt man sich nun statt der Masse 
q in A eine andere Masse q, in A,, de- 
ren Geschwindigkeit = r, , so ist die für 

sie in A, reducirte Ueberwucht = — p, 

V, 

Die beschleunigende Kraft = — • — und 

deren Beschleunigung = j • — • 

»'/ 3 - 

Diese Beschleunigungen beide wirken 
in verschiedenen Abständdn von der Dreh- 
axe und zwar so, dafs deren Geschwin- 
digkeiten wie r zu c, sich verhalten, dafs 
also 


ses kein stabiles Bauwerk sondern eine 
transportable Handhabe ist, wenngleich 
es auch thätig wird; und es unterschei- 
det sich von dem Bauwerk Apparat 
genannt, auf welches Kräfte wirken, das 
aber nicht selbst zur Tbätigkeit kommt. 
Ein Winkelmels- Instrument, wenn es 
stabil ist, ist ein Apparat, Nonius und 
Hikrometerschraube sind Instrumente am 
Apparat. Eine Taschenuhr ist ein Ap- 
parat, das Gehwerk und das Hemmwerk 


0 - — • — — •~ = e;r, 

e 9 ' w> 9» 

Da beide aber dieselbe Ueberwucht p 
mit derselben Geschwindigkeit c erfor- 
dern, so mü.ssen auch deren mechanische 
Widerstände einander gleich sein. D. h. 
es ist 



oder reducirt r’g = r,’g,. 


sind Maschinen am Apparat (vergl. „In- igj die Bewegung drehend, so verhal- 
strument“). ten sich die Geschwindigkeiten t> und c. 


Hute eines Körpers ist die Menge der 
in dem Körper befindlichen materiellen 
Tbeile (vergl. „Gewicht, Dichtig- 
keit*). 

lasienrednction. Eine Masse liegt da, 
wo sie liegt, fest; sie hat keine Lrsach 
von selbst sich zu bewegen, eine Eigen- 
schaft, welche man Beharrungsver- 
mögen oder Trägheit nennt. Soll 
non diese Masse bewegt werden, so mufs 
nothwendig eine Kraft auf sie einwirken. 

Man stelle sich ein festes System von 
materiellen Linien und Flächen vor, wel- 
ches durch eine Ueberwucht /* in eine 
fortschreitende oder in eine drehende Be- 
wegung gebracht werden soll, und es 
komme eine Masse vom Gewicht q hinzu 
and zwar auf einen Punkt A des Systems, 
dafs wenn P die Geschwindigkeit c hat, 
} die Geschwindigkeit v erhält. Ist nun 
p der Theil der zu Bewegung der Masse 


der Massen q und q, wie deren Abstände 
l und I, von der Drehaxe nnd man hat 
P • 9 = L* • 9, 

»* P 

und es ist 9- = ^, • 9 = • 9- 

Massen von einem Punkt auf 
einen anderen, wobei derEinflufs 
auf das System dasselbe bleibt, 
werden also dadurch reducirt, dafs 
man das Quadrat ihrer Geschwin- 
digkeit durch dasQuadrat derGe- 
sc n windigkeit des neuen Punkts, 
oder das Quadrat ihres Abstands 
von der Drehaxe durch das Qua- 
drat dos neuen Punkts von der- 
selben dividirt nnd den Quotient 
mit der Masse muitiplicirt. 

2. Beim Gleichgewicht der Kräfte nennt 
man bekanntlich die Producte der Kräfte 
mit den Abständen von der Drehaxe die 
Momente der Kräfte; hier nun dar 
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Aehnlicbkeit weiten die Producte der Mas- 
sen mit den Quadraten jener Abstände 
die Momente der Massen und um zu- 
eleirh auszudrücken, dafs hierbei die 
Kräfte, welche etwa durch die Massen 
noch wirken könnten, aufser Betracht 
bleiben, werden jene Products auch Mo>- 
mente der Trägheit oder Trägheits- 
momen te genannt. 

Materie ist der Stoff, sind die mate- 
riellen Tbeile eines und mehrerer Kör- 
per in ihren wesentlichen von einander 
unterschiedenen Eigenschaften betrachtet, 
von denen die Mathematik ahsieht. Man 
sagt auch Stoff sei das Kaum erfüllende, 
dasjenige, was in einerlei Zeit in einerlei 
Raum sich befindet. 

Materieller Hebel, de.ssen Unterschied 
von mathematischem Hebel, s. den Art. 
„Hebel“ zu Anfang. 

Mathematik ist Gröfsenlehre, die 
Wissenschaft von den Gröfsen (s. den Art. 
„Gröfsen“) deren esZahlengröfsen 
und Raumgröfsen gibt. Sind diese 
Gröfsen blofs Gedankengröfsen , so heifst 
der Theil der Wissenschaft, welcher mit 
diesen sich beschäftigt, reine Mathe- 
matik« sind die Gröfsen aber mit unse- 
ren Organen wahrznnehmen, sind sie Ge- 
genstände oder Erzeugnisse der Natur 
oder der Kunst, angewandte Mathe- 
matik. 

Zahlengröfsen werden nie wahrgenom- 
men, bei einer Mehrzahl oder einem Theil 
von Gegenständen nimmt man nur diese 
wahr. Die Bechenexempel 2x3 = G und 
2x3 Thaler sind 6 Thaler sind ohne al- 
len Unterschied, das benannte Einmaleins 
gehört nicht zur angewandten Mathema- 
tik und die höhere Analysis desgleichen 
nicht: Die ganze Arithmetik von der nie- 
drigsten bis zur höchsten Stufe gehört 
der reinen Mathematik zu. 

Die reine Mathematik hat also einen 
arithmetischen und einen geome- 
trische n Theil. 

Die Arithmetik beschäftigt sich in allen 
Stufen ihrer Lehren und Erkenntnisse 
mit bestimmten und unbestimmten 
Zahlen. 

Die Gesetze des Verfahrens mit den 
ersteren werden aber allein aus den Lehren 
über das Verfahren mit den letzteren 
hergeleitet; die in den Elementarschulen 
gelehrte Rechnenkunst ist schon eine An- 
wendung davon und wird für den tag- 
täglichen nothwendigen Verkehr eingoübt. 

Die eigentliche Arithmetik (s. d.) ist 
die Lehre für Auffindung von allgemein 


geltenden Gesetzen über die verschiede- 
nen Verbindungen von Zahlen, wie sie 
nur immer verlangt werden können, nnd 
diese Gesetze werden ermittelt mit Hülfe 
symbolischer Zeichen, der Buchstaben, 
von welchen jeder einzelne jede beliebige 
bestimmte Zahl bedeutet. 

Die Geometrie (s. d.) beschäftigt sich 
mit den Raumgröfsen, und da der 
Raum drei Dimensionen hat, jnit den 
Linien, Flächen und Körpern. 

Die angewandte Mathematik ist die 
Lehre von den Aenderungen der Natnr- 
körper in Folge äufserer Einwirkung auf 
die.selben durch Kräfte. Die Bedingun- 
gen, unter welchen sie entweder in Ruhe 
oder in gleichförmiger Bewegung, d. h. 
im Gleichgewicht verbleiben, lehrt 
die Statik. 

Die Bedingungen, unter welchen sie 
entweder aus der Ruhe in Bewegung 
kommen oder ihre Bewegung theils nach 
Richtung theils nach Geschwindigkeit 
ändern, die Mechanik. 

Die Statik fester Körper heifst die Geo- 
Statik, die Statik tropfbar flüssiger Kör- 
per die Hydrostatik, die der luftfur- 
migen Körper die Aerostatik. 

Die Mechanik fester Körper heifst die 
Geomechanik, die Mechanik tropfbar 
flü.ssiger Körper die Hydrodynamik 
oder Hydraulik, die Mechanik luftför- 
miger Körper die Aerodynamik oder 
Pneu matik. 

Mathematiache Geographie ist der erste 
Theil der G., der Erdbeschreibung, wel- 
cher mit der Lage der Erde im Welt- 
räume oder vielmehr gegen die Sonne 
und das ganze Sonnensystem, mit der 
Gestalt nnd Gröfse der Erde sich be- 
schäftigt. Die mathematische G. hängt 
unmittelbar mit der Astronomie zusam- 
men. 

Mathematischer ponkt ist ein geome- 
trischer Gedanke, die Grenze einer Linie, 
eine im Verschwinden begriffene Linie. 

Maoerquadrant , s. u. „astronomi- 
scher Quadrant. * 

Maorerwaage, s. v. w. „Bleiwaage.* 

Mazimom und Minimom. Der Art. 
„Gröfstes* löst die Aufgabe: die gröfs- 
ten und kleinsten Werthe einer gegebe- 
nen Function zu finden, aulscrdem meh- 
rere geometrische Maxima und Minima 
an Figuren und Körpern auf elementa- 
rem Wege. 

Der Art. „Differenzialrechnung* 
III. pag. 298 enthält die Auffindung der 
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Mixima und Minima all(;emein durch 
Differenzialrechnung mit Reis|)ielen nnd 
pa^. 309 die Auffindung der gröfsten und 
Kleinsten Wertbe implicirter Functionen. 

Es sollen hier noch folgende Beispiele 
hinsugefügt werden. 

1. Eine gerade Linie so zu theilen, 
dafs das aus den Theilen zusammenge- 
setzte Rechteck ein Maximum werde. 

Nennt man den einen Theil x, so ist 
der andere a — x, und damit x(a-x) = 
ax — x^ ein Maximum wenle, hat man 
das Differenzial a — 2x = 0 worans x= \a 
nnd es ist also die Linie zu halbiren. 

Geometrisch kommt man zu dem Re- 
tnltat, wenn man AB = a in C balbiit 
und soll C aus nach einem Endpunkt B 
hin ein Stück x abträgt. Dann ist das 

Rechteck = -f i) = ^ _ *». 

Offenbar wird das Rechteck für z' = 0 ein 

fgi 

Maximum und = — , so dafs a halbirt 
werden mnfs. 

2. Es sind zwei Seiten a, i eines Drei- 
ecks gegeben, so ist der von ihnen ein- 
gescblossene Winkel, damit das Dreieck 
ein Maximum werde offenbar der grüfste, 
wenn er ein Rechter ist. 

3. Alle Seiten eines Winkels weniger 
eine sind gegeben, so erhält man das 
grüfste Vieleck, wenn die gegebenen .Sei- 
ten zusammen die Sehnen eines llalbkreis- 
bogens sind und die letzte nicht gege- 
bene Seite znm Durchmesser genommen 
wird. 


Fig. 800. 



Wenn also die Seiten AB, BC, CI), DE 
gegeben sind, so soll das Vieleck ABC DE A 
ein Maximum sein, wenn die genannten 
Seiten als Sehnen einen Ilalbkrcisbogen 
einnehmen und wenn der Durchmesser 
AE als unbekannte letzte Seite genom- 
men wird. 

Diesen Satz bat Meier Ilirsch § 115 
seiner Sammlung geometrischer Aufga- 
ben aufgestellt-, sein Beweis für die Rich- 
tigkeit ist als solcher nicht anzuerkenuen. 


4. Ans diesem Satz folgt denn unmit- 
telbar -. 

Dntsr allen Vielecken , welche sich ans 
einer bestimmten Anzahl gegebener Sei- 
ten construiren lassen, ist dasjenige, um 
welches sich ein Kreis beschreiben läfst, 
das grüfste. 

5. Der Inhalt eines Kreises ist nöfser 
als der Inhalt jeder geradlinigen ngur, 
welche mit demselben einen gleichen Um- 
fang hat. 

Nach Bd. III., pag. 228, No. 10 hat un- 
ter allen gleich vielseitigen Vielecken 
von gleichem Umfang das gleichseitige 
den gröCsten Inhalt. Wenn nun also 
statt des vorausgesetzten ungleichseitigen 
Vielecks ein gleichseitiges von gleichem 
Umfang mit jenem nimmt , so erhält mau 
ein Vieleck von gröberem Inhalt nnd 
kann demnach gezeigt werden, dafs der 
Kreis gröber ist, als das gleichseitige, 
dann ist es ganz bestimmt auch gröber 
als das ungleichseitige Vieleck. 

Denkt man sich 'nun den Kreis nnd 
nm denselben Mittelpunkt das Vieleck 
beschrieben, so können dessen Seiten we- 
der Sehnen noch Tangenten sein; denn 
im ersten Fall wäre dessen Umfang klei- 
ner, im zweiten Fall gröfser ab der Um- 
fang des Kreises , die Seiten müssen also 
die Kreislinie schneiden. 

Denkt man sich nun von dem Mittel- 
punkt nach sämmtlicbeu Vielecksspitzen 
gerade Linien gezogen, so entstehen so 
viele Dreiecke als das Vieleck Seiten hat. 

Die von dem Mittelpunkt auf diese 
Seiten geßllte Normalen mit k, die Um- 
fänge des Kreises und des Vielecks mit 
p, den Halbmesser des Krebes mit r be- 
zeichnet bt 

der Inhalt P des Krebes = i'P 
der Inhalt Q des Vielecks = J*p. 

Construirt man nun um den Kreis ein 
dem Vieleck ähnliches Vieleck, bezeich- 
net dessen Umfang mit p, , so ist der In- 
halt Q, dieses Vielecks = in>r 


Nun ist 
ecke 

wegen Aehnlichkeit der Viel- 

p:p, = h:r 

r 

woraus 


folglich bt 


hierzu 

< 

II 

gibt 

QQ, = ir^p> = P> 

woraus 

(>; p=/*i Q' 

Da mm 

die Kreisfläche P immer klei- 

ner ist ah 

1 die um denselben liegende 


IV. 


10 
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Yieleeksflacbe Q' , so ist luch di« Vi«l- 
ecksfläcbe Q kleiner als der Kreis. 

6. Aufserbalb eines Kreises yom Mit- 
telpunkt C sind swei Punkte A, H ge- 
geMu, man soll auf der Peripherie einen 
Punkt von solcher KeschafTenheit an|;eben, 
dafs wenn inan aus demselben nach den 
Kegebeiien Punkten gerade Linien zieht, 
die Summe dieser beiden Linien ein Mi- 
nimum sei. (Meier Hirsch geometrische 
Aufgaben I, pag. 233.) 


Fig. 801. 



Es wird beniesen, dafs die Linien 
AM + BM ein Minimum sind, wenn 
/_AMC= /i BMC. Eine geometrische 
Construction des Punkts M dieser an sich 
einfachen Bedingung gemäfs ist aber noch 
nicht aufgofunden worden. 

Ist / AMC= ^BMC lind man zieht 
durch M die Tangente DE, so ist auch 
ZAMD = ^BME. Wählt man nun einen 
lieliebigen anderen Punkt I’ in der Peri- 
pherie, zieht die geraden Linien AP, BP 
und BQ, von welchen AP die Tangente 
in Q schneidet, so hat man wegen der 
gleichen Winkel AMD und BME die Li- 
nien AM + BM kleiner als alle übrigen 
von A und B nach irgend einem anderen 
Punkt der Linie DK gezogenen Linien 
(s. Bd. II, pag. 306 mit Fig. 560). 

Folglich ist auch AW + BM < AQ + BQ 
also um so mehr AM + BM < AP-\- BQ 
und noch mehr AdZ-b BM- AP-i- BP 

7. Die von einem innerhalb eines Drei- 
ecks gelegenen Punkt nach den Spitzen 
gezogenen geraden Linien sind zusam- 
men genommen ein Minimum, wenn sie 
um den Punkt gleiche Winkel mit ein- 
ander bilden. 

Denn ist nebenstehend die gedachte Con- 
structiou, also ^ACB = ^ ACD = ^ BCD, 


und man denkt sich ans dem Eckpunkt 
A mit AC einen Kreis beschrieben, so 
sind CB-^CD ein Minimnm für alle an- 
deren zwei Linien, die von B und D nach 


Fig. 802. 



anderen in der Kreislinie liegenden Punk- 
ten gezogen werden könnten, hierzu AC 
gibt .IC BC + Wß ein Minimum lier 
drei Linien die von .1, B, D nach dem 
Kreisbogen gezogen werden können. Das- 
selbe beweist man durch Kreisbogen aus 
B mit BC und ans D mit CD. 

8. Unter allen Parallele|ii(ieden von 
einerlei (irnndebene und Hohe hat das 
gerade die kleinste Oberfläche. 

Hieraus folgt: 

Wenn ein gerades und ein .schiefes 
Parallelepipednm einerlei (irundfläche und 
gleiche Uberilüchcn haben, so ist das ge- 
rade höher als das schiefe. 

Unter allen Parallelepipeden von glei- 
cher Oberfläche hat das rechtwinklige den 
gröfsten cuhischen Inhalt. 

Unter allen Parallelepipeden von glei- 
chem cnbischen Inhalt liat das rechtwink- 
lige die kleinste Oberfläche. 

9. Unter allen rechtwinkligen Paralle- 
lepipeden von gegebenem cnbischen In- 
halt und gegebener Hübe hat dasjenige, 
dessen Grundebene ein Quadrat ist, den 
kleinsten Umfang. 

Denn unter den ausgesprochenen Be- 
dingungen haben sämmtliche Körper 
gleiche Grundebeuen, von diesen bat nun 
das Quadrat den kleinsten Umfang, folg- 
lich auch der Körper mit quadratischer 
Grundebene die kleinsten Seitenflächen, 
und da die beiden Grundflächen in allen 
gleich grofs sind, überhaupt die kleinste 
Oberfläche. 

Hieraus folgt: 

10. Unter allen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeden von gleicher Höhe und glei- 
chem cnbischen Inhalt (also auch von 
gleicher Grundfläche) bat das mit einer 
quadratischen Grundfläche die kleinste 
Oberfläche. 

11. Das rechtwinklige Parallejcpiped 
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mit einer quadratischen Grundfläche hat 
unter allen recht«rinkli);eii l’amllelenipe- 
den Ton gleicher Höhe und gleicher Ober- 
fläche den grülston Inhalt. 

13. Unter allen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeden von gleichem Inhalt hat der 
Würfel die kleinste Oberfläche. 

13. Unter allen rechtwinkligen I’aral- 
lelepipeden Ton gleicher Oberfläche hat 
der VVürfel den gröfsten Inhalt. 

14. Unter allen geraden und schiefen 
1‘arallelepipeden Ton gleichem Inhalt hat 
der Würfel die kleinste Oberfläche 

15. Unter allen geraden und schiefen 
Parallelcpipedon von gleicher Oberfläche 
hat der Würfel den gröfsten Inhalt. 

16. Von einem Parallelepiped ist die 
Grundfläche an Gestalt und Gröfse ge- 
geben, die Seitenflächen sind es blofs der 
Gröfso nach; man soll dasjenige finden, 
welches den gröfsten körperlichen Inhalt 
hat. 

Mit den bleibenden Grundflächen blei- 
ben auch deren Seiten dieselben und da 
die Tier Seitenflächen in ihrer summari- 
schen Gröfse verbleiben , so müssen bei 
der Verwandliiiig dieser Plächen auch 
deren Höhen, d h. die nonnalen .Abstände 
der an den Grnndebenen des Körpers be- 
findlichen Seiten verbleiben. Sind diese 
Höhen alle einander gleich, so darf man 
auf eine der Grundflächen nur ein ge- 
rades Parallelepipedum von der eben ge- 
dachten Höhe errichten und man hat das- 
.selbe nach No. 8 im Maximo des Inhalts; 
sind die Höhen nicht gleich, so luufs man 
die kleinste der beiden Höhen zur Höhe 
des neuen Parallelepipednms 
nehmen. Die zu dieser Höhe 
gehörenden beiden Seiten- 
flächen wenlen normal der 
Grundfläche, die anderen 
beiilen Seitenflächen werden 
ihnen angeschmiegt. 

Zur Erläuterung des Ge- 
sagten sollen Fig. 803, 1. 
und II. niid Fig. 804 dem 
Vortrag zu Hülfe kommen. 

Fig. 803, I. und II. sind 
die Oberansichteii zweier 
schiefer Parallelcuipeden; in 
beiden ist cd die urundebene, 
ab die ihr parallele obere 
Ebene, ae und fd, cf und 
be die beiden einander ge- 
genüberstehenden Seitenflä- 
chen. 

In I. haben sämmtliche 4 
Seitenflächen einerlei Höhe, 
d. h. die Abstände von 


Fig. 803. 



af und cg, von bh und de, von aA und 
re und Ton bf und </g sind einander gleich. 
Man hat also nur nöthig, die genannten 
Seitenflächen normal über die Grund- 
flächen zu bringen, dann werden die läu- 
eren Seiten rA, bd, gf, ac gleich deu 
leineren Höhen, normal auf der Grund- 
fläche und der Körper, der zuerst die 
lothrechte kleinere Projection der Seiten- 
tlächonhöhen zur Höhe hatte, erhält die 
gröfsere Höhe selbst zur Höhe und sein 
Inhalt ist nach No. 8 ein Maximum. 

In II. haben, wie man sofort ersieht, 
die Seitenflächen aegf und hedb eine 
steilere Lage gegen die Grundfläche cedg 
als die .Seitenflächen aceh und fgdb, und 
bei gleichem Abstande der Flächen cedg 
und ahbf ist der Abstand zwischen cg 
und af kleiner als der Abstand zwischen 
den schrägeren dg und bf. Dieser Fall 
ist nun Fig. 803 im Aufrifs vorgestellt. 

Es ist nämlich Fig. 804 ahbfedge das 
gegebene Parallclejiipedum, die beiden 
.Seiten bh, de haben in der schrägen Fläche, 
aber senkrecht auf der Linie de, also in 


Fig. 804. 
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der schrägen Verkürzung betrachtet die 
Länge eä, und «enn diese Höhe zugleich 
normal auf die Ebene cedij errichtet wird, 
die Länge rl. Wollte man nun wie ad 1 
diese Lange el zugleich zur Seite des 
Körpers machen, so würde sie zugleich 
die Seite rA sein müssen , mit der sie 
dieselü) ist. eh ist aber zu lang, sie 
würde über I hinaus bis m reichen, und 
es könnte kein Parallelepipedum entste- 
hen. 

Da aber um ein Uaximum zu erhalten 
wenigstens ein Paar Seitenflächen den 
Grundebenen normal sein raufs, so zieht 
man durch den Punkt / eine Parallele 
OK mit de, beschreibt aus e innerhalb der 
senkrechten Seiteuebeno einen Bogen mit 
dem Abstand zwischen re mul ah als Halb- 
messer,, und in dem Punkt A', wo er die 
Parallele on trifll, ist der entsprechende 
Punkt für A Zieht man demnach dio 
Linie h'e und constrnirt die der Grund- 
ebene edge parallele und congruente Fl- 
ur h'b'fa', vollendet das Parallelepipe- 
um a'h'b'f'edgc, so beünden sich in die- 
sem die .Seitenflächen deh'b' und egC a' 
normal den Grundebenen edge und h’b'fa' 
und es ist das verlangte Maximum. 

17. Von einem Parallelepipeil sind dio 
Grundfläche und die Seitenflächen der 
Gröfse nach gegeben, desgleichen die 
Winkel der Grundfläche, .so erfährt man 
die Bedingung für das Maximum des In- 
halts folgender Art : 

Es sei y der Inhalt der Grundfläche, 
y' der Inhalt der einen, y” der Inhalt der 
daran grenzenden Seitenfläche, der gege- 
bene Winkel sei «, x und y seien die 
unbekannten ihn einschliersendcn Seiten. 

Dann ist der Inhalt der Grundfläche y 


18. Was von den Parallelepipeden gilt, 
gilt auch von den dreiseitigen Prismen. 
Also: 

Unter allen dreiseitigen Prismen von 
derselben Höhe und derselben tirundfläche 
hat das gerade Prisma die kleinste Ober- 
fläche. 

19. Unter .allen geraden dreiseitigen 
Prismen von gegebener Höhe, gegebener 
Grundfläche und einer gegebenen Seiten- 
fläche fundfet mau d.as von der kleinsten 
Oberfläche, wenn die beiden nicht gege- 
benen Seitenflächen einander gleich sind. 

Denn ist A die gegebene Grundfläche, 
A dio Höhe des Prisma, so ist A auch die 
Höhe jeder Seitenfläche. I.st die gegebene 
Seitenfläche = B, so ist dessen zur Grund- 
fläche gehörige Seite ebenfalls gegeben =: 

n 

— , Diese nls Grnndlinie der Dreiecks^ 

A 

grundfläche A betrachtet, gibt deren Hohe 

= 2A-^. Unter allen Dreiecken von 

o 

einerlei Grundlinie und gleicher Hohe hat 
aber das gleichschenklige den geringsten 
Umfang, mithin auch das gerade dreisei- 
tige Prisma, welches dieses Dreieck lur 
Grundtläche hat. 

Hieraus folgt: 

20. Unter allen geraden dreiseitigen 
Prismen von gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe hat dasjenige die kleinste 
Oberfläche, in welchem alle Seitenflächen 
gleich grofs sind. Desgleichen 

21. Unter allen Prismen von einer go- 
ebenen Anzahl und summarischem In- 
alt der Seitenflächen von derselben 

Grundfläche und derselben Höhe hat das 
gerade Prisnja die kleinste Oberfläche. 


Die Inhalte der beiden Seitenflächen- 
paare sind q' = h‘x und = 

hieraus die Höhen A' = — und a" = ^-, 

worau., A-.A'- = »'’^vV-.i„„. 

xy y 

Demnach ist die gröfste Höhe eines Pa- 
rallelepipedums von den gegelkenen Stük- 

ken = ^ sin rf|, und zwar mufs die- 

seli>e auf den Grundehenen nurmal ste- 
hen. Das Paralleleuiped ist aho ein ge- 
rades, dessen Grunuehene = q und des.sen 

Höhe = I lin Sein Inhalt be- 

tragt I ff 'y’’ t«M <r. 


22. Unter allen geraden Prismen von 
gegebener Anzahl der Seitenflächen, ge- 
gebener Höhe hat dasjenige, dessen Grund- 
fläche ein regiiläro.s Vieleck ist, den gröfs- 
ten körperlichen Inhalt. 

Denn unter allen Vielecken von gege- 
bener Seitenanzahl und gegebenem Um- 
fang ist (No. 4) das rogelmälsigo von dem 
grufsten Inhalt, mithin auch das darauf 
gestellte gerade Prisma. 

23. Unter allen geraden Prismen von 
einer gleichen Anzahl der Seitenflächen, 
gleicher Höhe und gleichem körperlichen 
Inhalt hat das mit regelmärsiger (irund- 
obeiie den kleinsten Umfang d«*r Seiten- 
flächen; und da mit dem körperlichen 
Inhalt und der gegebenen Höhe auch die 
Gröfse der Grundfläche gegeben ist , auch 
den kleinsten LImfaiig(inclusiveder Uruml- 
fläcben). 
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24. Unter allen oeraden Prismen von 
einer gleichen Anzahl der Seilenflärhen, 
gleicher Höhe und Oberfläche hat das 
von regelmäfsiger (inindfläche den gröfs- 
ten körperlichen Inhalt. 

2.'). Der Kreis hat einen kleineren Um- 
fang als jede.s regolmäfsige Vieleck von 
gleichem Inhalte mit demselben. 

Denn ist a die Seite des Vielecks, so 
ist dessen Umfang = na und wenn man 
die Ton dem Mittelpunkt auf die Seite 
• gefällte Normalo =A setzt, so ist h ■ r, 
weil die .Seite nicht Tangente aber auch 
nicht Sehne sein kann und folglich den 
Kreisunifang schneiden muCi. Nun ist 
der Inhalt des Vielecks = } noA 
der Inhalt des Kreises = r’;i 
also J nah = J r • 2,7r 

A < r 

gibt dividirt na>2nr 

2ß. Die Oberfläche eines Cylinders ist 
immer kleiner als die Oberfläche eines 
Prisma von gleicher Höhe und gleichem 
körperlichen Inhalt. 

Folgt unmittelbar ans No. 19. 

27. Der Inhalt eines Cylinders ist im- 
mer gröfaer als der Inhalt eines Prisma 
auf regulärer Grundfläche von gleicher 
Oberfläche und von gleicher Höne mit 
dem Cylinder. 

28. Unter allen geraden Cylindern von 
gleichem körperlichen Inhalt ist dasjenige 
von der klein.sten Oberfläche, welches in 
einem Würfel eingescGrioben ist.^ 

Denn beschreibt man nun sämmtliche 
Cylinder- Parallelepipoden mit quadrati- 
schen Grundflächen, so verhalten sich diese 
nnteroinander wie die inliegenden Cylin- 
der, sie sind also einander gleich. Nach 
Satz 12 hat aber von allen der Würfel 
die kleinste Oberfläche, mithin hat auch 
der in einem Würfel be.schriebene Cylin- 
der die kleinste Oberfläche. 

Dieser Satz ist Bd. II, pag. 304 , No. 2 
analytisch erwiesen mit dem Schlufs, 
dafs der Durchmesser der Grundfläche 
so grofs als die Höhe sein müsse. 

Anmerk. Das gleiche Vcrhältnifs zwi- 
schen den Cylindern unter sich mit den 
nmscbriebenen Prismen unter sich hat 
seinen Grund darin, dafs Kreise und die 
um denselben beschriebenen Polygone 
sowohl in BetrelT der Umfangs als auch 
des Inhalts einerlei Verbältnifs haben, 
wenn die Polygone mit einander äbnlich 
sind, und folglich um so mehr bei gleich- 
seitigen regelmäfsigen Polygonen. 

29. Unter allen geraden Cylindern von 
gleicher Oberfläche hat der in dem Wür- 


fel eingeschriebene Cylinder den gröfsten 
köri>erlichen Inhalt. 

30. Aus beiden vorigen .Sätzen folgt 
der Satz; 

Der Cylinder, der in einem Würfel ein- 
be.sohrieben werden kann, d. h. dessen 
Höhe dem Durchmesser seiner Grnnd- 
lläche gleich ist, hat unter allen Cylin- 
dern von gleichem Inhalte die kleinste 
Oberfläche und unter allen Cylindern 
von gleicher Oberfläche den gröfsten In- 
halt. 

31. Unter allen Pyramiden von gleicher 
Höhe und auf derselben regulären Grund- 
fläche hat die gerade Pyramide die Sei- 
tenflächen von dem geringsten Inhalt. 

32. Unter allen Kegeln von gleicher 
Höhe und gleicher Grundfläche hat der 
gerade Kegel den kleinsten Hantel. 

33. Unter allen Kegeln von gleicher 
Höhe und gleicher Grundfläche, wenn 
diese zwei auf einander normale Axon 
hat, ist bei dem geraden Kegel der Man- 
tel am kleinsten. 

Hayer-Bordaseber Kreis, s. ,Borda- 
'scher Kreis“. 

Mechanik ist derjenige Theil der an- 
gewandten Mathematik, welcher sich mit 
der durch Einwirkung von Kräften her- 
vorgebrachten Bewegung von Körpern 
beschäftigt (s. Mathematik). Man nennt 
die Phoronomie auch die reine Me- 
chanik, dann ist die Anwendung der- 
selben auf die Bewegnng der Natorkör- 
per die angewandte M. Die Mechanik 
der Himmelskörper heifst die Himmels- 
mechanik. 

Hechanisebe Kritte oder mecha- 
nische Potenzen hiefsen früher die 
einfachen Maschinen: der Hebel, die schiefe 
Ebene, die Schraube, das Rad an der 
Welle, der Keil. 

Mechanisches Moment oder auch me- 
chanischerEffect und E ff e c t schlecht- 
hin, ist das Maafs für die Wirkung von 
Kräften auf Bewegung, nämlich das Pro- 
duct aus der Gröfse der Kraft multipli- 
cirt mit der durch sie erzeugten Ge- 
schwindigkeit, oder auch mit dem Wege 
in einer bestimmten Zeit. Wegen der 
Nebenhindernisse, durch Reibungen u. s. 
w. unterscheidet man den Nntzeffect, 
den N'ebeneffect und deren Summe 
den Totalcffect. 

Mediale, eine der von Euklid aufge- 
stellten Irrationallinien, s. den Art. .Ir- 
rationalen des Euklid“. 

Hehrheit ist jede Anzahl von Ein- 
heiten. 
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Meile, geo^rapliische ist eins der 
eisten ailgemein geltenden T.ängenmaaise 
(Normallingonmaafs), hat aber die Eigen- 
thümlichkeit als solches, dafs Niemand 
deren wirkliche Länge genau kennt. Die 
geographische Meile hat zur Einheit den 
Omnng des Erdaequators und ist dessen 
5400ter Theil. Es geht daher bei der 
Ermittelung dieser Meile eben so, wie es 
h«i Ermittelung des Meters, dem 10 Mil- 
lionsten Theil des nördlichen Erdmeri 
dianqnadranten gegangen ist, die Ver- 
messungen haben zu verschiedenen Re- 
sultaten geführt und die geographische 
Meile schwankt innerhalb der Grenzen 
3807,09 Toisen = 23642 prenfs. Fufs und 
3811,5 Toisen = 23661 preufs. Fufs. Er- 
wägt man, dafs dieses Maafs ein astro- 
nomisches ist und dafs die Angaben der 
enorm mfsen Längen auf Beobachtun- 
gen und Berechnnngen sich gründen , so 
hat man jede einzelne Länge, durch geo- 
graphische Meilen ansgedrückf, innerhalb 
ziemlich genau ermittelter Grenzen. 

MeBllktD sind Linsen von concav-con- 
vexer Form, sie sind in der Mitte stär- 
ker als am Rand und gehören also zu 
den Veqpröfsemngsgläsern. In dem Art. 
»Brennglag* ist die Wirkung der con- 
vex -convexen Gläser entwickelt , in No. 4 
■üt Fig. 249 für solche Linsen, deren 
beide Ooer&ächen verschiedene Halbmes- 
ser haben, die also verschiedenen Kugeln 
angehören Man hat deren Brennweite 

1 f • g 
ir= - • s 

«-1 r-l-p 

wo tt den Coefficient (= 1,5 etwa) für 
Glas; r, p die gedachten Halbmesser be- 
deuten. 


Setzt man nun — p für p, so hat man 
einen Meniskus, es ist die innere Fläche, 
die Höhlung flacher als die äulsere Fläche, 
also p>r, mithin für den Meniscus 


w = 


1 

i*-l ■ 


»•P _ 2 , J'tL 

p - r p _ r 


Setzt man die Entfernung des zu ver- 
gröfsernden Gegenstandes = a, so hat 


man die Vergröfserung = . Diese ist 

fr — a 

also nm so gröfser, jo näher der Gegen- 
stand dem Brennpunkt gebracht wird. 
Unter gleichen Umständen verhalten sich 
die Brennweiten eines convex -convexen 
Glases zu dem eines Meniskus wie 


n> rg , 

r-l-p g-r '■ ^ 

Bei einem convex -convexen Glas ist 
wenn p = r ist die Brennweite w=r-, ist 
p = 2r, so ist ie = Jr. Beim Meniskus 


ist für p = 2 r die Brennweite w = 4 r 

= 2p. 

Merkur (?J) ist der der Sonne zunächst 
stehende Planet, also der erste der un- 
teren Planeten. Seine mittlere Entfer- 
nung von der Sonne ist cc. 8 Millionen 
Meilen = 0,3870938 der unserer Erde von 
der Sonne. Seine siderische Umlaufszeit 
= 87,696928 Tage = 87 Tg. 23 St. 15 Min. 
46 Sec. Seine tropische Umlanfszeit ist 
nur um 1 Min. 11 .Sec. kürzer. Seine 
Excentricität = 0,2056175 mal der halben 
grofsen Axe = 1645000 Ml. Hieraus seine 
gröfste Entfernung von der Sonne 9645000 
ML, seine kleinste 6355000 Ml. Neigung 
der Bahn gegen die Ekliptik = 7'’ 0’ 6 . 
Axenumdrehung in 24 Stunden 5 Min. 
Die Länge des aufsteigeuden Knotens 
45° 47' 9”; die Länge des Perihels 74° 
20' 5". Die letzten drei Bestimmungen 
erleiden innerhalb langer Jahre einige 
kleine Abänderungen. Die Masse des 
Merkurs ist etwas mehr als der fünfmil- 
lionste Theil der Sonnenmasse, nämlich 

4865751 ^®'^®lhen. Der Durchmesser des 

Merkur etwa 670 Meilen, also etwas über 
) des Erddurchmessers und mithin seine 
Oberfläche etwa J der Erdoberfläche; seine 
scheinbare Gröfse in der Erdnähe 12”, 
in -der Erdferne 4”; sein Volumen 0,6, 
Dichtigkeit = 2,94, das der Erde 

Heridisn, Mittagskreis ist jeder 
durch beide Weltpele gelegte gröfste Kreis 
der holden Uimmelskugel;, und der durch 
den Scheitelpunkt eines Orts gelegte Kreis 
der Meridian des Orts. In diesem 
Krei.se erreichen alle Gestirne für den 
Ort ihren höchsten Stand; sie c ulmini - 
ren in demselben, und der Augenblick, 
in welchem die Sonne in ihn tritt, ist 
Mittag. 

Legt man durch den Meridian eines 
Orts eine Ebene, so ist diese dessen Mit- 
tagsebene, Mittagsfläche, diese 
theilt die sichtbare Himmelsbalbkugel in 
zwei Hälften, in die östliche und in 
die westliche Halbkugel. Die bei- 
den Durchschnittspnnkte des Meridians 
mit dem Horizont sind der Mittags- 
oder Süd punkt und der Mi t te rn ach ts- 
oder Nordpnnkt. Letzterer ist der End- 
punkt der Meridianhälfte in welcher der 
Nordpol liegt, ersterer der ihm entgegen- 
gesetzt liegende. Die von diesen gleich 
weit also 90° abstehenden Punkte des 
Horizonts sind der Ost- oder Morgen- 
punkt und der West- oder Abend- 
punkt. Ersterer, wenn man den Süd- 
punkt ansieht, links, letzterer rechts lie- 
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Rend. (Vergleiche ilen Art, .Astrono- 
mischer Horiiont“ mit Kig. !>2.) 

Die F. rd meri >1 i.i ne sind dieselhen 
gröfsten Haihkreisbogcn , wenn man sie 
statt auf der Iliminclskngel auf der Erd- 
oberfläche beschreibt, und sie entstehen 
ancb als die Dnrchnittslinien der Mittags- 
flärhen mit der Krdid>crfläche. 

Man rechnet die Meridiane nur in der 
sichtbaren Halbkugel von Pol zu Pol auf 
180° Länge, der zweite in derselben Ebene 
bcfindlicbo uns unsichtbare Halbkreis ist 
der entgegengesetzteMoridian oder 
auch der untere Meridian. 

ln den Meridianen werden die geogra- 
phischen Breiten gemessen. Iler Punkt 
des Aequators ist der Nullpunkt, die Pole 
liegen unter 90° nördlicher und südlicher 
Breite. 

Meridian, erster, ist derjenige, wel- 
cher für die Messung und Angabe der 
geographischen Längen von Orten den 
Anfangsineridian ausmacht, der also mit 
den nnter ihm belegenen Orten die geo- 
graphi-sche Länge = Null hat (s. geogra- 
phische Länge). Die .Auffindung des Me- 
ridians eines Orts, s. den Art. , Corres- 
pond ironde HShen“. 

Meridian, magno tisch er, s. n. .Mag- 
nete*. Vergleiche; .Abweichung der 
Magnetnadel*. 

Melhlnstrnmente sind Längen- und 
Winkelmefsinstnimente, ferner die Nivel- 
lirinstrumente. Teber die ersten, Kette, 
Stäbe, Stangen, s. den Art. .Bacnlo- 
metrio*, ferner die Art. .Gradmes- 
sung* und Maa fsst äbc“. Die Win- 
kelmefs- und Nivellirinstrumente erhalten 
ihre einzelnen .Artikel. Bereits sind be- 
schrieben nnd ahgebildet das .Astrola- 
bium, die ßonssole mit Diopterli- 
neal, der Borda’sche Kreis, die Berg- 
wat ge oder das Clitometer, die Blei - 
oder Mturorwaage nnd die Libelle. 

Mefstisch ist auf nicht zu coupirtem 
Terrain und für Flächen von nicht zu 
grobem Umfang ein recht brauchbares 
Mefsinstrument. Es besteht in einer auf 
einem Stativ ruhenden quadratischen Keils- 
brettplatto von 13 bis 18 Zoll im Qua- 
drat, die zugleich um eine kugelfürmigo 
Nufs oder mit einem hohlen Cy linder um 
einen vollen beliebig horizontal gedreht 
werden kann. Die Platte mufs, damit 
sie sich nicht wirft, aus zusammengeleim- 
ten Lindenhölzern gefertigt sein. Die 
Horizontalstellung geschient mit Hülfe 
einer Dosenlibelle, entweder blos durch 
Eindrücken der Stativfübe in den Erd- 


boden, oder mittelst complicirterer Eia- 
richtnngeu, diircb Mikrometerschrauben 
in Schienen und dergleichen. Kür den 
praktischen (lebranch kann der Mefstisch 
nicht einfach genug eingerichtet sein. Bei 
Fortsetzung einer A'ermessung, wobei das 
Instrument über einen zweiten Terrain- 
punkt aufzustellen ist, und zwar mit dem 
auf der Platte ihn vorstellcnden schon 
verzeichneten Punkt, wird gelothet. Bei 
der geringen Oberfläche der Platte thut 
ein gutes Augenmaafs genug, sonst steckt 
man auch eine Gabel, deren unterer Stab 
mit einem Häkchen versehen ist , bis zu 
dem verzeichneten Punkt nnd lothet von 
ilem senkrecht darunter befindlichen Häk- 
chen ans 

Um einen Winkel zu finden, den zwei 
entfernte Gegenstände mit dem Stand- 
punkt bilden, vbirt man mit dein Diop- 
terlineal narb beiden und zeichnet längs 
dem Lineal beide vbsirte Kichtungen mit 
Bleistift nach. Man steckt hierbei wohl 
ancb eine feine Nadel in den Visirpunkt 
gegen welche das Lineal gelegt wird. 

Soll ein Dreieck des Feldes in verjüng- 
tem Maafsstabe aufgetragen worden, so 
mnfs eine Linie desselben vermessen und 
in verjüngtem Maafsstabe auf der Hefs- 
tiscbplatte gezeichnet sein; absdann er- 
hält man die anderen beiden Seiten durch 
die elicn gedachte Winkelmessnng. Man 
nennt dies Verfahren das Einschnei- 
den mit dom Mefstisch, nnd man 
hat ein Vor wärts-Ei n sc h neiden nnd 
ein Kückwärts-Einschneiden. Er- 
steres ist, wenn man dieselbe Linie zeich- 
net, welche man visirt und letzteres, wenn 
man die A’isirlinie rückwärts verlängert 
zeichnet. Folgendes Beispiel zeigt die 
Aufnahme einiger Punkte durch beider- 
seitiges Einschneideu: 

Die Punkte A, B, C, D auf dem Felde 
sollen mit dem Mefstisch in verjüngtem 
Maafsstab aufgetragen werden. AB ist 
gemessen uiM als Linie ak verjüngt anf- 
getragen. Richte den Mefsti.scn mit ai 
in die Richtung AB, visire und zeichne 
die Richtungen ac, ad von AC, AD. Um 
ein.schneiden zu können wähle eine Di- 
stanz XY, entweder zwischen bemerkba- 
ren natürlichen Punkten oder durch Sig- 
nalstangen. Visire AY, zeichne die Rich- 
tung ay. Bringe nun den Mefstisch in 
irgend einen Punkt Z der Distanz XY, 
indem man die durch a gezeichnete Rich- 
tung ya mit den Punkten A, X visirt, 
dann sind alle auf dem Mefstisch gezeieh- 
neten Linien mit den ihnen entsprechen- 
den auf dem Felde parallel, also auch 
ai 4= AB. Visirt mau nun von b nach 
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B nod lieht rückwärts die Linie t bis 
zor Linie ay, so erhält man dnrch 
Rückwärts-E inschneiden denDiirch- 



Fig. 805. 


schnittspunkt e. Von diesem Punkt e 
aus Tisut man nun die Punkte I), C, 
zeichnet und erhält durch Vorwärts- 
Eioschneiden die Durchschoittspuukte 
e, h und die Figur edcka, in welcher e 
ein Hülfspunkt und zugleich oe die in 
gleich verjüngtem Maa&tab gezeichnete 
wirkliche Länge Ae ist. 

Meter, s. n. .Decimalmaafs* nnd 
, Längen maafse“. 

Methode der kleluten Raadrate ist 
das rechnende Verfahren, den wirklichen 
Werthen von Gröfsen, die durch zu viel 
gegebene Qleichnngen überbestimmt sind, 
mit Hülfe der Quadrate ihrer aus den 
Oleichnngen hervorgehenden Werthsdiffe- 
renzen möglichst nahe zu kommen. 

Diese Fälle ereignen sich in der Astro- 
nomie. Es lehrt nämlich die Erfahrung, 
dafs astronomische Beobachtungen über 
Abstände von Gestirnen oder von aus- 
gezeichneten astronomischen Punkten, sie 
mögen von einem oder von mehreren Be- 
obachtern wiederholentlich geschehen, mit 
einander niemals genau übereinstimnien. 
Ist nur eine einzige Länge mit solchen 
Beobachtungen gegeben, so ist unter al- 
len beobachteten Längen der natürliche 


Näherungswerth das arithmetische Mittel 
derselben. Ist die wissenswürdige Länge 
X mit einer Beobachtung = a, mit einer 
zweiten = b gegeben, so ist der natürliche 
Näherungswertn von x = l(«-)-A); unter 
drei Beobachtungen von n, h, r der Mit- 
telwerth von X = J (o -|- A -1- c). Von n Be- 
obachtungen _ liAlhfjLll.’ 


Wird dagegen mit jeder Beobachtung 
die Verbindung zweier unbekannten Grö- 
fsen X, y gefunden, so ist das natürliche 
Mittel auf so unmittelbare Weise nicht 
zu finden. Denn es sei dnrch gleich zu- 
verlässige Beobachtungen gefunden x -f y 
= o, x + y = b,jT + y=c, so kann man 
nur das Mittel von x y, nicht aber das 
von X allein und von y allein finden. 
Eine Entwickelung ist aber deshalb nicht 
möglich, weil für die beiden unbekannten 
Gröfsen x nnd y nicht zwei, sondern 
mehrere Gleichungen gegeben, die Un- 
bekannten also überbestimmt sind. 


Nun findet sich aber, dals die Summe 
der Quadrate der aus den Beobachtungen 
bervorgehenden Differenzen (oder Beob- 
achtungsfehlern, wie man sie in der 
Kegel mit Unrecht nennt) zum Minimum 
gesetzt, einen Werth für jede einzelne 
der Gröfsen gibt, der für jede unbekannte 
eingesetzt, den Bedingungsgleichnngen 
näher kommt, als irgend ein anderer 
Werth. Erwägt man nun, dais es nicht 
einen einzigen Werth der verlangten einen 
oder jeder der verlangten mehreren Un- 
bekannten gibt, welcher sämmtlichen Be- 
dingungsgleichungen genau entspricht, 
weil diese aus Beobachtungen herruhren, 
von denen keine einzige genau rich- 
tig ist, so ist mit solchem, den Gleichun- 
gen entsprechenden Nähernngswerthe auch 
der nächste Näherungswerth für die ge- 
suchte wirkliche Grölse gegeben. 

Um das Gesagte klarer zu machen diene 
folgendes Beispiel. Es seien gegeben die 
beiden Gleichungen: 

3y -f 2x= 75 
2y — X = 4 

Dnrch die beiden Gleichungen sind x 
nnd y bestimmt; durch Entwickelung 
findet man x = 19| und y=Uf. 

En diesem Resultat gelangt man nun 
auch, wenn man jede Greichnng auf Null 
reducirt, <]uadrirt und nach den Regeln 
der Analysis das Minimum sucht. Man 
bat demnach 

(3y-f 2x- 75)5-1- (2y- , _ 45. 

Nach dem Art. »Differenzialrech- 
nung“, No. 10, pag. 309 hat man nnn 
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8 (3y + 2x- 75)» , 8(2y- » - 4)» _ ^ 

ö, + ö» 

„ 8(3y + 2x- 75)» , Ö(2y-x-4)»_„ 

2 -g- f- 

Diese Differenziriiiii; »iisKeführt (>>ht 
6 (3y + 2.r - 76) 4- 4 (2y - jr - 4) = 0 
4 (3y + 2» - 75)- 2 (2y - x - 4) = 0 
Diese Uleichungen reducirt ergeben 
26y + 8x- 466 = 0 
8y+ 10x-292 = 0 
«oraus x=19) undy=ll). 


Mikrometerschraube. 

Dafs mit dem Minimum der Differen- 
zemmadrate das natürlichste Mittel 
der Beobachtiiiigswerthe eiiUteht, ist fol- 
gender Art in beweisen. 

Ks sei beobachtet x = a;x = n,;x = a,; 

X = n j .... 

SO ist der natürlichste wahre (der mittlere) 
Werth + + 

II 

Nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate hat man 


(x - a)> -1- (x - a,)‘ + (jr — «,)* -(• (x - o, )* + ... = 0 


diflerenzirt 

2 (x - o) -b 2 (x - a.) -I- 2 (x - a,) -I- . . . = 0 

a H * <*. + <*1 + • •• 

woraus x = — 

H 

Beispiel. Ans drei Beobachtungen 


gehen folgende drei Gleichungen hervor: 
X + y = 7 
2x -f y = 9,4 
y — X = 3, 1 5 

Man erhält die Oleichung der Quadrate 


(x -b y - 7)* -b(2x + y - 9,4)» -b (y - X - 3,15)* = 0 
Auf X differenzirt 

2 (x -b y - 7) -b 4 (2x + y - 9,4) - 2 (y - x - 3,15) = 0 
Auf y differenzirt 

2(x-by-7)-b2(2x + y-9,4)b 2(y- x-3,15)=0 


Die beiden Gleichungen ergeben fol- 
gende zwei Bestimmnngsgleichungen : 
12x + 4y - 45,3 = 0 
4x b 6y-39,l = 0 


Hieraus entwickelt entsteht 

y -Oj; ^ ^ J 3 KO 

Setzt man diese Werthe in die gege- 
benen drei Uleicbungen, so erhält man : 


X -b y = 7 A’o = 7,20328 Unterschie<l = -b 0,20328 
2x -f y = 9,»,’„ = 9,26428 Unterschied = - 0,13572 
y - X = 3^,'d = 3,08214 Unterschied = - 0,06786 
Unterschied in Summa = —0,00030 


Nimmt man zur Prüfung beide Werthe 
kleiner, x = 2,05 nnd y = 5,1, so hat man 
I -b y = 7,15 ; 2x b y = 9,2 ; y — x = 3,0 
Unterschied in .Summa —0,15 
Nimmt man l>eide Werthe gröfser: 

1 = 2,1 und y = 5,2 so erhält man 
X -b y = 7,3 : 2x -b y = 9,4 ; y — x = 3, 1 
Unterschied in Summa -b 0,25 
Nimmt man x gröfser, y kleiner, z. B. 
x = 2,l und y = 5,l, so erhält man 
x-by = 7,2; 2x by = 9,3; y-x = 3 
Unterschied in Summa =—0,05 
Nimmt man x kleiner, y gröfser, z. B. 
X = 2,05 ; y = 5,2 ; so erhält man 
x-by=7,25; 2x-by = 9,3; y-x = 3,16 
Unters^ed in Summa =-b0,15 


Die Anwendung der kleinsten Quadrate 
ibt also die summarisch genommene 
leinste Differenz. 

Hikrometerschranba ist eine äufserst 
genau gearbeitete Schraube mit schwacher 
Steigung in dreikantigen Gängen, mit 
welcher man ein sehr geringes, direkt 
nicht mefsbares Fortschreiten eines mit 
der Schraube verbundenen Gegenstandes 
hervorbringen kann. Es ist jedes Win- 
kelinstrument mit solcher Schraube ver- 
sehen, und man erzielt dadurch äufserst 
kleine und durch Berechnung in Bruch- 
längen auszudrückende Verschiebungen, 
weil man die Länge der Schraube durch 
die Anzahl der Windungen dividirt, die 
Länge einer ganzen Steigung erfährt, und 
weil man vermittelst eines mit der Dreh- 
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axe befestigten in beliebig viele gleiche 
Hegen eingetbeilten Kreises einen belie- 
bigen aiii|unten Theil einer ganzen Win- 
dung nuizudrehen vermag. 

Mikroskop ist ein dioptrisrhes Werk- 
zeug um äulserst kleine (iegenstände dem 
Auge in seinen Details in grofsom Maafs- 
stabe deutlich darzustclien. Das einfachste 
M. ist die Lupe (s. d.), die aus nur einem 
Ulase besteht. 

Fig. 806 zeigt ein aus zwei Gläsern 
zusammengesetztes M., welches man mit 
einer Kühre eingefafst sich vorzustellen 
hat. 


Fig. 806. 



Es ist de das biconvexe Objectiv, ab 
der kleine Gegenstand, welcher möglichst 
nahe dem Brennpunkt von de sich be- 
finden mufs , damit ein möglichst grofses 
Luftbild A'B' entsteht. Die Lichtstrah- 
len hc und ac gehen geradlinig durch 
bis t) und £, der Strahl bd bri^t nach 
dB', der Strahl ne nach eA’ in A' nnd 
B', wo sich die beiden genannten Paar 
Strahlen schneiden , entsteht das vergrö- 
fserte Luftbild A'B'. 

Das vor dem Ocularglas DE befind- 
liche Auge sieht die von dem Lnftbilde 
A'B' herrnhrenden Strahlen A'C, B'C in 
den Punkten E und G geradlinig nach 
EA und 6’Ä; der Strahl A'E bricht nach 
EJ, der Strahl B'D nach Dil ■ das Auge 
wirft die aus Dil und EJ empfangenen 
Strahlen geradlinig fort nach HB und 
JA nnd zwischen den Durchnittspnnkten 
A, B beider genannten Strahlenpaare ent- 
steht das zweite vergröfserte Luftbild AB. 


Ist A'B' nmal gröfser als ab nnd AB 
mmal gröfser als A'B', so wird in dem 
Bilde AB der Gegenstand ab um das 
«• m fache vergröfsert. 

Hülton ist die Zahl lOOO x 1000. 

HinaoildllS , das zu Vermindernde ist 
die Zahl, von der eine andere abgezogen 
werden soll; die abzuziehende Zahl heilst 
der Subtrahendus, die durch die Ab- 
ziehnng des Subtrahendus vom Uinnen- 
dus entstandene Zahl die Differenz oder 
der Best. 

Mians ist die Bezeichnung der Eigen- 
schaft einer Gröfse, dafs sie die entge- 
gengesetzte Richtung von Grölsen der- 
selben Art bat, deren Richtungen für 
normal gelten (s. , En tgegen gesetzte 
Gröfsen“). Da diese negirende Eigen- 
schaft gegen die normale immer snbtrac- 
tiv auftritt, so bat man eine hlinosgröfse 
immer als Subtrahend zu betrachten, nnd 
es ist das Minnszeichen sowohl Zei- 
chen der Negati vität als auch der S nb- 
tractivität. 

Hlnate ist ein Zeitmaafs nnd ein Bo- 
genmaafs; als Zeitmaafs der 60te Tbeil 
der Stunde und als Bogenmaafs der 60te 
Theil des Grades. 

■itUfi ist die allgemein bekannte und 
gebräucÜiche Bezeichnung zweier mit 
einander zusammenhängenden Begriffe, 
nämlich eines ZcitaugenTilicks und eines 
Ilimmelpunkts ; beides für jeden Ort der 
Erdoberfläche. Der llimmelspunkt ist der 
am südlichen Horizont des Meridians (s. 
d.), der Zeitpunkt derjenige, in welchem 
die Sonne für den Wohnort täglich den 
höchsten Stand erreicht (s. ,Cnlmina- 
tion “). 

In mehreren Art. dieses Wörterbuchs, 
als in .Chronologie“ ist der Unter- 
schied zwischen wahrer (der astronomi- 
schen) Sonnenzeit und mittlerer (der 
bürgerlichen, der Kalender-) Sonnenzeit 
anseinandergesetzt. So wie mit der Son- 
nenzeit ist es auch mit dem Hauptxeit- 

E unkt derselben, dem Mittag, und man 
at einen wahren (den astronomischen) 
Mittag und einen mittleren Mittag. 
Ersteror ist der Zeitpunkt, in weichem 
die Sonne für den Wohnort wirklich cnl- 
minirt, letzterer der Zeitpunkt, in wel- 
chem die Sonne culminiren würde, wenn 
sie statt in der Ekliptik im Aeijnator und 
hier das ganze Jahr hindurch sich gleich- 
förmig bewegte (s. den Art. .Chrono- 
logie“ mit Fig. 295). 

Alle Orte der Erde, die unter demsel- 
ben Meridian liegen, haben io gleichem 
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Zeitaagenhlirk Mittag, die in dem ent- 
üfgengesetzlen , dem unteren Meridian 
liegenden Orte in demselben Augenblick 
Mitternacht. 

Die Erdpole haben keinen Meridian, 
also nicht Morgen, nicht Mittag, nicht 
Ahend und nicht Mitternacht (s. den Art. 
.Astronomischer Horizont“, No. 7, 
pag. 147). 

Ittt^gfernrobr ist ein Fernrohr, wel- 
ches mit seiner visirenden Axe inncrhalh 
der Mittagsebono verbleibt, in derselben 
aber auf und nieder gedreht wird, um 
nicht nur die Zeit des Durchgangs eines 
Gestirns, die Zeit der Cnimination, son- 
dern auch dessen Höhe in diesem Augen- 
blick, dessen Mittagshöhe zn bestim- 
men. 

Utt<gs9icbe ist die durch den Meri- 
dian des Orts gedachte Ebene; sie ent- 
hält beide Pole nnd das Zenith des Orts. 

lit^ggegend, Süden bilden die in 
der Nähe um den Südpnnkt des Meri- 
dian« im Horizont belogenen Punkte. 

littagshöhe ist diejenige Höhe, im 
Bogen vom Horizont aufwärts gemessen, 
in welcher ein Gestirn durch den Meri- 
dian geht (s. ,Mittagsfernrohr“; geo- 
metrische Constrnction der Höhen, s Bd. 
I, pag. 176 — 178 mit Fig. 109 bis 111. 

IltUgskrelse, s. v. w. .Meridiane“. 
Erster Mittagskreis, s. .Meridian, er- 
ster“. 

Mitt&gslinle die Durchschnittslinie der 
Mittagsfläche mit dem Horizont. 

litUgipankt ist der südliche End- 
punkt der Mittagslinie. 

littagsnhr wird eine Sonnennhr ge- 
nannt, wenn deren Zeiger genau in der 
Mittagsfläche liegt, wenn also deren loth- 
rechte Platte in der Ost-Westebene sich 
be Endet. 

Uttel ist in einer stetigen Proportion 
das gleiche Mittelglied. Es gibt dreierlei 
Proportionen, die arithmetische, die 
geometrische und die harmonische 
(s. den Art. .Harmonische Propor- 
tion“). 

Es ist noch hinzuznfügen; 

1. dafs für die algebraische Summe 
mehrerer Zahlen d:is Mittel der Zahlen 
= ist dieser arithmetischen Summe divi- 
dirt dnreh die Anzahl der Zanlen: 

Von + o, — A, + c, +d, —e ist das 
arithmetbche Mittel = - — ^ + d — « 


2. dafs das arithmetische Mittel zweier 
Zahlen immer gröfser ist als das geome- 
trische nnd dieses wieder gröfser ist als 
das harmonische Mittel. Denn in der 
stetigen Proportion a — b = b — d ist das 
Mittel 


4 = 


a + d 
o 


0) 


und in der Proportion a; b, = b, : d ist 
das Mittel 


Nnn bt 


b, = y'ad 

a* tP 2 ad 

4 




( 2 ) 


A,* = ad 

also 4 (A* — Ä,*) = (n — d)’ 

Da nun (a - d)’ immer positiv ist, so 
bt auch A immer > A,. Das harmonische 
Mittel hat man ans dem oben citirten 
Artikel 


2ad 
rt-P d 


(3) 


Dafs das harmonische Mittel A , = — •.< 4 
a-pd 

ersieht man ans dem eben citirten Artikel. 


Es gibt noch eine zweite harmonische 
Proportion: die contraharmonbehe Pro- 
portion ; 

a — A, ; A, — d = d:o 
Hieraus enbteht 


nnd das Mittel A, 


o’ -p 1^ = aA, -P A,d 
a>-pd» 


W 


n -p d 

Vergleicht man dieses mit dem geome- 
trischen Mittel A, = p'ad, so hat man 

,_»‘ + <^‘ + 2a«d*^ 
(A,>_ad)>(^A.»_— j 

woraus geordnet nnd redneirt 
a’ d -p ad* J a* -p d* 


and hieraus d ^ a 

Da aber A, <a; d<4,, so bt d < a, 
and folglich A, <A,. 

D. h. das contraharmonische Mittel bt 
gröfser als das geometrische Mittel. 
Durch Umformung des contraharmoni- 
, , a* -p d* . 2od 

sehen Mittels — ^ — r m “■+ “ 1 —, er* 

<I + « (t'Yd 

sieht man dessen Gröfse = dem doppelten 
arithmotbchen Mittel (1) weniger dem 
harmonischen Mittel. 


■ittelgescbwindigkeit ist nicht zn ver- 
wechseln mit mittlerer Geschwin- 
digkeit. Diese letztere bt diejenige Ge- 
schwindigkeit, welche ein materieller Punkt 
haben vmrde, wenn er statt einer fort- 
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dauernd unf^leichformigoo Bewegung wäh- 
rend einer be.stimmtcn Zeit und auf eine 
bestimmte Länire innerhalb derselben Zeit 
lind auf dieselbe Länge vun Anfang bis 
Ende gleichförmig sich bewegte, wie diese 
Bezeichnung bei den Gestirnen, als der 
Sonne und dem Monde gebräuchlich ist. 
J)ic erstero, die Mitlolgeschwindigkoit da- 
gegen ist die wirkliche Geschwin- 
digkeit eines materiellen Punkts, wenn 
dieser von zweien nach verschiedenen 
Richtongen wirkenden Kräften zugleich 
angegriffen wird, s<» dafs er weder die 
eine noch die andere annehiuen kann, 
sondern dafs er in einer zwischen beiden 
liegenden Richtung sich bewegen mufs, 
und zwar mit einer aus den Gröfsen 
und Richtungen der Kräfte hervorgehen- 
deii Geschwindigkeit (s. den Art «Bahn“, 
No '2 mit Kig. 103 pag. 270). Es verhal- 
ten sich hier in der Mechanik die Seiten- 
geschwiudigkeiten zur Miltelgeschwindig- 
keit wie in der Statik die Seitenkrafto 
zur Mittelkraft. Jene drei Geschwindig- 
keiten bilden das Parallelogramm 
der Gosch windigk eilen, wie die drei 
Kräfte das Parallelogramm der 
K rä f t e. 

Mittelkraft, s. u. «Kräfte imOleich- 
gcwichl“ , No. pag. 57, ist gleichfalls 
nicht zu verwechseln mit mittlerer 
Kraft (» d.). 

MittelUnie i.st jede Linie, die iniicr- 
hiilb eines begrenzten Raumes in der Mitte 
liegt, die eine Figur in zwei gleiche Theile 
theilt. die in Prismen und Cylindern 
die Mittelpunkte d>r Kndflächen , die in 
Pyramiden und Kegeln die Spitze mit 
dem Mittelpunkt der Grundeliene verbin- 
det. In zweiastigen Cnrven heifsen die 
Mittellinien Axen und Durchmesser. 

HitteUlnte eines Magnets ist die ge- 
rade Verbindungslinie seiner Pole. 

■ittelpnnkt ist in einer Linie, einer 
Fläche und einem Körper der mittelste 
Punkt; die Mitte einer geraden l.inie ist 
deren Mittelpunkt. Stellt man .sich diese 
Linien, Flächen und Kör|>er gleichförmig 
materiell oder auch ohne M:isse vor, so 
ist Mittelpunkt mit Schwerpunkt 
gleichbodentond. 

Der Mittelpunkt des Gleichge- 
wichts von Kräften ist der Punkt des 
Systems, welcher nach der Richtung der 
entgegengesetzt mittleren Kraft unter- 
stützt das System in Ruhe erhält. 

Mittelpunkte derMomente s. den 
Art. .Kräfte im G le icbgo wich t“, 
No. 16, pag. 62. 


Der Mittelpunkt des Schwungs 
hei einem zusammengesetzten (einem 
ph y 8 ischen) Pendel ist derjenige Punkt 
desselben , welcher seUst ohne Masse an 
einer masseulosen Peudelstango in der- 
selben Kutfernung vom Aufhäiigepunkt 
mit dem zusammengesetzten Pendel die- 
selben Schwingungen niachou wnnle. 

Der Mittelpunkt einer Central- 
bowegung ist der Sitz der dieselbe er- 
haltenden altractorischen Kraft. 

M i 1 1 0 1 p n 11 k t der F’ n t f e r n ii n g , s. 
.später; .Punkt der mittlcron Ent- 
fernung“. 

Der Mittelpunkt eines Stofses 
ist der Punkt des gestofsenen Körpers, 
der von der stofsenden Kraft allein ge- 
troffen dem Körper dieselbe Wirkung 
mittheilen würde. 

HittelponktuleicbOIIC, S v. w. .Glei- 
chung der Bann“ (s d.). 

Mitteroaebt ist wie Mittag eine Zeit 
und ein Punkt an der hohlen Himmels- 
kiigol, beides für jeden Ort der Erdober- 
fläche. Der ilimmelspunkt ist der am 
nördlichen Horizont des Meriiiiaiis, der 
Zeitpunkt derjenige, in welchem die Orte 
des unteren Meriaians Mittag haben. Eben 
■SO sind die Begriffe wahre und mitt- 
lere Mitternachtszcit. Die beiden 
Erdpolo haben keine Mitternacht. 

Mittcrnachtsfläcbc, Mitter- 
nachtsge^end, Mitternachtspunkt 
wie bei Mittag; M i tt o r n ach t skreise 
sind die unteren Meriiliauo. 

Anstatt Mittagshöhe hat man Mit- 
ternachtstiefo der Gestirne. Eine ge- 
nauere Betrachtung und goometrisdie 
Constructionen derselben befindet sich 
wie für Mittagshöhe Bd. I, pag. 176 bis. 
178 mit Fig. 109 bis 111. 

Mittlere Anomalie, s. .Anomalie* 
mit Fig. 66. 

Mittlere Bewegung i.st die auf gleich- 
förmige Bewegung redneirto ni^Ieichfor- 
mige B. Vergleiche; Mittlere (jeschwin- 
digkeit in dem Art. , Mit telgcsch wi n- 
digkeit“. 

Mittlere Entfernung bedeutet in der 
Astronomie die halbe grofse Axo der el- 
liptischen Bahn eines Planeten oder eines 
Mondes. Ihre I.ängo ist die Einheit Tür 
alle übrigen Längenelemcnte desselben 
Gestirns; vornehmlich bestimmt .sie die 
E.vcentricität der Bahn, nämlich den Ab- 
stand des Axenmitteipnnkts von dem 
Brennpn nkt , dem Kraft pnn kt, dem 
Olt des Centralkürpers, als aliquor 
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Ifn Theil dieser halben grofscn Axe, diese 
halbe grofse Axe als Einheit gennmnien, 
iaDeeimalen, desgleichen wird für die 
Aepben der mittleren Entfernung unse- 
res Mondes und der übrigen Planeten in 
abslracten Zahlen als Vielfache der hal- 
ben grofsen Axe unserer Ekliptik als Ein- 
heit. 

Mittlere Glieder oder innere Glieder 
einer Proportion, s. u. .äufsere (ilie- 
der einer Proportion. 

Mittlere Kraft. Ist «ährend auf ein- 
ander folgender constanter Zeitperioden 
and bei constanten liewegungen während 
ieler solchen Zeit der zu ühorwiudende 
Widerstand in fortdauernd abwechselnder 
Gtüliie, so ist cs auch die diesen Wider- 
stand ülserwindcnde Kraft. Diejouige, wäh- 
rend solcher Periode constaut bleibende 
Kraft, welche dieselbe Wirkung auf den 
nogleichfürinigcn Wiilerstand ausüben 
würde, heifst die mittlere Kraft (ver- 
gleiche den Art. „Krummzapfen*}. 

Mittlerer Ort ist hei der Hewegiing 
eines Gestirns in seiner Bahn derjenige 
anj^nhlickliche Standpunkt des.selben, den 
er in der Bahn einnehmen würde, wenn 
et »on dem angenommenen Anfangspunkt 
ab für dieselbe Zeit des vollständigen 
imlanfs gleichförmig sich bewegt hätte. 

Mittlerer Planet ist statt des wirkli- 
chen Planeten ein eingeliildeter Planet, 
der immer in einem jeden der oben be- 
schriebenen mittleren Orte sich befindet; 
der Planet ai.so, welcher statt des wirk- 
lichen in gleichförmiger Bewegung die 
Bahn durchläuft. Vergleiche: Mittlere 
.Sonne in dom Art. „Chronologie“, 
No. 5, pag. 27. 

Mittlere Proportionale zweier Zablen- 
grüfsen ist die Quadratwurzel aus dem 
Product ilerselben. 

Mittlere Sonne ist das für die wirkliche 
Sonne, was der mittlere Planet für den 
Planeten ist (s. „Chronologie“ , No 5, 
pag. 27). 

Mittleres SonnenJahr, mittlerer Son- 

aeatag u. s. « , s. Jon folgenden Artikel. 

Mittlere Sonnenzelt ist unsere bürger- 
licko Zeit. Sie würde die wahre Son- 
nenzelt .sein, wenn die für diese Zeit 
von den Astronomen eingesetzte fingirto 
niittlereSonne statt der wirklichen am 
Himmel sich scheinbar bewegte. l>ie 
mKtlere Sonne hat mit der wahren einen 
Cyclns von 400 Jahren, in welchen ihre 
Cniläufe .sich vollständig ansgleichen und 
wieder einen genau übereinstimmenden 


Nnllpnnkt als Anfangspunkt erhalten, wo 
die wahre und die mittlere Sonne genau 
diesen» Länge haben. 

Aus überlieferten Beobachtungen, ver- 
glichen mit den selbst angestellten , be- 
rechnete man nämlich, dafs bei 400 ma- 
ligem L'mlaiif, also den Umlauf, das Jahr, 
im Mittel 3(!.bi Tage genommen, also in- 
nerhalb einer Bewegung von 14GKX) Ta- 
gen die Sonne 3 Tage voraus war, so 
dafs sie die 400 Umläufe in 14('i097 
Tagen gemacht hatte, und cs ergab 
sich hieraus das mittlere Sonnenjahr 

= X 14C097 = 305,2425 mittlere Son- 
nentage = 305 Tg. 0 St 3 Min 44,04 Sec. 
Die neuesten Beobachtungen und Berech- 
nungen haben jedoch ' das in unserem 
Jahrhunderte stalttindende tropische 
Jahr mit Beachtung der veränderlichen 
Nachtgleichen = 305,242255 mittlere Son- 
nentage = 365 Tg. 5 St. 48 Min. 50,832 
Sec. gefunden. 

Jeder dieser Tage, in welchem die mitt- 
lere Sonne in der Ekliptik einen Bogen 
360® 

beschreibt von ~ OJ'8ä0472 

Grad, ist unser irdischer Tag, die ewig 
constaute Zeit einer vollständigou Um- 
drehung der Erde um ihre Axe, die wir 
in 24 Stunden eintbeilen und von der 
l'hr ablescn, die wahre Sonne mag bei 
ihrer ungleichförmigen Bewegung stehen 
wo es sei. 

Die Sonne beschreibt während eines 
solchen (trupischeu) Jahres die ganze 
Ekliptik weniger der Länge 50,1 Bogen- 
seenndeu, um welche der Frühlingspuukt 
während des Jahres zurückgetreten und 
der Sonne entgegengekommen ist. 

Nnn stelle man sich vor den Zeitpunkt, 
in welchem eine nach bürgerlicher Zeit 
richtig gehende Uhr am 3lten Docember 
eines Jahres genau Mitternacht 12 Uhr 
zeigt, in demselben Augenblick denke 
man sich den Standpunkt der Sonne in 
der Ekliptik sichtbar markirt. Nach einem 
Jahre gebe man Acht auf den Augenblick, 
in welchem die Sonne 50,1 Bogensecun- 
don von der Marko rechts eintritt, wo 
sie also dieselbe Länge bat, ao zeigt in 
diesem .Augenblick die Uhr den Iten Ja- 
nuar Morgens 5 Uhr 48' 61". In dom 
folgenden Jahr zeigt die Uhr den ersten 
Januar Morgens 11 Uhr 37' 42”; nach 
dem zweiten Jahre den ersten Januar 
Nachmittag 5 Uhr 20' 33”, nach dem drit- 
ten Jahre den ersten Januar Abends 11 
Uhr 15’ 24" und nach dem vierten Jahr 
den zweiten .lannar Morgens früh 5 Uhr 
4' 15". 
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Es ist also in den vier Jabren fast ein 
ganser Tag (es fehlen nur 44’ 36" daran) 
verloren gegangen und aus diesem Grunde 
erhält in dem vierten Jahre der Februar 
einen Tag mehr. 

Mit diesem eingeschalteten Tage ist die 
mittlere, die bürgerliche Zeit der wahren 
Sonnenzeit um 44 Minuten 36 Secunden 
vorausgeeilt. Demnach beträgt dies einen 

24° 

Tag von 24 Stunden zu viel in 4- — „ „ 

* 44' 36" 

= 129,15 Jahren. Die weitere Zeitaus- 
gleichnug a. in dem Art. »Kalender- 
jahr“. 

Die tägliche BcweCTng der mittleren 
Sonne beträgt, wie schon oben angegeben 
0,9856472 Grad = 59 Min. Sec. Bogen- 
maafs. Die stündliche Bewegung 2 Min. 
27,847 Sec., die Bewegung in der Minute 
= 2,464 Secunden , die Vergleichung der 
mittleren Sonnenzeit mit der Sternzeit s. 
d. Art. »Chronologie“. 

Die mittlere Sonnenzeit ist mit der 
wahren Zeit viermal im Jahre überein- 
stimmend : um den Uten April, den Uten 
Juni, den 3Uen August und den 23ten 
December, 

■odaKM odulus). I. Das bei den alten 
Architekten gebräuchliche l.ängcnmaars, 
der untere Säulenhalbmesser, welcher in 
30 Partes, Minuten getheilt wurde. 

2. Bei Logarithmen gegebener Zahlen 
derjenige der beiden Factoren, aus wel- 
chen jeder L. besteht, welcher nur allein 
von der Basis des Systems abhängig ist, 
s. den Art. »Basis, Grundzahl eines 
Logarithmensystems*, pag.327. Der 
Modnl des natürlichen Systems ist = 1 ; 
der des Brigg’schen Systems =0,43429... 

Holecfile sind Massentheilchen 
eines Körpers, nicht aber die Atome 
(s. d.), sondern Complexe derselben. 

MolecUarkriftC werden die zwischen 
den Molecülen von festen Körpern thäti- 
gen Kräfte genannt, welche dieselben an 
einander bemstigen ; sie sind also gleich- 
bedeutend mit den Cohäsionskräften; 
bei tropfbar ftüssigen Körpern sind sie 
gering, bei luftförmigen Körpern findet 
die entgegengesetzte Eigenschaft statt, 
die Kraft der Flxpansion. 

Moment, l. mechanisches ist das 
Product einer Kraft oder Masse multipli- 
cirt mit deren Geschwindigkeit oder mit 
dem Wege derselben in einer bestimiuten 
Zeit. 

2. Statisches ist das Product einer 
Kraft oder Masse mnitiplicirt mit ihrem 
Abstand von einem beliebig angenom- 


menen Punkt oder von einer beliebig 
angenommenen oder einer durch die Na- 
tur des Systems gegebenen Drehaxe. Das 
statische Moment ist entweder ein Mo- 
ment der Kraft oder ein Moment 
des Widerstandes (Moment der 
Last). Anwendungen hiervon s. den 
Art. »Kräfte im Gleichgewicht“, 
No. 17, pag. 62 und weiter. 

Moment der Trigheit. Was hierunter 
verstanden wird ist in dem Art »Mas- 
senreduction“ No. 2 erklärt. Die Vor- 
aussetznng, dafs die Masse in einem 
Punkt sich befinde, wie in jenem Art. 
No. 1 , bei Entwickelung des Gesetzes für 
die Keduction hat angenommen werden 
müssen, ist hypothetisch, denn eins der 
wesentlichen Grundmcrkmale von Ma.sse 
ist, dafs .sie einen Raum einnimmt. Hat 
man also von einer einen begrenzten 
Raum einnehmenden Masse das Trägheits- 
moment zu bestimmen, so gibt es theo- 
retisch betrachtet nur ein Mittel, näm- 
lich, dafs man jedes einzelne Massentheil- 
chen der Masse mit dem Quadrat seines 
Abstandes multiplicirt und alle diese Pro- 
ducts addirt; oder dafs man den Grenz- 
werth der Summe findet, unter der Be- 
dingung, dafs die einzelnen Massentheil- 
cben immer kleiner nnd kleiner genom- 
men werden, wodann dieser Grenzwerth 
das Trägheitsmoment der ganzen Masse 
ist. 

Kennt man dieses Trägheitsmoment, 
so ist auch immer die Bewegung der 
Masse um eine Axe vermöge einer gege- 
benen Kraft zu bestimmen, wenn mau 
hypotheti.sch annimmt, dafs dieselbe Masse 
in einem einzigen Punkt vereinigt ist. 

ln Folgendem sollen die Trägheitsmo- 
mente (?)0 von Linien, Flächen nnd Kör- 
pern bestimmt werden. 

1. Das Trägheitsmoment einer mit 
Masse gleich förmig vertheilten 


Fig. 807. 



D£ = /; DF =4 
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gtraden Linie />£, die mit einer I)reh- 
ue AB rerfaunden ist. 

Die Hasse der Linie DE sei = M, CF 
= « der körrcste Abstand beider Linien 
GH und AB, die durch F gezogene gerade 
Linie GH sei +AB, /_HFD = n. Die 
Länge ton DE=I, die Länge DF=b, 
die auf diesellie koniinende Masse = m', 
h 

so ist H — — H. 


Theile DF in n gleiche Theile; TOn F 
aus sei J der m — l)to, 0 der mte Theil- 
)>unkt, so ist der auf Jt> kommende Mas- 

aentheil = — JH'. 

H 

Fällt man das Loth JK auf GH und 
(las Lntli HL auf AB, so ist JL der Ab- 
stand des Punkts J ron AB, und man 
bat 


Jt’ = KL' + JIO = o’ + (JF • fi: 


Eben so findet sich das Quadrat des 
Abstands des Punkts 0 von AB 

= «• + ^ — A j sin *(( 

Das Moment der auf JO Terlheilten 
Masse ist ulTeubar kleiner, als wenn diu 

1 » »’ J 

Setit man hierein statt m der Reihe 
nicb die Folge der natürlichen Kahlen 
ou 1 bis R und summirt die m Verglei- 

[ o’ -P — *« J < 

Der LTnterschied der eiuschliersemlen 
Gröfsen ist offenbar 

-i i* sin IT = — aif» *o H' 
b’ n 

und kann mit dem Wachstbuin von n 
beliebig klein werden. 

Nun ist aber 

-1)^ _ (■♦- l) » (21» - 0 

»* 6m’ 

and :g»*^M(MPl) ( 2n + 1) 

b’ 6b’ 

Folglich begreifen diese beiden Kahlen 

oSenbar die Zahl " — T " = 1 in sich, 
A - h’ 


«)* = fl’ p ^ A"^ siie ’(t 

Masse in O und gn'jfser als wenn sie in 
J vereinigt wäre. Multiplicirt man also 

die beiden Abstände mit der Masse — W' 

n 

und bezeichnet das wirkliche Moment die- 
ser Masse mit 9)t„, so hat man 

chungen, so .schlicfsen die .Aufsenglieder 
das Moment 9IP der Masse ,W ein und 
man bat 

®)', l^fl’ 4 . A’ «i« J M' 

und folglich ist auch <1ic Orufsc 

(n* f* ^ If^Ktn *f0 ~ (o* \ Ä*ti« *rt) W 

mit VI' zwischen deosclhen Grorsen be- 
griffen, dejen Unterschied beliebig klein 
worden kann. Man hat also üa.s Träg* 
heitsmoment der geraden Linie 

9ip = (fl’ + iA’.i«’fl)-i W. (1) 

Eben so findet man das Trägheitsmo- 
ment für die auf EF kommende Masse, 
wenn inan /— A statt A setzt. Daherdas 
TrägheitsniomentderganzenMas- 
8 e n I i n i 6 


SR = (fl* + JA’ ain ’n) Af + [o’ + J (/ - A)’ iim ’«] - AI 

= [«’ + (ä /* - W + A*) »in ’n] M (2) 

lstA=;|/, so dafsFinderMitte andemderAxe näheren Endpunkt 
von DE liegt, so ist F mit der Axe befestigt ist, so hat 

9} = (a’ + ,',/’.i»’n)« (3) ni»n 

Lst A = u, so dafs die Linie EF = I SR = («’+ J Fiin ’») M (4) 
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Ist & = /, so dafs die Linie DF an 
dem der Axe entfernteren End- 
punkt F mit der Axe verbunden 
ist, so bleibt 

9J1 = (a* -H /» lin *..) M (5) 

Ist 0 = 0, so dafs der Punkt F in C 
liegt und die Linie unmittelbar 
mit der Axe verbunden ist, so ist 
SK = (1 P-Ib + sin *a . M (6) 
Ist R = 0, so dafs die Linie in GH 
und in dor Entfernung a ^ mit 
der Axe schwingt, so ist 

Vt = a^»l (7) 

Ist 0 = 90*^, so dafs die Linien in F 
mit der Axe verbunden, in einer 
Ebene schwingt, so ist 

SK = (a> + i* - « + 1 1*) W (8) 

Ist « = 90“, b = il, so dafs die Linie 
inderMittomit derAxeverbunden 
ist und in einer Ebene schwingt, 
dann ist 

SK=(«*+i'iOM , (9) 

Ist 0 = 90'^, 6 = 0, so dafs die Linie 
an einem Endpunkt mit der Axe 
verbunden ist und in einer Ebene 
schwingt, so ist 

9K = (a« + (10) 
Ist R = 90 ’, R = 0, so dafs d i o L i n i e , 
indem F in C liegt, mit der Axe 
unmittelbar verbunden ist, so hat 
man 

SK=(l />-/6 + 6 >)« ( 11 ) 


Ist r = 90°, 0 = 0, 6 = 0, so dali die 
Linie EF mit dem einen Endpunkt 
F in C liegt nnd in einer Ebene 
sch wi n gt, dann ist 

3K = J/’-M (12) 

lsto = 0, 6={/, so dafs die Linie 
DE mit ihrer Mitte i n C liegt, so ist 

3K = ,Sf*»'»’n 'W 

Ist 0 = 0, 6 = 0, so dafs die Linie 
EFmit einem Endpunkt iuC sich 
befindet, dann ist 

aK = J/»iin>«ilf (13) 

Ist 0 = 0, R = 90°, 6=1/, so dafs die 
Linie FF mit ei nem Endpunkt in 
C nnd in einer Ebene schwingt, 
dann ist 


9K = ,',/«ilf (U) 

Die Formel 1 ist mit Hülfe dor Inte- 
gralrechnnng leichter danustellen: 

Setzt man nämlich das beliebige Stück 
FJ = X, läfst dies um JO = wachsen, 

jg 

so Ul die auf A* fallende Masse = - A-c, 


der Abstand JL ist im Quadrat = 
KL‘^JK’— a*-\-FJ^ jin’ir = o* + x*sii»’R 
mithin ist das Moment von Aa* = 

Ox =(“+*"" ")T 

Mithin das Moment der Linie 0F=x; 


OT = y(o* -f X* f in ’r) — Ox = (o* X + 1 x’ «n ’r) 

wo die Constante fortiällt, weil für x=0 auch M = 0 wird. 

Setzt man nun x = DF= b, so erbäit man das Moment wie Formel 1. 

!K = y('»’ * + =(«’+ J6».in>o)yilf 


2. Das Trägheitsmoment einer die Axe zur Abscissenlinie genommen 
Curve, auf welcher Masse gleich- habe .4 znm Anfangspunkt, für den Punkt 
förmig verthoilt ist, in Beziehung E seien AF=x, EF=y die Cuordinateii. 
auf eine mit ihr in einer Ebene Die Länge des Bogens CE sei =/, das 
liegende Axe. Trägheitsmoment der Masse dieses Bo- 

Es sei AB die Drehaxe. CD die Curve. Rens = W, so ändert sich dies Moment 


deren Masse auf die Länge = 1 sei m, 
Fig. 808. 



um A^, wenn x den Zuwachs Aa: und 
y den Zuwachs Ay erbäit; der Zuwachs 
der Masse ist sodann = m- Af. 

Nun kann A^ eo klein genommen wer- 
den, dafs die Ordinalen von y bis y + Ay 
entweder fortdauernd wachsen oder ab- 
nehmen. Dann ist der Zuwachs A^ 
des Moments begrilTeu zwischen den Träg- 
heitsmomenten, welche für die Masse 
m-At statt finden würden, wenn idiese 
sich einmal am Endpunkt der Ordinate 
nnd das andere Mal au dem der (y + Ay) 
efände. Man hat daher immer 
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folglich 


y*i» ■ Af § a 3W § (y + Ay)’<» • Af 

Af^AW A/ 


my*. 


A* ■ A* + 


and ««DO man zd den Orenzwerthcn äbergeht, so erhält man 

8 SW .8/ 

-8^ 


ä«=«/y»-|^.8x = »/y* 


|/l + 


8x + ^ 


( 16 ) 


wo die Constante so zu bestimmen ist, bogen, dessen Mitte^unkt in der 
dals das Integral fnr die Abscisse des AxeAfi liegt, dessen Halbmesser = r. 
Aa&ngspankts C des Bogens verschwin- Nimmt man den Mittelpunkt zum An- 
deb fangspnnkt der Coordinaten, so ist 

Beispiel. Es sei CD ein Kreis- 

y>= r’-x»; also y • || = - x oder g* = - y 
Diese Werthe in Qleichnng 15 substitnirt ergibt 

51 = »i/y* ^1 + ^ • 8x = m/y Ky’ + x> 8x = mr/y Dx (16) 


Es ist aber /y 8x die Fläche des Krsis- 
itöeks zwischen der Abscisse und den 
beiden Ordinalen des .Anfangs- und des 
Endpunkts des Bogens. Ist dieses Flä- 
chenstück vom Inhalt = h\ so ist 

Vt = m-r-F (17) 

Dieses Resultat erhält man auch auf 
elementarem Wege : 

Denn man denke sich den Bogen CD 
in unendlich viele unendlich kleine Tbeile 
getheilt, sei der mte dieser Tbeile von 
C an gezählt , das Loth aus der Mitte J 
von auf clie Aze gefällt sei y„, die 
Projection des Theiis auf die Axe 
sei Dann ist das Trägheitsmoment 
von S„ 

m 

5l_ = m • y. 

m tn v/fi 

Denkt man sich nun das Dreieck £67/ 
als ein sehr kleines rechtwinkliges Drei- 
eck, dessen Hypotenuse und dessen 
waagerechte Gathete t„, ist, ferner von 
J den Halbmesser JN = r gezeichnet, also 
das zweite Dreieck, wo der Halbmesser 
T die Hypotenuse und die der ähn- 
lich liegende Gathete ist, so hat man 

*m 

woraus S_ = r ^ — 

Fm 

mithin 5l„, = m • r • • y^. 

Es ist also das Trägheitsmoment des 
ganzen Bogens = wi . r ^ (s,„ . y,„). 

IV. 


Da nun • y„ die Fläche ist, die von 
S,„ • und den Endordinaten gebildet 
wird, so ist das Trägheitsmoment der 
ganzen Linie = m • r • £. 

3. Das Trägheitsmoment einer 
mit Masse gleicbmäfsig versehe- 
nen Umdrehungsfläche, wenn die 
Axe der Fläche zugleich dieDreh- 
axe ist. 

I.st CD, Fig. 808, der Bogen der Gurve, 
von der bei der Umdrehung um AB die 
krumme Fläche durchlaufen wird; sind 
X, y die Endordinaten des Bogens, die 
Drehaxe AB znr Abscissenlinie genom- 
men, die krumme Fläche =u uud die 
auf die Flächeneinheit kommende Masse 
= m, das Trägheitsmoment der ganzen 
Masse = 51, so hat man unter der Vor- 
aus.setzung wie bei No. 2 : 
y* ■ m • A«§ A®1 % (y + Ay)* • » A« 
Diese drei Vergleichungen durch A<e 
dividirt und zum Grenzwerth übergegan- 
gen gibt 

51 = m/y> • 8*. 

Nach Bd. II, pag. 194 ist aber das Dif- 
ferenzial der Umdrehungsfläcbe w 



Mithin ist 

51 = 2».n/y'|/l -t- (||)’8x -1-0(18) 
11 
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Beispiel. Es sei, Fig. 809, die Um- 
drehungsflache eine Kugeizone, 
die ihren Mittelpunkt C in der 
Drehaze hat; so ist, wenn man den 
Mittelpunkt zum Anfangspunkt der Ab- 
scissen nimmt, 

y» = r* - X* 


und folglich 91 = 2m/r fy^ y t + T ' 
= inmrfy^ — 2amrJ{r'‘ - 

also das Trägheitsmoment der Ton dem 
Bogen EJ gebildeten Kugelzone 

9l = 2nmr(r>x- Ix*) (19) 

wo die Constante fortßllt, weil für x = 0 
auch die Zone = 0 wird. 

Hat der Anfangspunkt des Bogens die 
Abscisse a links Ton C, d. h. ist die Ab- 
scisse für diesen Anfangspunkt = — a, 
so mnfs 91 für x = — a Terschwinden. 
Dann ist also 

0 = 27imr (— r’a + | o*) + C 
also yollständig für den Bogen DE 

91 = 27imr [r*(x + o)- ) (x* + o*)] (20) 
Die Klammei^röfse mnltiplicirt mit n 
ist die körperliche Zone zwischen den 


Moment der Trägheit. 


Fig. 809. 



2m;r/y’ j/y* + x> Öx 
x*)+C 

Oidinaten y und y' und schreibt man 
dieselbe 

(r* X — Ix*) + (r* a — 1 fl*) 

80 ist 7t mal der ersten KlammergTÜfae 
die yon CJEO gebildete körperliche Zone 
yon der Höhe x , und n mal der zweiten 
die von CJDF gebildete körperliche Zone 
von der Höhe o. 

In dem Art. , Kugel*, No. 26 hat 
man nämlich die Formel für die körper- 
liche 'Zone 

1 n* (3o* -I- 34* -t- **). 

Für die Zone rechts von der Höhe x 
ist hier a = r; 4 = yund * = x; demnach 
hat man die körperliche Zone 


1 ,Tx (3r* 3y* -f x*) = J nx (3r* -f 3r* — 3x* -t- x*) = n (r*x — J x*). 


Eben so erhält man die links liegende Zonenoberfläche 
Zone von der Höhe a = 7i (r*a - 1 o^. 91 = 2mr • K (2t) 

Bezeichnet man den Inhalt der zwi- Erstreckt sich der Bogen bis H in die 
sehen y und y' begriffenen körperlichen Drehaze, so ist die Fläche eine Ca- 
Zone mit K, so ist das Moment der lotte, a ist = r und ans Formel 20 


91 = ijimr [r* (x -f r) — l(x* + r*)] = iTttnr [| r* -|- r*x - Jx*J (22) 


Erstreckt sich der Bogen auch anf der 
zweiten Seite bis zur Drehaze, so ist auch 
x = r, die Fläche ist eine Kugel- 
fläche, und deren Trägheitsmo- 
ment 

91 = (23) 

Bezeichnet man mit df die auf die ganze 
Kuf^elBäche vertheilte Masse = 4ninr*, 
so ist das Trägheitsmoment 

91 = Ir** (24) 

d. h. Das Trägheitsmoment der 
Masse einer Kugeloberfläche ist 
= dem von } der Masse, wenndiese 
in dem Abstand des Halbmessers 
von der Drehaze angebracht wird. 


Die vorstehenden Resultate lassen sich 
auch durch elementare Betrachtung 6n- 
den. Ist nämlich die Masse auf eine 
Zon^leichmäfsig vertheilt, so theile man 
die ißhe derselben in unendlich viele 
unendlich kleine Theile und lege durch 
die Theilpunkte Ebenen normal der Dreh- 
aze, wodurch die Zone io lauter gleich 
grobe Zonen zerlegt wird, von denen jede 

= 2nr— ist; deren Masse =2jir-^.in. 

n n 

Der Abstand des mten Theils von der 
Aze sei y„,, so ist dessen Trägheitsmo- 
ment = 2 nr • my„,*, folglich die Sum- 
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me aller Momente der n Zonen = 

Nnn ist " • y»,’ der Inhalt des siten 

KngeUbschaitta , mithin die Summe 
< n — y„’ der Inhalt des ganien Ku- 
gelabschnitts. Dieser mit K bezeichnet 
gibt das Trägheitsmoment = 2 rmK. 

Verwandelt akh die Zone in die Ku- 
gelfläche, so wird K = folglich das 

Trägheitsmoment derKngelfläche =}/r»ir* 
= |r>M, wo M die auf die ganze Kogel- 
flicbe Tcrtheilte Hasse bezeichnet. 

4. Das Trägheitsmoment einer 
mit Masse gleichmäfsig versehe- 
nen Fignr, die von der Abscisae, 
den beiden Ordinaten nnd einer 
Cnrve begrenzt ist, in Beziehung 
anf die Abscisse als Drehaxe. 

Die Masse der Flächeneinheit sei = m, 
zwischen den Ahscissen x nnd x-|-Az 
sollen die Ordinaten entweder immerfort 


wachsen oder immerfort abnehmen. Denkt 
man sich nnn zwei Rechtecke von der 
gemeinschaftlichen Höhe A'T, deren Omnd- 
linien y und (y+Ay), so wird von den 


Fig. 810. 



Trägheitsmomenten beider Rechtecke der 
Zuwachs des Moments der Fignr 
eingeschlossen. Die Massen der Re»t- 
ecke sind u-Ax-m und (y -(- Ay)Ax.ai, 
deren Trägheitsmomente sind aber = den 
Trägheitsmomenten ihrer Massen einmal 
auf y nnd das andere Mal auf (y-fAy) 

f leichmä&ig vertheilt, daher diese Träg- 
eitsmomente 


= iy’-yAx-m nnd ä(y + Ay)*(y-f- Ay)Ax-m 


Zwischen beide fällt A®1. Will man das Trägheitsmoment durch 

Wenn man also die drei Vergleichnn- die parallelen Seiten y, y, und durch die 
geo durch A* dividirt und zu den Grenz- Höhe * ansdrücken, so hat man die Höhe 
werthen übergeht, so ergibt sich = a gesetzt- h = r-x 

ferner 




* = -=y 

y. 


Woraus das Trägheitsmoment der 
Fignr folglich r, + h = x = 

m = im/f>8x + C (26) 

Beispiel. Es sei, Fig. 811, die be- woraus 


grenzende Cnrve eine gerade Linie AB, 
die Fignr also ein Trapez 


bat also 

•v,:y, 


Man 


und 


;x:y 


woraus j/ = ~ x 
folglich 

®l = im 8*-|-C 

Für x = x, mnfs 92 verschwinden, da- 
her vollständig 



Diese Werthe in Formel 26 substituirt 
(36) gjbt das Moment des Trapezes 




n* 
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lat W die Maaae des Trapezes =4« (y+ y ,) m, 
so hat man 

91 = *(y‘ + ».’)« (28) 

Ist y, = 0, so erhält man das Trägheits- 
moment des rechtwinkligen Drei- 
ecks.desseneineCatbetedieDreh- 
axe ist = = (29) 

d. b. halb so groTs als Wenn die 
Hasse^aof der Cathete y vertheilt 
wäre. 

Da jedes Dreieck sich in zwei rechtwink- 
lige Dreiecke theilen läfst, so ist das 
Trägheitsmoment eines Dreiecks, 
dessen Qrnndlinie die Drehaxe ist 
= dem 6ten Theil der Masse, die- 
selbe in der Spitze des Dreiecks 
Tereinigt gedacht. 

5. Das Trägheitsmoment eines 
Dreiecks mit darauf gleichförmig ver- 
theilter Masse in Beziehung auf eine 
Axe, die in der Ebene des Dreiecks 
durch seine Spitze liegt. 

Es sei (Fig. 812) die gegenüberliegende 
Seite mit der Axe parallel = 6, deren Ab- 
stand von der Axe = A, die auf die Flä- 
cheneinheit kommende Masse = 1. Tbeile 


Fig. 812. 



A in n gleiche Tbeile, ziehe durch die 
Tbeilpunzte Parallelen mit der .Axe und 
beschreibe zwischen ihnen inwendig und 
auswendig Rechtecke, berechne die Träg- 
heitsmomente der inwendigen Rechtecke, 
als wenn deren Massen auf den der Axe 
zunächst liegenden Seiten, und die der 
auswendigen Rechtecke, als wenn deren 
Hassen auf den der Axe entferntest lie- 
genden Seiten vereinigt wären. 

Das oberste inwendige Rechteck hat 

die Breite — ^A, die Höhe -i- A und sein 

n n 


Abstand = — ^^A, sein Trägheitsmoment 

ist also 

iA.{-‘Ay=("^^ 

H \ H J n* 


«—1 


4a’ 


Das oberste auswendige Rechteck hat 
dia Breit« i, die Höhe — A und den Ab- 

it 


stand = A, sein Trägheitsmoment ist also 

A • — A • A* = — AA* 
n n 

Mithin sind die Summen der Moment« 
sämmtlicher in- nnd auswendigen Recht- 
ecke 

^^iLü^AA* und « — !aa» 

Zwischen beiden, deren Unterschied 
= — AA’ ist ßllt das Moment des gege- 
benen Dreiecks. 

Nun ist ^ {w — 1)* = i (« - 1)’ • «* 

= 1 «*(ii-l- 1)> 

Zwischen beiden ist die Zahl einge- 
schlossen i«’ ■ n* = in*. 

Zwischen beiden obigen Summen liegt 

also auch i • iA’ = i AA’ 

und da das Moment des Dreiecks eben- 
falls zwischen beiden Summen liegt, so 
ist das Trägheitsmoment eines mit 
derSpitze in derDrehaxe und mit 
der Grundlinie + derselben be- 
findlichen Dreiecks = i Aa’ (30) 

Ist M die gesammte Ma.sse des Drei- 
ecks = i AA , so ist 

®! = iA»A/ (31) 

Das Moment ist also gleich dem Mo- 
ment der halben Masse, dieselbe in einem 
Punkt unter dem Abstand A vereinigt 
gedacht. 

6. Das Trägheitsmoment eines 
materiellen Trapezes, dessen eine 
parallele Seite Drehaxe ist. 

Tbeile das Trapez durch Lothe aus den 
Endpunkten der oberen Seite auf die un- 
tere in ein Rechteck A und zwei recht- 
winklige Dreiecke fi, C, so ist nach der 
Bezeichnung, Fig. 813, die Masse des 
Rechtecks = gesetzt 


Fig. 813. 



9U, = JA«. Jf, = äA’.AA = JAA* 

Das Moment der beiden Dreiecke B 
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and C = W, = !*’•#,, "«nn M, deren 
Masse beieicbnet, 

. = JA».i(a-i)* = *(»-*)*• 

Uitbin das Moment des Trape- 
les die Summe der beiden Momente 
Sl = A(o + 34)*> (32) 

0 6 

Die Masse M des Trapexes ist = * 

mithin zugleich 

3R = i *• M (33) 

fl T 0 

7. Das Trägheitsmoment eines 
beliebigen materiellen Dreiecks 
in Beziehung auf eine durch eine 
der Spitzen des Dreiecks und in 
dessen Ebene liegende Drehaxe. 

Ist die auf die Flächeneinheit kom- 
mende Masse = 1 , so hat man bei der 
Bezeichnung, Fig. 814, nach Formel 27: 


Fig. 814. 



Das Moment des Trapezes CDJG — 

W, = *(/+?)(» + *)(“’+*’) 

Die Trägheitsmomente der beiden Sei- 
tendreiecke sind nach Formel 29 
1 * 1 ^“’ + 1 * 1 ? • 

Diese beiden Momente Ton dem des 
Trapezes abgezogen gibt das Moment des 
Dreiecks CDE 

®1 = *(oJ -b 4/) (o* -t- fli + 4 *) (34) 

Der Inhalt des Dreiecks COE ist = 

2 w -r 2 2 

daher das Trägheitsmoment des i^CDE 
auch 

W = + ab + b’) M (36) 

8. Das Trägheitsmoment eines Massen- 
»stems Ihr irgend eine Axe ist = dem 
Trägheitsmoment (Qr eine mit dieser pa- 
ralleie Axe durch den Schwerpunkt des 
Systems -f dem Trägheitsmoment der ge- 
sammten Masse in ihrem Schwe^nnkt 
Tareinift gedacht und dieser in Beziehung 
auf di« eiste Axe genommen. D. b. Ist 


W das Trägheitsmoment des Systems in 
Beziehung auf die durch den Schwerpunkt 
genommene Axe, M die gesammte Masse, 
lir aber das Trägheitsmoment derselben 
in Beziehung auf eine mit jener im Ab- 
stand fl parallelen Axe, so ist 
®1’ = 311-1- fl* * 

Denn es sei AB (Fig. 815) die durch 
den Schwerpunkt O des Systems liegende 
Axe, CD die in der Entfernung GH=a 
mit ihr parallele Axe; m; m, ; m, ... 


Fig. 815. 



seien die einzelnen Massentheile des Sy- 
stems, ihre Abstände von AB seien x; 
X,; X,...; von CD aber »; y,; y,-.-? 
endlich <p-, <p,\ <p,... die Winkel, welche 
die Abstande x; x, ... mit den Abstän- 
den fl der beiden Axen mit den Dnrch- 
scbnittspunkten der Axe AB machen, 
diese Winkel von 0 bis 360° nach einer 
Seite hin gezählt (Fig 816). 


Fig. 816. 



Da nun die x auf der Axe AB und 
die y auf der Axe CD normal stehen, so 
sind die Axen auch auf den Ebenen der 
Winkel zwischen x und y normal und 
folglich sind die Abstände der Standpunkte 
je zweier zusammengehörigen Lothe x 
und y auf den beiden Axen normal and 
folglich überall = fl. 

Man hat demnach in jedem Dreieck 
zwischen a and den x and y: 
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. »* = «* + *’ — 2a« CO* (p y* = »>,a^ + <«,«,*— 2m, a«, CO* qp, 

nnd wenn nun mit dem Haseenelement u s w 
M mnItipUcirt 

My* = M«* + OUT* — 2 mbj CO* qp Addirt nun nun eile diese so gebilde- 

Eben so bst nun ten Oleichnngen, so erUlt nun 


"*>* + "*, jr,* + ••• — (m + m, + ...) o’-)-m**+M,«,’ + ... — 2o(m«co* tp + m, «, co* qp, 

Nnn sind dieProducte «CO* «,co*n, ... Klammergröfse die algebraische Snmrae 
die Abstände der Massentbeile von Ebe- der statischen Momente simmtlicher Mas- 
nen, die sich sämmtlich in der durch den sentheile in Beziehung auf jene Ebe- 
Schwerpnnkt G mit CD parallel gelegte nen aus. Diese Ebenen gehen aber 
Alt durcbschneiden , und zwar liegen durch den Scbwerpnnkt O des Systems, 
diese Abstände gegen die Ebenen ent- folglich ist diese algebraische Summe 
weder nach der einen oder der anderen der Prodncte = 0. 

Seite, je nachdem die Prodncte positiv Die Gleichung redncirt sich also auf 
oder negativ sind. Folglich ist die letzte folgende; 


"•y’ + ",y,* + .... = (M + m, + ...)a>-(- MX» -hm, X, 


Nach der angenommenen Bezeichnung 
ist aber 


•"y’ + "», y*+" 

.. = 51' 

m + m, + 


Mx’ + m, »,’+.. 

.. = TO 


folglich hat man 

9R' = S« + a>JI (36) 

9. Ans dem Satz No. 8 folgt, dafs in 
Bezog auf parallele Axen das Trägheits- 
moment für diejenige Axe, welche 
durch den Schwerpunkt geht, ein 
Minimum ist; dafs esaber föralle 
parallele Axen unter einerlei Ab- 
stand vom Schwerpunkt unverän- 
derlich dasselbe bleibt. 

10. Das Trägheitsmoment eines 
Dreiecks in Bezug anfeine Axe in 
der Ebe ne desselben und durch den 
Schwerpunkt, ferner in Bezug auf 
^de andere Axe parallel mit der 
Ebene des Dreiecks (Fig. 817). 



Ist 'DE eine durch ddn Schwerpunkt 
0 des l^ABC gelegte Axe, die Masse des 


Dreiecks = M, die Abstände der drei Win- 
kelspitaen = a, t, c. Man ziehe dnreh 
die Spitze A die Linie FH 4= DE, so sind 
die Abstände der Punkte B und C von 
FW = 0 + 4 und o±c, folglich das Träg- 
heitsmoment des AAWC für FH amek 
Formel 36 

i[(® + 4)* -!■(«+ ä)(o*c)+(o±«)*] M 
Hiervon o’W abgezogen , gibt das Träg- 
heitsmoment ÜK des Oreie^ in Bezie- 
hung auf die Axe DE. 

Nun ist der Abstand AJ=a des Schwer- 
punkts G von der Axe FH 

— (o + ä) + (g * c) 

3 

Würaus a = b i c 

folglich ist das Moment des Dreiecks auf 
FH, wenn man c eliminirt 
91'=1(7o-o4 + 4^W 
und das gesuchte Moment auf DE = 
a'r - o« « 

9» = ä(o»-o4 + 4*)Jlf (37) 

und wenn man a eliminirt 

SW = J(A‘±4c + c^Jlf (38) 

Soll nun das Trägheitsmoment für eine 
beliebim andere mit der Dreiecksebene 
parallele Axe gefunden werden, so darf 
man nur durch den Schwerpunkt des 
Dreiecks eine Linie 4= der Axe ziehen, 
das Trägheitsmoment für dieselbe nach 
Formel 37 oder 38 aufstellen nnd hieran 
o,’W addiren, wenn o, den Abstand bei- 
der Axen bezeichnet. 

II. Das Trägheitsmoment einer 
materiellen Figur, wenn diese 
durch eine Cnrve nnd beide End- 
ordinaten begrenzt ist nnd dieDteh- 
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aze daieh einen Pnnkt der Ab- 
•eitse normal anf der Ebene der 
Figur steht. 

Es sei für die Fignr CAGF der Dnrch- 
ichoittapunkt £ der Orebaze ingleich der 

Fig. 818. 


das auf y Tertheilte Moment = 

das auf y-f-AF rertheilte Moment = 

[(* -I- A*)’ -I- i(y + Ay)’J « • A« 
Zwischen beiden wenn man sie mit 


A'T diridirt ist also auch begriffen. 

A* 



Beide einschliefsende Quotienten haben 
aber den gemeinschaftlichen Oreniwerth 

(•*’ + 1»*) " • g". folglich hat auch die 

zwischen fallende Gröfse denselben 
A* 

Oreniwerth. D. b. es ist 

^ = «(x*-biy>)g- 

!)a nun nach Obigem 8 h = y • ör , so 
hat man 


Anfangspunkt der Ceordinaten. Es sei 
das Trägheitsmoment der Figur = W, das 
Fläcbeostück selbst = w. Aendert sich 
X nm AX) und hiermit y um As, * um 
also die Masse mu nm <hAh, so 
denke man diese zuerst anf y und dann 
auf y + Ay gleicbmälsig Tertheilt, so wer- 
den beide aas wahre Moment AVI ein- 
schlieisen. 

Nnn ist nach Formel 10 


= «(-> + ly») y 

woraus das Moment der Figur 

an = mßx* + 4 y*) y 8x + C (39) 
12. Beispiel. Es sei die Linie (AG) 
eine gerade, die durch die Drehaxe £ 
gehL also die Linie EG. Dann ist ihre 
Qleichnng wenn man a = x is a setzt 
X ly o = y 


und TO = «yi;x*-l- 4y>) y 8x = »syi[x>-(- kx’ls ’o) x ly w 8x 

= n ly a (1 d- 4ly *o)/x> 8x = 4«s ly a (1 + Jly *o)x*+ C 

. . .... * ecksebene befindliche Drehaxe 

SeUt manx = i, y = *, soi8tlyo = - m = j>,m • t ■ » (3f + *>) (40) 

and man hat das Trägheitsmoment eines Die Masse des Dreiecks ist M = \pnl>h, 
rKbtwinkligen Dreiecks für eine durch mithin hat man auch das Trägheitsmo- 
dis Spitze ron h normal anf der Drei- ment 

®l = J(34*-|-**)* = HA> + **’)M = iiA(6* + i*») (41) 


D. h. das Trägheitsmoment eines 
rechtwinkligen Dreiecks für die 
Aze, welche durch dieSpitse nor- 
mal auf seiner Ebene steht, ist so 
grofs, als wenn die halbe Masse 
anf der gegenüberliegenden Ca- 
thete gleichmäfsig Tertheilt wäre. 


Das Quadrat des Abstandes des Schwer- 
punkts Ton der Drehaxe E ist 

= (»»)* + (**)’ = 4(46» + A>) 

Also das Moment 3R' des Dreiecks anf 
eine durch den Schwerpunkt normal auf 
die Dreiecksebene gerichtete Axe ist 


TO'=l(i»+ 4*«)4f-4(4i* + A»)« = A(6>-)-**)* (43) 


13. Das Trägheitsmoment eines belie- 
bigen Dreiecks für eine Axe, die auf des- 
sen Ebene normal ist. 

Die Axe gehe zuerst durch den Win- 
kelpnnkt A, dessen Abstand AD Ton der 
ge^nüberliegenden Seite BC sei A, und 


6 und c seien die Abstände der beiden 
anderen Spitzen B nnd C von dem 
Pnnkt D. 

Die Masse der Flächeneinheit sei =1, 
so ist das Moment des AABD nach For- 
mel 41 ■ . i 
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= ***{*•+ i4») 

das Moment des C^ACI)= Jr* (a’ Hc» 


iS Moment der Trigheit. 

folElieh das Trägkeitsmomeat des 
tiABC in Beziehung auf A 

SR’ = * * [i*> + i 4» - j cn 

= i* (4 - c) [*>+ J (4> + »c + c^] (43) 
Ist M die Masse des Dreiecks ACB 
= i*(4-c), so hat man auch das 'Träg- 
heitsmoment des t^ABC in Beziehune 
auf A “ 

®!’ = ![»’ + 4 (i* + *c + c«)]i»f (44) 

Der Schwerpunkt G des AMfiC liegt 
auf der BC in E halbirenden Linie 
und es ist AG=iAE daher 

.4 C* = t(<0* + »K>) = I [*•-(- 

Daher das Trägheitsmoment des ^ABC 
in Beziehung auf die in dem Schwerpunkt 
G befindliche Aze ^ 


®f = 4[*’ + 4(4* + 4c+ c>)] ,W- 
= TV(*’ + i’ + c>-4c) M 

14. Ist das Dreieck ACC gleichwink- 
also AC’ = AC, so hat man nur das 
Moment des A ACC' zu bestimmen , das 
Moment dessen Hälfte, des ^ADC wie 
No. 13 das Moment des (^ABD, wenn 
man in demselben c für 4 setzt 
= ]c*(*>-|-ke*) 

Das Moment des gleichschenkligen 
A^CC" in Beziehung auf die Axe in A 
ist demnach 

= 4c*(A»+4c’) 

Bezeichnet man wie gewöhnlich die 
ganze Grundlinie CC mit einem Buch- 
staben o, so hat man vom C^ACC das 
Trägheitsmoment für die Axe in A 

8R = io* (*«-)-,(, fl») (46) 

und da dessen Hasse M = ^ah auch 
9»=4(*»+Afl>)« (47) 

TT« (8x + A») A* • »’ < ASR’ - 

Die drei Vergleichungen durch A * di- 
▼idirt und zu den Qrenzwerthen überge- 
gangen gibt 



woraus = 2nmfx*hx = ^jimx* 
wo C=0 ist. 

^nr JT = r hat man das Trägheitsmo- 
ment der ganzen Kreisebene 

3R = I Timr* = ^ r’lH ( 4 g) 

Dies Resultat erhält man elementar, 
wenn man den Kreis in lauter kleine 
Dreiecke zerlegt denkt, deren Spitzen im 


(46) 

15. Das Trägheitsmoment einer mate- 
riellen Kreisebene für eine durch seinen 
Mittelpunkt normal auf der Ebene befind- 
liche Axe. 

Ist M die Masse, also die Masse m der 
Flächeneinheit =^,so sei SR’ das Träg- 
heitsmoment des concentrischen Theils 
der Kreisebene vom Halbmesser = x. 
Beim Zuwachs von x um A* wächst die 
Masse um 

flm [(x -1- Ax)’- x>J = ;im (2x -b Ax) A* 

Denkt man sich alle diese Massentheile 
erst im Abstand x, dann im AbsUnd 
x-bAx Tom Mithslpunkt, so wird das 
wahre Moment der Zuwachsmasse Ton 
beiden Momenten eingeschlosscn und es 
ist 


' nm (2x -b Ax) Ax (x -b A x)> 

Mittelpunkt liegen ; alsdann ist nach No. 
12 das Moment jedes der Dreiecke = dem 
Moment der halben Masse (4;ir»m) in dar 
Gruodlinie, also im Abstaod r toü der 
Axe entfernt; mithin gilt dies von allen 
Dreiecken zusammen g^enommeo, d. h. 
vom ganzen Kreise. 

16. Das Trägheitsmoment eines 
materiellen Kreisringes von den 
Halbmessernr und p in Beziehung 
auf die durch den Mittelpunkt 
normal der Ebene befindliche Dreh- 
axe. 

Setzt man die Masse des Ringes = M, 
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die des Ergänzungskreises = M‘, so ist und 


*:df+*’ = r»-p»:i 


das TräsbeitsinomeDt des ganzen Kreises o* 

= ir>(« + *') folglich ist = ' s '*’ 

das des Ergänznngskreises 

folglich dss des Ringes=^r*(M4-.lt')- 1 ( 1 * JT M + M ^i_ ^s * 

Nun ist JT: tf + M' = p* ; r* folglich ist das Trägheitsmoment des Kreis- 

worass df : ,W' = r’ — (>• : »’ rings 


™ = (i - i t'* ' Ä) ” = * "= H («) 


17. Das Trägheitsmoment eines 
Cylinders in Beziehung anf seine 
Axe als Drehaxe. 

Denkt man sich den C^linder in eine 
unendliche Menge Ton Cylindern von un- 
endlich kleinen Höhen zertheilt, so hat 
jeder einzelne dieser Theile dasselbe Mo- 
ment mit dem Kreise 1 r’ df (Formel 48), 
mithin der ganze Cylinder die Snmme 
dieser Momente zum Moment, also des- 
gteicben das Trägheitsmoment 1 r’ dl. 

Han kann aber auch für die Erniitte- 
Inng des Moments die Massentheile des 
Cyhnders parallel mit seiner Axe nach 
einer Seite hin fortgeführt und anf einen 
seiner Endkreise gebracht denken, wo 
dann das Trägheitsmoment in Beziehung 
anf die Axe dasselbe bleibt. Es ist nun 
der Cylinder zn einer materiellen Kreis- 
ebene geworden nnd man hat nach For- 
mel 48 

Das Trägheitsmoment eines vollen Cy- 
ünders io Beziehung auf seine Axe. 

K = Jr«df (50) 

Die Masse df des Cylinders ist = .-(r*A, 
mithin hat man anch 

J« = i.Tr<* (51) 

18. Das Trägheitsmoment eines 
bohlen Cylinders in Beziehnng 
anf seine Axe als Drehaxe. 

Es ist dies bei derselben Betrachtung 
mit No. 17 wie Formel 49 

»l = i(r> -he«) dl (52) 

Die Hasse df ist = ,-i (r’ - ■•’) * , dem- 
nach anch 

3R = i«(r‘-e‘)* (53) 

19. Das Trägheitsmoment einer Kugel 
in Beziehung anf eine durch ihren Mit- 
telpunkt gelegte Drehaxe. 

Es sei AB die Drehaxe, FG der anf 
AB normale durch den Mittelpunkt ge- 
richtete, DE ein zweiter ihm paralleler 
Kreisdurchschnitt, der Halbmesser CG 
der Kugel = r, der Abstand beider Kreis- 
ebenen = _x, der Halbmesser von DE 


Bezeichnet man das Trägheitsmoment 
des Kugelabschnitts von der Höhe r -4- x 
mit W, so ist das Trägheitsmoment des- 
sen Zuwachses A^' begriffen zwischen 


Fig. 820. 



dem zweier Cylinder von der Höhe A-r 
und deren Grundflächen die Halbmesser 
y und y-|-Ay haben. Ist m die Masse 
der Cnbikeinheit, so sind diese Trägheits- 
momente nach Formel 51 
l.vmy^-Aa- und lam (y -f Ay)* Ax 

c 1 1- i. 9®1' . , 

folglich = j .rmy* 

folglich 

®l’ = { Tim /y* 9x= } :rmjlr* — x*)* 8x 
= |Tim (r< X - .1 r* x> -b i x‘) -f C 
Das Integral zwischen den Grenzen 
x = — r nnd x = -br ribt das Trägheits- 
moment der ganzen Kugel. Für x = — 1 
wird 3)1' = 0, also C = ,*s/imr*. Diesen 
Werth eingesetzt und x = -f r genommen 
entsteht das Trägheitsmoment der gan- 
zen Kugel 

3)1 = ili Timr* (54) 

Die Masse der Kugel ist = }Trmr*, folg- 
lich ist zugleich 

3)I = Jr»M (65) 

20. Ein zweites Verfahren für die Auf- 
findung des Trägheitsmoments der Engel 
ist folgendes: 
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Es sei X der Halbmesser eines 
cooceotrischen Theils der Kugel, 
VI' dessen Trägheitsmoment, K' 
dessen Inhalt, so sind die zusam- 
men gehörigen Aenderungen 
AÄ', i"A 7^ und AÜ)!'. 

Die Masse zuerst auf den Halb- 
messer X, sodann auf den Halb- 
messer x-bA^ vereinigt gedacht, 

f eben die beiden einschliersenden 
rägheitsmomente. Nun hat man 
nach Formel 24 

Jan’ Aff < A®J’< J«' (x + Ax)’Ah' 


Fig. 821. 


8OT’ 

8x 


>”'"87 


Nun ist K’ = J -Tx’ 

folglich ^^ = 4 ,tx» 

Mithin — = J .-imx* 

öx 

und 9K' = i‘s .TBix’ 4 C 

wo die Constante fortfällt. 

Für x = r und # = |7rmr’ ent- 
steht das Trägheitsmoment der 
ganzen Kugel 
a» = Jr’Af 

21. Die ad No. 19 angewendete Me- 
thode beschränkt sich nicht auf die Ku- 

f el allein, sondern gilt für alle Umdre- 
ungskörper, wenn ihre Axe als Drehaxe 
genommen wird. 

Ist nämlich die Erzengnngslinie ihrer 
Oberfläche durch eine Gleichung zwischen 
rechtwinkligen Coordinaten gegeben , die 
Axe des Körpers als Abscissenlinie ge- 
nommen und ist 311 das Trägheitsmoment 
des Körpers, der zwischen zweien auf der 
Drehaxe normal geführten Ebenen be- 
griffen ist, von welchen die eine den 
Abstand x anf der Abscisse vom Coordi- 
naten -Anfangspunkt genommen bat, so 
ist nach denselben Scblüssen wie No. 19 
bei der Kugel, die zu x gehörige Ordi- 
nate der Erzeugungslinie = y gesetzt 
9R = 4nai/s’8x 

Dies Integral mufs immer zwischen 
den Grenzen genommen werden, welche 
die beiden auf der ,\xe normalen den 
Körper begrenzenden Ebenen bestimmen. 

22. Das Trägheitsmoment eines Kör- 
pers, der durch Flächen begrenzt wird, 
deren Punkte durch eine Gleichung zwi- 
.scben rechtwinkligen Coordinaten gege- 
ben sind. 

Man nehme die Drehaxe des Körpers 
zur Axe der Z, .4 sei der Anfangspunkt 
der Coordinaten, AX und AY die Axen 
der X und der F. DGFH sei die krumme 



Fläche , welche mit den drei Coordinaten- 
ebenen AENK, AGDK und AEFG und 
den beiden, den letzten beiden Ebenen 
in den Abständen x und y parallel ge- 
zogenen Ebenen EFHN und DUNK den 
Körper begrenzt. Danu ist EF=i, die 
zu i4lf = .r und AE = y gehörige Ordi- 
nate des Punkts F und zwischen x, y, s 
ist eine Gleichung gegeben. Die auf ^e 
Körpereiuheit kommende Masse sei = m. 

Das Trägheitsmoment des bezeicbneten 
Körpers in Beziehung auf A'l sei =W. 

Aendert sich x um Ax allein, so än- 
dert sich der Körper um dessen Verlän- 
gerung DHNKd,k,n,h, das Moment 9R än- 
dert sich um das Moment aW dieses 
Zuwachskörpers, und natürlich dieses anf 
.r als Urvariable genommen bat man nach 
der Taylor'schen Reihe (Bd. II, pag. 299, 
Formel 1) 

®*+87 = ®*+87^" + -8x»Tr2 + «’ 
wo R' die übrigen Ergänznngsglieder in 
Summa bezeichnet. 

891? 8ü)f , 8*9» A** , 
8x-=8l^"+ 87-1.2+" 

Aendert sich y um Ay allein, so än- 
dert sich der Körper um dessen Verlän- 
gerung FHNEf,h,ti,e, und man hat wie 
vorher die MomenLsänderung, d. h. das 
Trägheitsmoment des genannten Zuwachs- 
kürpers in Beziehung auf die Axe der Z 
89» 89» , , 8»9» Ay’ , „ 

87^"+ 
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Aendert sich x and y tagleich, so in* her betnehteten Zawachskörper -f- dem 
dert sieh der Körper um die beiden Tor- Prisma HNh,H,MJh,n , , und man erhält 


8TO _ BW CTO 8«TO 0^. a x ^»’x 

8x* 8j 8x 8x* ■ 1 .a"^ 8>’ 8x.8j’ 1* 2 


R" 


Zieht man von dieser Oesammtände- 
mng die Summe der ersten beiden Aen- 
demngen ab, so erhält man das Träg- 
heitsmoment des über NJ stehenden Pris- 
ma in Beziehung auf die Axe der Z , Ab- 
stand AN: 

8*9K 

= 87787^'-^» + 

«o R" , R', R, Gröfsen sind, die mit 
A' * Ay diridirt, bei der beliebigen Ab- 
nahme dieser beiden beliebig klein wer- 
den können. 

Ist V das Volumen des Körpers, so ist 
eben so die Differenz zwischen der Oe- 
sanimtändemng des Körpers nnd der 


Einzeln-Aenderungen nach x und nach y 
also das Prisma 
8>P 

“ 877Sy Ax • Ay -1- R„ (H) 

Nun ist offenbar der Unterschied I. das 
Moment des Volumen II.; das Quadrat 
des kleinsten Abstandes ist AN*= x' + y*, 
das Quadrat des gröfsten ist 

AJ* = (x + Ax)’ -b (y + Ay)’ 
Multiplicirt man also das Volumen mit 
m und einzeln mit den Quadraten beider 
tAbstände, so begreifen die Producte das 
oben bestimmte Moment zwischen sich. 
Man hat demnach: 




Ax • Ay -b . 


6’K 


< m [(X -b Ax)’ -b (y -b A»)^ • Q — Q- Ax . Ay -b Ä„ 


Disidirt nun nnn die drei Vergleichun- 
gen mit Ax • Ay> nnd geht zu den Qrenz- 
werthen über, so hat man 


8*®l 


= m (x’ + y’) . 


8’K 


8x*8y 8x-8y 

Es ist aber 8 P = z • 8x • 8y 
8K 


mithin 


8x-8y 

0’9f 


= m (x’ -b y’) I 


8x-8y 

und 5R = m/*(x’ -b y’) s • 8x • 8y (54) 
Da diese Integrimng zwei Constanten 
einfübrt, so sind diese so zu bestimmen, 
dafs die Integrale für x = 0 und y = 0 
verschwinden. 


22a. Beispiel. Das Trägheitsmoment 
eines geraden Prisma, dessen Grundfläche 
ein Trapez ist, in Beziehung auf die pa- 
rallele Grundkanto als Drehaxe. 


Fig. 822. 



Es seien AB = a und DE = b die pa- 
rallelen Grandkanten der Grandebene des 
Prisma, AB die Drehaxe, k deren Höhe, 
/ die Länge des Prisma. Nimmt man 
den einen Endpunkt A der Kante zum 
Anfangspunkt der Coordinaten, die Kante 
AB selbst zur Axe der Z, die darauf 
normale Kante l zur Axe der X und die 
auf beiden Kanten normale Linie AF anr 
Axe der T, so ist nach dem Torigen Bat» 


das Trägheitsmoment des Körpers 
aR = m/’(x* + y’)i0x.8y 
Nimmt man nun eine beliebige Länge 
AG = y, zieht die mit AB Parallele GJ, 
SU hat man 

t = HJ=GJ- GH = a-^ y. 

Setzt man um z aus dem Integral zu 
eliminireo, diesen Werth ein, so ist 
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TO = m/t (x> + »’)(«- ^y) 8x . Sy + C 

Integrirt man TO auf x, wo also y constant gesetzt wird, so erhält man 

TO=«y^ [x> ~ ») + »’{““ 8*-8y 

= m .yi;jx* + y>x) y) 8y + c 

Dieses Integral zwischen den Grenzen x = 0 nnd x = l genommen gibt 
TO = imlSifl + 3y«) • °* ~ 8y 

= 1 - (a - 6) /* y + 3 o*y* - 3 (o - 4) y*] fty 

= i X y - 1 (« - 4) y’ + n*y* - i(o - *) y*] + c 


Dieses Integral zwischen den Grenzen 
y = 0 nnd y = * genommen: gibt • 

TO = J mlk /’+ 1(« + 36)a=] (iö) 

Die Masse M des Prisma ist — ^ A • / • m ; 
daher auch 

TO = + *’) '*» (56) 

Ist die Grundfläche des Prisma ein 
Parallelogramm, also 4 = n, so ist 
TO = J(/» + **).»! (57) 

23. Diese Formel 57 findet man un- 
mittelbar aus Formel 54, wenn man s 
constant = a setzt. 

Dann ist also 
TO = mafß,x^ -I- y*) Dx ■ 8y 
Auf X integrirt 

m = moyu x> -f y>x) 8y 
X zwischen 0 und t genommen 
TO = m • a > /y(J /> + y*) 8y 
Anf y integrirt 
«»•«•/(J/*y-Hy») 
y zwischen 0 und A genommen 
TO = i m-a-KPk + h^=im-a-l-»{P+ A*) 
Non ist Af = a.A.f.m, daher auch 
TO = i(t»-(-A»)M= J(AF’)«3f (68) 

Wenn also das Parallelepipednm nm 


eine Kante schwingt, so ist sein Träg- 
heitsmoment dasselbe, als wenn der dritte 
Theil seiner Masse in der diagonal ge-, 
genüberliegenden Kante rereinigt wäre. 

24. 7.nr Prüfung der Richtigkeit ron 
Torstehenden und ähnlichen Berechnun- 
gen kann man wie folgt verfahren. Man 
nehme das Moment des rechtwinkligen 
Parallelepipeds nach No. 23 nnd ziehe 
davon ab das Moment des Prisma der 
Grondebene AEF. 

Ersteres ist 1 * • a • / • A ((* -f- A*) 

Letzteres durch x, y, s ansgedröcki 
Formel 54, in welcher s = GH = y. 

Also 8m, + y*) y 8x • 8y 

A 

0 ~ ft 

= m --j-y/lx»y -fy») 8x*8y-(- C 

Dieses Differenzial nach x integrirt nnd 
X Ton 0 bis / genommen gibt 

"~'^lAkPs + S*)Stf + C 

Dieses Differenzial nach y integrirt nnd 
y zwischen 0 und A genommen gibt 
m(« -4)A/(l/>-f lA’ 

Mithin die Differenz genommen gibt 
das Trägheitsmoment des Prisma von der 
Grondebene ABDE = 


TO = i malh (/• -t- A») - « (a - 4) *< [*/> -H A>) 

= Jm/A[l(a-|-A)f* + i(o-f34)A>J = i(;i.H^^ A»).M 
wie Formel 55 und 56. 


25. Schreibt man Formel 56 : 
so hat man Formel 12: kiPM als 


Trägheitsmoment einer geraden materiel- 
len Linie, die nm einen ihrer Endpunkte 
in einer Ebene schwind, also auch das 
Moment eines am eine Grnndfläehenkante 
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+ i 


aehwingenden Priima, wenn deseen Muse 
»nf Höhe oder Länge / gleichmifeig 
rertheilt ist. Ferner ist nach Formel 33 

j *’ • .W das Trägheitsmoment eines 

Trapezes, wenn es um die gröfsere pa- 
rallele Seite a schwingt, zugleich also 
auch das Moment eines Prisma, wenn 
dessen Masse auf die traM^rmige Grund- 
fläche gleiehrnäfsig rertheilt ist. 

Demnach ist das Trägheitsmoment eines 
vierseitigen Prisma = der Summe der 
Trägheitsmomente, wenn die Masse des- 
selben auf dessen Länge und ^eselbe 
Masse auf die Qrundebene vertheilt wird 

Am. 

fl -V ä ' 

Für & = 0 erhält mau hieraus das Träg- 
heitsmoment des dreiseitigen Prisma x 
von der Länge I, dessen Grundfläche die 
Seite a und die Höhe * hat, wenn man 
also das erste * mit I vertauscht 

= (59) 

Es ist das Trägheitsmoment der 

Länge, das des Dreiecks, man hat 

hei dem dreiseitigen Prisma also dasselbe 
Gesetz wie bei dem vierseitigen. 

26. Man kann diese Formel auch un- 
mittelbar aus Formel 54 entwickeln, wenn 
man BE zieht und das AdßB als Grund- 
ebene betrachtet, alsdann ist HK = s und 
man hat a s s = * s * — Sf 

d 

woraus t = -j- (* — Jf) 

Diesen Werth in Formel 54 gesetzt gibt 
5Dl = (*-y)9'**9y 

ya*d-*y’- 

Nach X integrirt und x von 0 bis / ge- 
nommen gibt: 

5W =m *sf‘-y>)9» 

Nun wieder nach y integrirt und y zwi- 
schen 0 und k genommen; 

!Dl = ^m-a./.*(2/* + *’) 

Nun ist M= ^ah‘ Im 
woraus wie Formel 49: 

9R = i(2/> -!-*•)«. 

Der Abstand des Schwerpunkts eines 


o ^ 36 

Trapezes von der Drehaxe a ist = 1 *, 

im Prisma liegt er auf der halben Länge. 
Daher ist der Abstand des Schwerpunkts 
dieses Prisma von der Drehaxe im (Qua- 


drat = (10’ + 




Mnltiplicirt man das Quadrat mit AI 
und lieht es von dem Moment, Formel 
56 ab, so erhält man das Trägheitsmo- 
ment des Prisma für die durch den Schwer- 
punkt, parallel mit einer der beiden Grund- 
kanten genommene Axe: 

37. Es sind die Trägheitsmomente eines 
Massensystems in Beziehung auf drei un* 
ter sich normale Coordinatenaxen gege- 
ben. Das Trägheit.smoment in Beziehung 
auf eine belieoige Axe soll bestimmt wer- 
den, welche durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geht. 

Es sei AB die neue Momentenaxe, AT, 
l', Z seien die drei gegebenen Axen, 
fl, y die Winkel der neuen Axe mit 

Fig. 823. 



den alten, m sei ein Massentheilchen des 
Systems, dessen Abstand von A = Am^d; 
Xy y, s dessen Coordinaten, d der Win- 
kel zwischen d mit AB yP das Loth von 
m auf so ist das T^rägheitsmoment 
des Elements m auf AB = p* • m. 

Nun ist p = rf rin d ; ^ , -j sma 

die Cosinus der Winkel, den die Coordi- 
natenaxen mit d bilden. Daher ist 

X V s 

COM d = cot ® + cot d" 

folglich d cot d = X cot a y cotß -^tcoty 


Ab«r p> = «ii* »d = <f* (1 - CO* *J) = d* - (* co* n -1- y co* jJ -|- * co» y)> 

Ferner ist d* = x’ -|- y’ -f- *• 

Folglich p*=x*-fy»-h co**n- y*co« V ~ »* co* V “ 2xy ro* « - cotß 

— 2x» coi a- cot y — 2y» co* ß • cot y 
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oder ■■****•*“• *•*>’">•**•/*•*••>' 

daher das Trägheitsmoment in Beiiehnng auf die nene Axe; 

mp* = mx* ri* *o + mj* sia */J + ms* sia *y — 2m xy cot a • eot /> — 2m xs CM « • cos y 

— 2m }/i cot ß - cot y 

Gleiche Ausdrücke erhält man für alle übrigen Hassentheile m,; m,; ai, 
deren Coordinaten x, y, s,; x, y, s,; ... sind. 

Daher ist das Trägheitsmoment des ganien Systems 

3R = »ia *n 5 mx* + lia ^ß ^ my* sia *>- ? ms’ - 2 cos « • co» ;} ? mxy 

— 2 cos o • cos y ^ laxs - 2 cos ^ • cos y $ mys (I) 


Sind die Coordinatenebenen so ange- 
nommen und ist das Hassensystem so 
beschaffen , dafs jede Ebene das System 
in 2 congruente oder symmetrische Hälf- 
ten theilt, so werden die drei letzten Glie- 
der einzeln = 0. Denn alsdann gibt es 
zu beiden Seiten jeder Ebene z. B. XY 
für s und — s zwei gleiche Uassentheile, 
deren Uomente sich gegenseitig auiheben. 

ÜR = sia ^ mx’ + sia *,f ^ 

Bezeichnet man das Trägheitsmoment 
der Systems für die Axe der X mit A, 
für die Axe der Y mit B, für die Axe 
der Z mit C, so ist 

A = < m (y* -(- s») = ^ my’ ^ ms* 

B = i m (x’+ s*) = ^ mx* -(• ^ ms’ 

C = ^m(x*-^y’) = ^ mx* + ^ my’ 


Da sich nun allgemein darthun läfst, dals 
für jedes Hassensystem durch jeden be- 
liebigen Punkt sich wenigstens drei recht- 
winklige Coordinatenaxen annehmen las- 
sen, für welche jede der drei letzten sum- 
marischen Glieder verschwinden, die 
Hanptaxen, so sollen die Axen hier 
als Hanptaxen gedacht werden. Dann 
redncirt sich die Gleichung auf 

f’ + sia ’y ^ ms’ (II) 

Hieraus folgt 

4(A + B-C) = <ms’ 

4(A -B-bO = ^my’ 
i(- A B -b O = « lax’ 

Diese Werthe in den Ausdruck II. für 
1 snbstitnirt, gibt 


a» = i (- A -I- B -b C) sia ’o -H (A - B -b C) sia ’jä -f 1(A -f B - C) ssa ’y 
oder 9R = 1 A (— sia ’o -b sia -b sia ’y) -b 4 B (sia •« — sia -b sia ’y) 

-b i C (sia ’n -b sia ’/* — sia ’y) 

Nun ist — sia ’o -f sia ’,S -b sia ’y = — 1 -b cos ’n -b l — cos + 1 — cos ’y 
= 1 -b cos ’o — cos ’(J — cos ’y = 2 cos ’« 
weil cos ’« -b cos *ß -b cot ’y = 1 


Eben so findet man den Factor von 
^B = 2cot^ß und den von jC=2cos’y. 

Also bat man endlich 
an = A cos ’o -b B cos */} + C cot ’y (111) 
Da nun cos ’n = l — cot ^ß — cos ’y so 
ist aus III. 

aS = A - (A — B) cos ’,J — (A - C) cos ’y 
Eben so weil cos ’y = i — cos ’o — cos ’ß 
iH = C + (A-C)eoi'a + (B- C)cot’ß 
Sind nun die Homente der Hanptaxen 
ungleich und A>B>C, so ist das Ho- 
ment A für die Axe der X das gröfste 
und das C für die Axe der Z das kleinste 
unter allen Axen, die denselben Anfangs- 
punkt haben, weil A — B, A — C, B — C 
positive Grölsen sind. Ist der Anfangs- 
punkt zugleich Schwerpunkt , so ist C das 
Kleinste Trägheitsmoment für alle Ho- 
mentenaxen der Trägheit. 


Sind zwei der Trägheitsmomente in 
Beziehung auf (die Hanptaxen einander 
gleich, z. B. B = C, so wird ans III. 

3)1 = A cos ’o -b B (cos ’/} + cos ’y) 

= A cos ’n -b ß (1 — cos ’o) 

= B + (A — ß) cos ’o 
Folglich bleibt dann das Trägheitsmo- 
ment des Systems für alle Axen ein und 
dasselbe, welche auf dem Hantel eines 
Kegels liegen, dessen Axe die Axe A 
und dessen Seite mit ihr den Winkel o 
bildet. 

Sind A = B = C, so ist 3R = A. 

D. b. das Trägheitsmoment für alle 
Axen, die durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geführt werden, bleibt das- 
selbe. 

■onat, s. d. Art. .Astronomischer 
Honat* und .Gyelus*. 
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■OBd. Der stete Begleiter unserer Erde, 
die Erhellnog unserer Nächte. Seine Be- 
wegung um die Erde und mit dieser um 
die Sonne, so dafs fortdauernd der zwi- 
schen beiden gemeinsch.iflliche Schwer- 
punkt in der Ekliptik sich befindet und 
darin fortschreitet, s. den Art. „Cen- 
t ralbewegu ng“ mit Fig. 279. Es ist 
hierbei zu beachten, dafs wegen der Kreis- 
bewegung des Mondes um die Erde der 
geda^te Schwer}>unkt in jedem Augen- 
blick verrückt wird und dafs dies aiifser 
den Kreisbewegungen des zwischen Erde 
und Mond bestehenden Massensystems 
noch geradlinige Bewegungen zur Folge 
hat. 

Die Mondbahn nm die Erde dnrchschnei- 
det die Ekliptik unter einem nur kleinen 
Winkel von 5“ 8’ 47" im Mittel und weicht 
höchstens von derselben ab. 

Es sei C der Mittelpunkt der Erde, ff 
die Durchschnittslinie der Aequatorebene, 
ee die unter 231° mit derselben geneirte 
der Ekliptik und mm die der Mondbahn, 
so ist = 5° 8' 47’. Diese Mondbahn- 
ebene bleibt (die Schwankungen des Sy- 
stems vorlänfig unberücksichtigt gelassen) 


Fig. 824. 



eben so constant parallel mit sich selbst 
als die Enl-Aequatorebeiie. Der Mond links 
stehend hat südliche Breite (gegen ee) und 
nördliche Abweichung (gegen ff), rechts 
nördliche Breite und südliche Abweichung. 

Die conscquent bleibende Parallelität 
der einzelnen Bahnen veranlafst Aende- 
rungen in den Lagen zwischen ee und 
mm 

Es ist im Profil der Herbstpunkt H als 
Standpunkt C gedacht, una der Mond 
steht aufserhalb der Ekliptik FSHW 
unterhalb nnd innerhalb, oberhalb 
derselben. Dasselbe ist mit dem Erd- 


aeqnator der Fall, nnd in beiden Lagen 
ist der Winkel «cf zwischen der Mond- 
bahn nnd dom Erdaequator («cf - ee*) 
= 231'’-5°81'=18°21i'. 

Sohreitet man nun im Kreise der Eklip- 
tik mit der Erde und dem sie umkrei- 
senden Mond von // über IK nach F mit 
fort, so erblickt man vor F den Erdae- 

uator innerhalb der Ekliptik unter- 
alb und aufserhalb der Ekliptik 
oberhalb derselben. Die Mondbahn da- 
gegen ist als eine ebenfalls parallel blei- 
bende Kreislinie mit dem hier links be- 
findlichen Punkt rechts; aufserhalb ge- 
kommen und unterhalb geblieben, und 
der rechts befindliche Punkt * ist in- 
nerhalb der Ekliptik gekommen und 
oberhalb geblieben; demnach sind in 
beiden Lagen /.meq zwischen Erdaequa- 
tor nndMondbahn(ecf -t-fcm) = 231°+6°8l' 
= 28° 38J’. 

Der Mond dreht sich während eines 
siderischen Umlaufs ganz gleichförmig 
nm die Erde herum , und da er keine 
eigene Rotation um seine Axe hat wie 
die Erde alle 24 Stunden nnd die übri- 
gen Planeten, so macht er während die- 
ses Umlaufs nm die Erde nnr eine Axen- 
drehnng, nämlich eine Drehnng nm die 
vom Mittelpunkt der Erde als Drehpunkt 
bis zu seinem Mittelpunkt als Endpunkt 
reichende Axe. Sein Aeqnator, die dnrch 
seinen Mittelpunkt gelegte mit dem Erd- 
aequator parallel gedachte Ebene bleibt 
fortdanemd in constanter Lage nnd pa- 
rallel mit sich selbst, wie der Erdaeijna- 
tor; des.sen Neigungswinkel mit seiner 
Rahn mm (die Scniefe seiner Ekliptik) be- 
trägt nnr lJ-°, (bei der Erde ist diese 
Schiefe 23}°) nnd wegen gänzlich man- 
gelnder Rotation nm sich selbst bleibt 
er nur mit immer derselben Seite der 
Erde zugewendet. 

Der Mond erleidet mehr als irgend ein 
anderer Weltkörper eine Menge von at- 
tractorischen Einwirkungen, die während 
seiner Bewegung nm die Erde und mit 
dieser um die Sonne theils regelmäfsig, 
theils nnregelmäfsig periodisch sich än- 
dern; 

Die grofse Schiefe der Erdekliptik ver- 
anlaist, dafs der Mond theils den abge- 
platteten Nord- und Südpolen theils dem 
Aeqnator der Erde zunächst kommt, so 
dafs seine Axe bald unten bald oben der 
Erde näher gerückt wird nnd somit fort- 
dauernd in Schwankungen verbleibt. Hier- 
zu kommt die periodisch regelmäfsig wie- 
derkehrende Ungleichheit £r Anziehung 
dnrch die Sonne, Je nachdem er in seinem 
Rnndlauf nm die Erde der Sonne sich 
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nälieit nnd entfernt, welches von Neu- 
mond bis Vollmond in einem Längen- 
nnterscbied von etwa 103000 Heilen statt 
findet und wodurch die elliptische Mond- 
bahn bald verkürzt, bald verlängert wird. 
Endlich kommen die Anziehungen Hazu, 
welche die übrigen Planeten auf ihn aus- 
üben und die um so verschiedener an 
Oröfse ansfallen, je nachdem die Plane- 
ten, besonders die grülsesten Jupiter, Sa- 
turn, Uranus in der Erdferne oder in der 
Erdnähe, und ob sie alle mehr oder we- 
niger auf einer oder auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Sonne sich befinden. 

Der Mond ist aus diesen Gründen der 
den astronomischen Berechnungen auf das 
'Widerspenstigste entgegentretende Welt- 
körper gewesen, und erst Laplace ist es 
durch unsägliche Arbeit gelungen nach- 
luweisen, dafs derselbe dem von New- 
ton entdeckten Attractionsgesetz eben so 
wie die übrigen Weltkörper streng unter- 
worfen ist. (Vergleiche den Art. »Cen- 
tralbewegung“, pag. 15 mit Fig. 280.) 

Dafs der Mond immer nur die eine 
Seite der Erde zuweiset, darüber sagt 
schon Galilei, dafs die diesseitige Mond- 
halbkngel eine natürliche Beziehung oder 
Neigung zu ihrem Hauptplaiieten, der 
Erde habe. Denn als Erde und Mond 
aus dem formlosen Chaos sieh zu bilden 
anfingen, fügten sich die einzelnen W'elt- 
atome nicht völlig concentrisch nm den 
Mittelpunkt, sondern nach der Seite der 
Erde bin in stärkerem Maafse. D. h. also : 
Bei der noch weichen zum Theil flüssi- 
gen Beschaffenheit des Mondes lagerten 
sich die schwereren Massen, von der Erde 
angezogen nach dieser hin, befestigten 
sich dort, und weil nun auf der entge- 
gengesetzten Halbkugel die leichteren 
Theile verblieben, wnrde eine Azenhil- 
dnng für eine Kotatinn unmöglirb. (Ver- 
gleiche den Art. »Attraction* mit Fig. 
104, pag. 167.) 

Die oben gedachten Ungleichheiten in 
der Bewegung des Mondes und in dessen 
Bahn selbst sind denn auch die Ursach, 
dafs die Knoten, die Punkte, in welchen 
der Mond hei seiner Umdrehung die Erd- 
ekliptik durchschneidet, eben so sehr ver- 
änderlich sind-, sie weichen bei jedem 
einzelnen Unilanf nm die Erde nahe I 
nach W'esten zunlck und beschreiben in- 
nerhalb 18 Jahren 228 Tagen (im Mittel) 
den ganzen Umkreis von 360 Grad. 

Die oben erwähnte geringe Neigung 
des Mondaequators gegen die Ekliptik 
von nur 1| Grad, so dafs beide fast mit 
einander parallel laufen, ist dann die un- 
mittelbare Ursach, dafs auf dem Mond 


die Wendekreise nur 3° aus einander lie- 
gen nnd dafs die Polarzonen ebenfalls 
nur lj° im Bogen sind. Von klimati- 
schen Unterschieden kann also dort nicht 
die Rede sein und es mufs auf dem Monde 
ein ewiger Frühling und Tag- und Nacht- 
gleiche bestehen. 

Wenn wir Neumond haben, hat die uns 
abgekehrte Mondhälfte Tag und zwar auf 
die ganze Zeitdauer des halben synodi- 
schen Monats von j mal 29^ Tagen = 354 
Stunden ; in den darauf folgenden 354 
Stunden bat diese Mondfiäche Nacht und 
zur Erleuchtung nur das schwache Licht 
des gestirnten Himmels. Die uns zuge- 
kehrte Mondhälfte bat die Abwechselung 
von Tag und Nacht in denselben Zeit- 
längen: bei. Nacht, wenn der Mond uns 
Neumond ist, ist dort Nacht und unsere 
Erde leuchtet ihm als von der Sonne er- 
leuchteter Mond mit einer Scheibe, die 
den Mondbewohnern 14 mal gröfser er- 
scheint als uns die Mondscheibe, wäh- 
rend ihnen die Sonnenscheibe wie uns 
gleich grob ist. 

Ist die durch den Mondmittelpunkt C 
gezogene Linie l'P die nach der Erde ge- 
richtete Axe, die darauf normale qq der 
Aeqiiator, >»m die Diirrhschnittsiinie der 


Fig 825. 



Kreisebene, in welcher der Mond um die 
Erde sich dreht, ee die Ekliptik, in wel- 
cher Erde und Mond um die Sonne läuft, 
so ist ^mCe = 6° 8J’, ^tCq = 1° 30' folg- 
lich der Winkel niC;, der zwischen der 
Bahn und dem Aequator des Mondes 
= 6'’38|'. 

Der Mond ist eine Kugel ohne irgend 
eine Abplattung; um seinen Durchmesser 

[Anmerk. Ist Bd. 111, pag. 252, Fig. 
709, H' der Mittelpunkt des Mondes, C 
der Mittelpunkt der Erde, 0 der im Ho- 
rizont mit //’ liegende Ort der Erdober- 
fläche, so ist ^OH'C die Horizontalpa- 
rallaxe des Mondes, also zi^leich der 
Winkel, unter welchem der Halbmesser 
CO der Erdkugel von dem Monde aus 
gesehen wird.] 


Digitized by Goo^h' 



Mond. 


177 


Mondfinsternifs. 


zu Baden hat man seinen scheinbaren 
Darchmesser in seiner Erdnähe 1978 Se- 
cnnden, seine Horizontalparallaxe zu^eich 
3629 Sec. , mithin der scheinbare Durch- 
messer der Erdkugel Ton dem Munde 
aus gesehen = 2 x 3629 Sec. = 7258 Sec. 

Demnach -hat man 

7258": 1978"= 1719 Meilen : m Meilen 
woraus r der Durchmesser des Mondes 
468,4 Meilen. 

Der Umfang des Mondes 1470,5 Meilen. 

Die Obeifiäche des Mondes 68924 DMei- 
len. 

Der körperliche Inhalt 53 800 000 Ku- 
bikmeilen. 

Die Gröfsen zwischen Erde und Mond 
sind im Verhältnifs 

Darchmesser = 3) : 1 

Oberfläche = 14 : 1 

Volumen =50:1 

Die Oberfläche des Mondes hat etwa 
die Gröfse Ton Amerika. 

Die Masse des Mondes als aliquoter 
Theil Ton der unserer Erde wird Terschie- 
den angegeben: Laplace bestimmt die- 
selbe aus der beobachteten Ebbe und 
Flut auf T*!. Dagegen wird in Betrach- 
tung des Schwankens der Erdaxe die jetzt 
allgemein gültige Zahl iV angenommen. 

Aus Masse und Volumen erhält man 
die Dichtigkeit des Mondes = ^ : ,', = 

= 0,58 der Erddichtigkeit. 

Hieraus erhält man die Schwerkraft des 
Mondes in dem Fallranm für die erste 
Secunde, der Beschleunigung g: 

Die Beschleunignng der Erde ist 15 
par. Fufs, mithin bei ^ Masse die Be- 
schleunigung des Mondes bei einerlei 
Darchmesser mit der Erde = H par. Fufs. 
Beim Monde aber beträgt der Halbmesser 

nur — des der Erde, der Sitz dessen 
3 | 

Schwerkraft Ton der Mondoberfläche ist 
also um so Tiel geringer und die Mond- 
beschlennigung beträgt (3))’ • = 2,32 

pariser Fufs. 

Die nölste Entfernung des Mondes Ton 
der Erde ist 55000 Heilen , die kleinste 
ist 48000 Meilen , wonach die Excentrici- 
tät = 3500 Meilen. Diese Längen sind, 
wie oben nachgewiesen, und besonders 
die Excentricität grofsen periodischen 
Veränderungen unterworfen; die Ezcen- 
tricität wird nach einem Mittelwerth 0,055 
der halben grofsen Axe angenommen und 
. 55000-1-48000 

beträgt also ^ >0,055=2832,5 

Meilen, noch nicht ganz 3000 Meilen. 

rv. 


Aus demselben Grunde setzt man die 
mittlere Entfernung des Mondes Ton der 
Erde 52000 Meilen = 60 Erdhalbmessem 
= zis der Entfernung der Erde Ton der 
Sonne. 

Monde, die der Planeten, des Jupiter, 
des Saturn und des Uranus s. n. »Ne- 
benplaneten“. 

Hondcjclos, s. n. »Cyclns*. 

Hondeiijahr, ein Jahr des Alterthnms. 
1 bei Solon und 2 bei den Juden, s. n. 
Kalender pag. 1. 

Hondflnsternift entsteht, wenn der 
Mond in den Schatten geräth, den die 
Ton der Sonne beleuchtete Erde hinter 
sich wirft; der Mond hat dabei Sonnen- 
finsternifs. 

I. Um zuerst diesen Erdschatten ken- 
nen zn lernen, seien nebenstehend die 
Sonne und die Erde mit ihren Mittel- 
punkten S und E, CDF der Schattenke- 
gel. Deesen Höhe CE sei =A, der Ab- 
stand ES zwischen Erde und Sonne H, 
so hat man deren Halbmesser = A und r 
gesetzt: 


Fig. 826. 



R-.r=ll + h-.h 
, r. H 


woraus » = •= 

R— r 

Es sei r = l, so ist A = 112, ff=24400 
also * = —^^^ = 220 Erdhalbmesser, bei 
cc. 860 Meilen = 189,200 geogr. Meilen. 

13 
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Der Mond in der Linie GH hat 
von der Erde eine Entrernnn(r rmi 
50000 Meilen oder cc. 60 Erdhalb- 
messer mithin ist der in der Mond- 
bahn liegende Durchmesser GH des 
Schattenkegels ans der Proportion : 
DF -. GH = CE : Cm 


GH^DF 


Cm 

CF.' 


Erdhalbmesser 


, = 2 

£ 

11 


220- 60 _ 16 
220 ~ 11 
Krddnrchmes- 


Fig. 827. 


ser. Da nun der Mond einen Durch- 
I 3 

messer — = tt des Erddnrcliines- 

3J 1 1 

sers hat, so haben beinahe drei Monde 
neben einander in dem Erdschatten Platz. 



Der /_DEF ist 


als Anrsenninkel 
ZPAH + zF.DA, 


Läge die Mondbahn in der Ebene der 
Ekliptik, so müfste alle 14 Tage eine to- 
tale Finsternifs statt finden, einmal eine 
Mond- und die nächsten 14 Tage eine 
Sonnenfinsternifs, bei welcher der Mond 
Ton £ unterhalb um die Länge Em sich 
befindet. So aber kann eine Finsternirs 
nnr in den Knoten geschehen, in den 
Punkten nämlich, in welchen der Mond 
die Ekliptik bei seinem jedesmaligen l!m- 
lanf zweimal durchschneidet, und dann 
müssen Sonne, Erde und Knoten in einerlei 
geraden Linie liegen. 

Die Knoten sind aber in der Ekliptik 
nicht constant, im Gegentbeil sie rücken 
jährlich 19° zurück und der Sonne ent- 
gegen. Wenn also in einem Jahre bei 
einem Knoten eine Finsternifs entsteht, 
und sie entstände in dem folgenden Jahre 
wieder in demselben Knoten, so geschähe 
dies in einer diesem Rückgänge entspre- 
chenden Zeit Ton 10 bis 11 Tagen frü-- 
her. Es gibt Jahre, in welchen gar keine 
Finsternisse Vorkommen, weil die eben 
gedachten Oradlinigkeiten des Knotens 
mit Sonne und Mond nicht statt finden. 

Bei den Mondfinsternissen wird zuerst 
der östliche Rand des Mondes beschattet 
nnd die Verdunkelung .schreitet fort bis 
zum westlichen Rande; den Mondbewoh- 
nern ist sie eine Sonnenfinsternifs. 

2. Von Wichtigkeit ist die Bestimmung 
des Durchmessers eines jedesmaligen 
Schattenkegels innerhalb der Mondbahn, 
da diese in ihrem Abstande von <ler Erde 
zwischen 48 und 55 tausend Meilen va- 
riirt und folglich Irenen Durchmesser mit 
variabel macht. Es sei .S' der Mittelpunkt 
der Sonne, AS ihr Halbmesser; E der 
Mittelpunkt der Erde, EB ihr Halbmes- 
ser, ÜF die Linie der Mondbahn und es 
soll die Breite D.V des von dem Monde 
zu passirenden Schattenkegels gefunden 
vratduo. 


ZFEil in der Verlängerung von 
AC ist = z AES 

mithin ist 

Z DEM = zHAD + z RDA - Z ACS. 
üb nun A und D die Ränder oder die 
Mittelpunkte von der Sonne und dem in 
V.M eintretenden Moiid sind, jedenfalls 
ist ZI^AB die Horizontalparallaxe der 
Soune, Z EDA die des Mondes und ZAES 
ist der Winkel für den scheinbaren Halb- 
messer der Sonne. Die ersten beiden 
Winkel sind an jedem beiiebigen Auf- 
gang von Sonne und von Moud zu mes- 
sen, desgleichen zAES, der bekanntlich 
im Mittel 8 Minuten beträgt. 

Es ist mithin die verlangte halbe Scbat- 
tenbreite für die Passage des Mondes die 
Summe der beiden Horizontal-Parallaxeu 
der Sonne und des Mondes weniger dem 
halben scheinbaren Durchmesser der Son- 
ne. Je weiter die Sonne von der Erde 
und je näher der Mond der Erde, desto 
grüfser wird die Schattenbreite. 

3. Der Mond hat vermöge der Neigung 
seiner Bahn bald nördliche, bald südliche 
Breite, die wie schon bemerkt 5{° nie- 
mals übersteigt. Aus der Betrachtung 
des Schattenkegels geht hervor, dafs der 
Mond, auch wenn er unter oder über der 
Ekliptik steht, noch verfinstert werden 
kann; die Grenze, bei welcher eine par- 
tiale Verfinsterung noch eintreten kann 
ist eine Breite von 1° 4'. 

Anfser der ad 2 gedachten nothweiidi- 
gen Kenntnifs der llnrizontalparallaxen 
nnd der scheinbaren Gröfsen ist für die 
specielle Berechnung einer Mondfinster- 
nifs noch erforderlich, die wahre Zeit der 
wahren Opposition des Mondes, desseu 
Breite für fliesen Augenblick, die stünd- 
liche Bewegung der Sonne in Länge so 
wie die des Mondes in Länge und Breite, 
wozu übrigens Hülfstafeln vorhanden sind. 
Mit diesen Berechnungen wird in jedem 
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Fill eine xa Termutbende Finsternirs er- 
mittelt, ob die oben gedachten Grenzen 
innegebalten oder überschritten «erden, 
ob also eine Finsternifs eintritt oder nicht. 

Um diese and die ferneren Rechnungen 
za erleichtern reducirt man die Bewe- 
gung zweier Gestirne auf die eines ein- 
zigen, indem man den einen Körper ste- 
hend annimmt und die Bewegung des 
zweiten gegen den ersten als eine rela- 
tive Bewegung ermittelt. Es geschieht 
dies folgender Art: 

Es seien P, P' zwei Gestirne, deren 
Bewegungen gegenseitigen Zu.sammen- 
hang haben, r hat die stündliche Be- 
wegung P'A’ in hänge, A'IV in Breite; 


Fig. 828. 



P die stündliche Bewegung PA in Länge, 
AH in Breite. Trägt man IsP'A'H' an 
PA in PA'H’, zieht die Parallele H'D mit 
PA, so ist A'A der Unterschied beider 
Bewegungen in Länge, DH der beider 
Bewegungen in Breite. Macht man nun 
Pa = A'A, ah = DH, so ist unter der Vor- 
Bussetiung, dafs das Gestirn P' stille steht 
und P allein sich bewegt, Pa die rela- 
tive Bewegung des Gestirns P in 
Länge und ah die relative Bewe- 
gung desselben in Breite. /"//’ ist 
die wirkliche Bewegung des Gestirns P, 
PH die des Gestirns P und Pk die re- 
lative wirkliche Bewegung des Ge- 
stirns P. 

Die relativen Seitenbewegungen Pa und 
ah sind mit den bekannten wahren Sei- 
tenbewegungen PA’, A'H' und PA, AH 
gegeben, dann ist es auch /^hPa = (f, 

denn es ist lati = — Nun ist Pk = 
aP 

aP tee <p. 

4. Das Nächste ist die Ermittelung des 
Zeitpunkts für die Mitte der Finsternifs. 

Es sei C der Mittelpunkt des Schatten- 


kegels in der Mondentfernung, CA der 
ad 1 mit Fig. 826 gefundenen Halbmes- 
ser desselben, DE die mit ihrer Neigung 
gegen die Ekliptik ermittelte Mondbahn, 
E der Ort des Mondes in der wahren 


Fig. 82!). 



Opposition, CP' die Breite des Mondes in 
demselben Augenblick, CG das auf die 
Bahnlinie DE gefällte Loth, H und J 
seien die Mittelpunkte des Mondes bei 
der ersten und der letzten Kandberüh- 
rung, so ist und G ist 

die gesuchte Mitte. In dem ACfC ist 
Z.PCG= dem Neigungswinkel der Bahn 
mit der Ekliptik, die Breite CP' ist aus 
den Tafeln bekannt, und es ist P'G = 
CP' rin ECG = Mondbreite x Sinus des Nei- 
gungswinkels. 

Dieser Bogen FG in Zeit verwandelt 
entsteht daraus, dafs die bekannte stünd- 
liche Zeit der Mondbewegung zu der Zeit 
für die Bewegung desselben durch P’G 
sich verhält, wie eine Stunde (= 3600 Bo- 
gensecunden) zu der verlangten Zeit, 
Aufserdem ist der kürzeste Abstand CG 
der relativen Bahn DE vom Mittelpunkt 
C des Scbattendurchschnitts =CFco$P'CG 
gefunden worden. 

Zur Anflindnng der Zeit für die Dauer 
der Finsternifs hat man den Halbmesser 
CK des Scbattendurchschnitts und den 
scheinbaren Halbmesser HK, also auch 
CK-\- HK=CII iiekannt, woraus HG = JG, 
und folglich HJ bekannt wird. Diese 
Länge verwandelt sich in Zeit durch die 
Proportion 1 Stunde zu der Dauer auf 
die Bewegung durch HG, d. h. zur Dauer 
der halben Finsternifs, wie die stündliche 
Bewegung auf der relativen Bahn zur 
Länge GH in Bogengraden. Diese Zeit 
von dem ermittelten Zeitpunkt för die 
in G stattfindende Mitte der Finsternifs 
abgezogen gibt den Zeitaugenblick, in 
welchem der Mond in H tritt und ^e 
Finsternifs beginnt, und zu demselben 
hinzuaddirt den Zeitaugenblick für den 
Stand des Mondes in J, wo die Finatar- 
nifs endet. 

19* 
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So wie mit dieser partialen so findet 
man auch bei jeder totalen Mondfinster- 
nifs anlser den Zeitpunkten für den Ein- 
tritt und den Austritt der Ränder die 
Zeitpunkte für den Anfang und das Ende 
der totalen Verfinsterung der Mondscheibe. 

Die längste Dauer einer Mondfinster- 
nifs Tom Eintritt des Yorderrandes bis 
lum Austritt des Iliuterrandes beträgt 4 
Stunden 38 Minuten und die längste 
Dauer der totalen Finsternifs vom Ein- 
tritt des Hinterrandes bis zum Austritt 
des Vorderrandes 3 Stunden 18 Minuten. 

Hoodphasen. Ist S die Sonne, E die 
Erde, ee die Ekliptik, Af der Mond, mm 
seine Bahn, die gegen ee etwa S° 8}' ge- 
neigt ist, so ist die erste Figur der Stand 
der Erde im Winter-, die zweite der im 
Sommersolstitium; die vordere Ansicht 
des Systems s. Fig. 796, pag. 136. Die 
Bewegungen der Erde und des Mondes 
geschehen wie die Pfeile anzeigen, also 
nach einerlei Richtung. Bierbei hat der 


Fig. 830. 



Mond keine Axendrehnng, er dreht sich 
vielmehr um die Erde wie an einer 
sich drehenden Radspeiche befestigt. 
Steht der Mond in Af, so ist er mit aer 
Sonne in Opposition, es ist Voll- 
mond, steht er in Af’, so ist er mit der 
Sonne in Conjunction, es ist Neu- 
mond. 

Kommt der Mond bei Conjunctionen 
in die Ebene der Ekliptik (man denke 
sich Af, S und £ in einer geraden Linie) 
so entsteht Sonnenfinster nifs, kommt 
dies bei Oppositionen vor so ist Mond- 
finsternils. 

Da die Erde, Fig. I, im Wintersolsti- 
tium steht, so ist auf der nördlichen Halb- 
kugel Sommer, Fig. II, Winter. Von 
dem Punkt a des Parallelkreises ab, Fig. II, 
ist der Bogen an bis zur Linie nach dem 
Vollmond viel kleiner als Fig. I, der 
gleichnamige Bogen 6n, der Mond, Fig. II, 


im Winter steht also uns Bewohnern der 
nördlichen Halbkugel viel höher als im 
Sommer. 

Der Mond hat für uns 4 Ilauptlicht- 
wechsel; den Neumond, das erste 
Viertel, den Vollmond und das letzte 
Viertel. Neumond und Vollmond füh- 
ren den gemeinschaftlichen Namen S y - 
zygien, das erste und letzte Viertel den 
Namen Quadraturen. 

Der Neumond zeigt uns seine unbe- 
leuchtete Seite; einige Tage später geht 
der Mond bald nach Sonnenuntergang 
am westlichen Himmel auf als schmale 
Sichel, die Hörner nach oben gerichtet 
und geht bald wieder unter. Mit jedem 
Ta^e geht er östlicher und früher auf, 
spater unter, die Sichel wird gröfser und 
7 Tage nach Neumond geht er als halbe 
Scheibe, die Krümmung (von der Abend- 
sonne) westlich Abends 6 L’hr in Süden 
auf, zu Mitternacht unter; dies ist das 
erste Viertel. Von hier ab wird die 
Scheibe immer voller und 7 Tage später 
geht er als volle Scheibe, als Vollmond, 
in Osten auf, wenn die Sonne untergeht. 
Von hier ab erfolgt der Aufgang alle Tage 
eine Stunde später; nach etwa 7 Tagen 
als halbe Scheibe, die Krümmung (von 
der Morgensonne) östlich nm Mitternacht, 
Untergang bei Tage (letztes Viertel). 

Um diese Lichterscheinungen und die 
damit zusammenhängenden Begebnisse zu 
verstehen, ist zunächst folgendes zu be 
achten. 

Wenn die Erde nach der Richtung des 
Pfeils nm ihre Axe sich dreht, so ist an 
jedem Ort A auf der Oberfläche in den 


Fig. 831. 



Tangenten als Horizontalen Westen und 
Osten so gerichtet, wie u und o bezeich- 
nen. Süd und Nord falten für A, win- 
ketrecht auf oto und auf der Papierebene 
in dem Punkt A zusammen. 

Wenn ES die Richtung nach der Sonne 
hin ist, so ist wegen der groben Entfer- 
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Dang derselben anf jedem Ort der Erde 
also anch in o und to die Richtung' oS' 
+ wS’’+ES. Den Bewohnern des Ortes 
0 erscheint die Sonne S im Horizont, es 
ist Sonnenanfganir; je näher o nach s 
kommt , desto gröfser wird die Sonnen- 
höhe, in s ist Mittag, von s nach ic hin 
gedreht senkt sich die Sonne, in u steht 


Fig. 832. 



sie im Horizont, es ist Abend and im 
nächsten Augenblick der Drehung von w 
weiter nach n geht S unter. In Folge 
dieser Erdbewegung scheint es uns, ala 
wenn die Erde still stände und die Sonne 
von 0 dem Aufgangspunkt über p und f 
bis nach tc dem Untergangspunit , also 
von Osten nach Westen si^ drehet. 

Der Mond ist zwar nicht so weit ent- 
fernt als die Sonne, allein die Entfer- 
nung ist doch so grofs, dafs man auch 
bei diesem dieselbe Parallelität der Rich- 
tungen seines Erscheinens anf allen Punk- 
ten der Erdoberfläche wie bei der Sonne 
annebmen kann ; desgleichen dafs bei je- 
dem Standpunkt des Mondes die Sonne 
auf denselben parallel der Linie ES ge- 
richtet ist. 

Die Sonne geht also in o anf, io u> 
unter, in den Nachl gleichen Morgens nnd 
Abends etwa um 6 Uhr. Genau um 6 
Uhr früh würde sie aufgehen, wenn die 
Nacht^leiche ebenfalls genau um 6 Uhr 
früh einträte, nnd pünktlich 6 Uhr Abends 
würde sie nntergenen, wenn die Nacht- 
gleiche ebenfalls pünktlich 6 Uhr Abends 
einträte. Geht im Frühlingspiinkt die 
Sonne genau 6 Uhr auf, so geht sie spä- 
ter als 6 Uhr Abends unter, weil die 
Sonne während des Tages bis Abend 
schon um eine kleine Länge in die nörd- 
liche Halbkngel fortgeschritten ist. Geht 
iin Herbstpunkt die Sonne früh 6 Uhr 
pünktlich auf, so geht sie Abends vor 6 
Uhr unter, weil sie während des Tages 


bis Abend schon um eine kleine Länge 
in die südliche Halbkngel getreten ist. 

ln der Sommerwende, wenn diese ge- 
rade zu Mittag eintritt, geht sie eben so 
viel vor 6 Uhr Morgens auf als nach 6 
Uhr Abends unter, in der Winterwende 
eben so viel nach 6 Uhr Morgens anf als 
vor 6 Uhr Abends unter. Ein ähnliches 
gilt von dem Mond, je nachdem er mit 
der Erde die Ekliptik schneidet oder nörd- 
lich oder südlich derselben näher oder 
ferner fortschreitet. Hiernach soll von 
der Zeit, ob um 6 Uhr oder um wie viel 
vor oder nach 6 Uhr Anf- nnd Untergang 
von Sonne nnd Mond geschieht, abgese- 
hen werden. 

In den beifolgenden Figuren ist der 
gröfsere Kreis die Erde mit dem Mittel- 
punkt E. In der Richtung senkrecht anf- 
wärts steht die Sonne 5; n, a, o, ic heifsen 
der Nord-, der Süd-, der Ost-, der West- 

S nnkt. Die kleinen Kreise bedeuten den 
lond, wie er in den Punkten der Erd- 
oberfläche o, M, w, a, i, f der Richtung 
nach gesehen wird. 

Der Neumond, Fig. 833, geht mit 
der Sonne in o anf, in te unter, er bleibt 


Fig. 833. 



wegen der Tageshelle nnd weil seine uns 
zugekehrte Hälfte von der Sonne unbe- 
leuchtet ist, uns unsichtbar. 

Ist der Mond in einigen Tagen in die 
Lage Fig. 834 gekommen, so geht er nicU 
mit der Sonne in o, sondern erst in a 
anf, wenn Z «EM = 90° ist, wo die Sonne 
schon den Tagesbogen oa beschrieben bat ; 
und wenn er bei der Tageshelle zu sehen 
wäre, so würde er als schmale Sichel mit 
der Rundung nach oben, oder wie man 
sagt, mit den Hörnern nach unten er- 
scheinen. Denn da aM' der Horizont von 
a bt, so liegen die durch de abgeschnit- 
tenen Hörnet unten, die Krümmung g 
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oben, indsm gk nach dem Zenith flöch- 
tet ist. 

Der Mond beschreibt nun weiter mit 
der Sonne den Tagebogen , und wenn die 


Fig. 834. 



Sonne in lo untergeht, so erscheint er 
bei dem schwächer gewordenen Tages- 
licht und zwar auch schon nahe dem 
westlichen Horizont und geht in 6, der 
geraden Verlängerung Ton aE bald dar- 
auf unter, nachdem nämlich die Sonne 
den kleinen Nachtbo^en ic6 beschrieben 
hat, und zwar als dieselbe Sichel, aber 
mit oberwärts gerichteten Hörnern, die 
io dem Horizont bM" oder de von b lie- 
en, während die Krümmung g unter- 
alb befindlich ist , weil hier gh die Rich- 
tung nach unterwärts bat. 

Die Stellung Fig. 835 des Mondes zeigt 
ein noch weiteres Fort.schreiten desselben. 


Fig. 835. 



Der Ort o, wo der Mond am Horizont 
aufgeht, liegt schon nahe dem Mittag j ; 
wegen der Tageshelle ist der Aufgang 
nicht sichtbar und erst gegen ÄMnd, 
wenn der Ort o über a in den Punkt f 
getreten ist, und das Tageslicht nun 
schwächer geworden , kommt er mit blas- 
sem Schein in die Gegend des südlichen 
Himmels und in der Nähe seines gröfs- 
ten llöhenpunkts zum Anblick, mn ist 
die Richtung des Horizonts von f, EM 
die Richtung nach dem Zenith, mithin 
stehen die Hörner in cd ziemlich lotb- 
recht und nach Osten, während die Run- 
dung der nun schon viel breiteren Sichel 
nach Westen gerichtet ist. 

In b, der geraden Verlängerung von 
iiE gegen Mitternacht, wenn die Sonne 
bis dahiu noch den kleinen Nachtbogen 
lin zu beschreiben bat, geht der Mond 
unter, und zwar wieder wie Fig. 834, die 
Sichelhörner nach oben und die Rundung 
nach unten gerichtet. 

In der Stellung des Mondes Fig. 836, 
gebt der Mond zu Mittage in < unsicht- 
bar auf, Abend 6 L'hr bei schon dunklem 
Dichte, indem die Sonne eben untergeht, 
hat er in ic seinen CulminaUonspunkt 


Fig. 836. 



und wird als Halbkreis sichtbar; die Krüm- 
mung der Scheibe ist westlich. In n zu 
Mitternacht gebt er unter mit der Krüm- 
mung der Scheibe nach unten Diese 
Lichtersebeinung ist das erste Viertel. 

In der Stellung Fig. 837, geh’t der 
Mond in a, also Nachmittag auf, wird 
egen Abend am östlichen Himmel siebt- 
er. Zur vollen sichtbaren Scheibe fehlt 
nur noch das von der Linie ed unter- 
halb des Horizonts ab^eschnittene dnnkle 
Stück; in f gegen Mitternacht culminirt 
er und in b, eben so weit vom Sonnen- 
aufgang o wie a vom Sonnennnteigang 
IO, gebt er, das fehlende Stück der Scheibe 
nach oben gerichtet unter. 
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ln der 8tcllun|j; Fig. 838 ist der zu- 
nehmemle Mond zum Vollmond gewor- 
den Kr gebt in v bei Sonnenuntergang 
auf, in n zn Mitternacht culminirt er und 
in o bei Sonnenaufgang geht er unter. 
Von hier an wird der Mond abnehmen- 
der Mond. 

Fig. 838. 


ln der Stellung Fig. 840 des Mondes 
ist das letzte Viertel; der Mond geht 
Mitternacht in n auf als ein Halbkreis, 
dessen Krümmung unterhalb liegt, in o 
bei Sonnenaufgang steht der Halnmesser 
lothrecht, die Krümmung liegt nach Osten. 
Der Mond cnlminirt hier, verschwindet 
bei zunehmender Tageshelligkeit immer 
mehr und geht Mittag in s unter. 


Fig 840. 


In der Stellung Fig. 839, geht der Mond 
in a zwischen Sonnenuntergang und Mit- 
ternacht auf; zur vollen erlenchteten 
Scheibe fehlt nur das oberhalb von der 
Linie cd abgeschnittene dunkle Stück, 
ln ( zwischen Mitternacht und Morgen 
cnlminirt er, in b Vormittags geht er 
wegen der Helligkeit des Tages unsicht- 
bar nnter. 


In der Stellung Fig. 841 endlich geht 
der Mond zwischen Mitternacht und Mor- 
gen in a auf als eine Sichel, deren Krüm- 
mung durch die Linie cd in den Hörnern 
abgeschnitton , unterhalb liegt. Gleich 
nach Sonnenaufgang in o wird er un- 
sichtbar, er cnlminirt Vormittags und 
gebt Nachmittags unsichtbar unter. 
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Fig. 841. 



Mondzirkel, s. r. w. .Mondcyclns“ 
s. n. Cyclns. 

■onodlmetriscbes KrystaUisationssj- 
atem ist das zweite, das zwei und ein- 
axige System, bei welchem drei Axen, 
Ton denen zwei gleichartig sind, die dritte 
mit den ersten neiden ungleichartig ist, 
nnter rechten Winkeln sich schneiden. 

■onoklinoedriachea, auch Honoklino- 
metrischea Kryatalliaationaayatem ist 

das fünfte System, das zwei nnd ein- 
gliedrige System, bei welchem eine 
Äxe die beiden anderen ihr ungleichar- 
tigen Axen unter rechten Winkeln, diese 
beiden ebenfalls unter sich ungleicharti- 
gen Axen nnter schiefen Winkeln sich 
schneiden. 

Monom ist eine einfache, eingliedrige 
Oröfse im Gegensatz zu zwei- und mehr- 
gliedrigen Grofsen. a ist ein Monom, 
a ± i ein Binom, c ein Trinom. 

Monotrimetrlachea Kryatalllxationaay- 

■tarn, das dritte System, das drei und 
einaxige System, bei welchem drei 
unter einander gleichartige Axen von 
einer vierten ihnen ungleichartigen Axe 
rechtwinklig geschnitten werden. 

Morgen, Morgenpnnkt, s. u. .Abend*. 

Morgendimmemng, s. u. .astrono- 
mische Dämmerung*. 

Morgonaolto die durch die Meridian- 
ebene eines Orts der Erde abgetheilte 
Hälfte der Himmelskugel, in welcher der 
Morgenpnnkt liegt, ln deren Horizont 

S ehen alle Gestirne auf, während sie in 
em Horizont der Abendseite untergeben. 

Morgonwelte eines Gestirns ist der Bö- 


en im Horizont als Abstand zwischen 
em Aufgangspunkt des Gestirns und 
dem Morgenpunkt. Das Nähere s. in dem 
Art. .Abendweite* mit Fig. 2, ferner 
.Aufgang und Untergang der Ge- 
stirne* mit Fig. 109 und 110, pag. 176. 

Mnltlnom oder Polinooi ist eine aus 
unbestimmt vielen Gliedern bestehende 
Grölse. 

Maltiplicandai ist eine Grölse, die ver- 
vielfacht, die mit einer Zahl raultiplicirt 
werden soll. 

Mnltiplicator ist eine abstracte Zahl, 
welche augibt wie oft eine Gröfae ge- 
nommen, oder mit welcher eine GröTse 
multiplicirt werden soll. 

Moltiplication ist die Rechnungsart 
oder das Verfahren beim Mnltipliciren. 
Multipliciren heifst: eine gegebene Grölse 
eine Anzahl Male nehmen oder eine Gröfse 
linden, in welcher eine gegebene Grölse 
eine gegebene Anzahl Male enthalten ist. 
Die Grölse, welche mehrere Male genom- 
men, welche vervielfältigt werden soll, 
heifst der Multiplicandus; die Zahl, 
welche angibt, wie oft die erstere genom- 
men werden soll, der Mnltiplicator, 
beide heifsen Factoren, das Resultat 
der Rechnung Product. 

Hat man nur mit unbenannten Zahlen 
zu thun, so ist die Mnltiplication die 
dritte einfache Rechnungsart, die dritte 
der vier Species. Die Grundlage dersel- 
ben ist das Einmaleins, welches aus- 
wendig zu lernen ist. 

Die Multiplication kann betrachtet wer- 
den als eine Addition mit lauter 
leichen Summanden. Denn zu dem 
roduct 4 mal 6 gelangt man auch, wenn 
man vier Zahlen, jede = 6 zusammen- 
addirt. 

Man zählt also 4 hori- 

zontale Reiben, jede von 

6 Punkten zusammen und 

erhält 4 mal 6 Punkte, 

sind zusammen 24 Punkte. Wenn man 
die 6 vertikalen Reihen jede von 4 Punk- 
ten zusammenzählt, also 6 mal 4 Punkte 
nimmt, erhält man nicht mehr und nicht 
weniger Punkte als vorhanden sind, näm- 
lich 24 Punkte; mau kann also mnltipli- 
cand und Mnltiplicator mit einander ver- 
tauschen. 

Diese Uebereinstimmung der Multipli- 
cation mit der Addition ist kein Grund, 
die Multiplication von den Species aus- 
auschliefsen. Denn offenbar ist das Mnl- 
tipliciren eine von dem Addiren durch- 
aus verschiedene Rechnungsweise. Die 
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Tiennaag der MaldpUcatiaa von den 
Species gesehieht Ton einigen Rechnen- 
meUtern deshalb, weil man zur Darstel- 
lung des Products bei mehrzifTrigem Mul- 
tiplicator die einzelnen Productcnreihen 
aadiren mufs, dajs also die Uiiltiplication 
eine Species zu Hülfe nimmt, also nicht 
selbstständig, nicht einfach bleibt. 

Die theilweise Multiplicatiou aber ist 
in dem (dekadischen) Zablensjstem be- 
endet. Z. B. 103 mal 7 b Wfst; die 
Zahl soll Terfünfundsiebzigfacbt werden. 
Da non das Einmaleins als Hülfsmittel 
dem dekadischen System entsprechend 
für Einer genügt, eine weitere Ausdeb- 
nnng desselben vielmehr die Vortheile 
des Systems nur abweist, so geschieht 
zuerst eine Verfüuffachung, hierauf eine 
Versiebenfachung der Zahl 103 und letz- 
tere verzehnfacht, wird nun mit dem er- 
sten Product addirt. Und auf diese Weise 
müssen alle Recbenexempel ausgefübrt 
«erden, wenn man der Vortheile des 
Einmaleins und des dekadischen Systems 
tkeilhaftig werden will. Die Rcchennrt 
ist folgende. Uan schreibt: 


103 

76 


Es ist 6 mal 103= 616 

70 mal 103= 721 


Addirt gibt 7.b mal 103 = ... . 7725 
Die einzelnen Producte 61b und 7210, 
von der man der Bequemlichkeit wegen 
die Null fortläfst, heilsen Partial- Pro- 
ducte. Das Zeichen für die Multiplica- 
tion ist ein Punkt oder ein liegendes 
Kreuz: die Forderung 75 mal 103 wird 
ge.schrieben 75- 103 oder 75x103. 

Die Multipiieation der gemeinen Brüche 
mit ganzen Zahlen und mit gemeinen 
Brüchen s. u. „Bruch“, Bd. 1., pag. 436, 
mit Decimaihrücben s. u. „Decimal- 
bruch“. Die abgekürzte M. ist in einem 
kurzen Art Bd. 1, pag. 5 gezeigt. 

Ist ein periodischer Decimalbruch mit 
einer ganzen oder mit einer geschlosse- 
nen Zahl zu multipliciren, so ist nur zu 
beobachten, dafs die Perioden jedes Par- 
tialproducts für die Ermittelung der rich- 
tigen Periode des verlangten Products in 
hinreichender Anzahl neben und unter 
einander geschrieben werden. 


Beispiel 1. 7,9 x 0,578 578 . . . 

5 207 207 207 
40 500 500 60 
4,5 707 707 .. . 

2 2,574 X 243,43257 43257 

'973 73029 73029 73029 
17040 28020 28020 2802 
121716 2871G 28716 287 

486865 14865 14865 14 

626,595 44631 4463l '. . 


Die Multipiieation eines periodischen 
Decimalbrucns mit einem periodischen 
Decimalbruch führt zu keinem erwünsch- 
ten Resultat, denn gesetzt man habe die 
Zahl 0,4646.... = }.; mit 0,111 ... = } zu 
multipliciren, so hat man zu berech- 
nen und es können 890 verschiedene 
Beste entstehen, die Periode kann also 
890 Ziffern begreifen. Oder man rechnet 
} X 0,46 46 ... , so hat man gleichfalls 
keine Aussicht auf eine kurze, oder viel- 
mehr man hat die Aussicht auf dieselbe 
lange Periode. 

Die Multipiieation der Bnehstabengrü- 
fsen, s. „Buchstabenrechnung “, pag. 
438. Die Multipiieation mit imaginären 
Oröfsen s. d. Art. pag. 283. 

Eine eigenthümliche Art von Multi- 
plication , bei welcher beide Factoren 
benannte, gleichartige und ungleichartige 
Grölsen sind und ein Product liefern. 


welches mit keinem der beiden Factoren 
gleichartig ist, ist die Multipiieation 
eometrischer Qröfsen mit cinan- 
er. Den Zusammenhang, dafs Linien 
mal Linien = Flächen, und dafs Linien 
mal Linien mal Linien oder Linien mal 
Flächen = Körper sind, siehe die Art. 
„Flächenmaafs ‘ und „cubisches 
Maafs*. Wie Linien mit Linien zu 
Flächen mnitiplicirt werden, s. den Art. 
„Algebraische Geometrie“ Bd. I, 
pag. 45 mit Fig. 41, 42 nnd 43. Eben 
so geschieht die Multipiieation zu Kör- 
pern, z. B.: 

3' 5" X T 4" X 6' 5" ist ein rechtwink- 
liges Parallelepiped , dessen drei Kanten 
die Factoren zu Längen haben. 

3’ 5" X 7' 4" sind = dem zu beiden Fac- 
toren als Seiten gehörenden Rechteck 
= 25Psa' = 25D’8D". 

Diese Seitenfläche mit dem dritten Fac- 
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tor 6' 5" als Höhe mnitinlicirt eibt das |;eschehen sollen , wovon das Wörteibnch 
Parallelepiped = 25 □' 8 Q'x 6' 5” = 6xü5 sehr viele Beispiele liefert. 


8 X X 25 5 x8 

144 1 728 


151 Knhikfnfa Mnltiplication mit trigo- 

nometrischen Functionen, wenn diese in 


388 KnbikzoU. Putern oder in Wurzel gegeben sind, zu 

Dasselbe Verfahren wird angewendet, geilenken: 
wenn geometrische oder stercoiuetrische Ks sei an.«zurechnen; l » x «in»(13'’ IT") 
numerische Ansrechiuiiigen nach Formeln 


Man hat foj »in (13° 17’) - 9,3« 1 2870 - 10 
also (ojiin»(l3° 17’)= 18,722 5740- 20 

wofür man natürlich 8,722 5740— 10 nimmt. 

Ist I Vo» ( 1 2° 50’) ein Factor, so hat man 
log CO» (12° 50’) = 9,9890137 - 10 

also foj J co»(12° 50’= 1(9,9890137 - 10) = J x (29,9890137 - 30) = 9,9903379- 10 


Digilized by Google 



N. 


lacht i»t im gewöhnlichen Sprachee- 
hrauch, wenn Hie Sonne unter dem Ho- 
riiunt sich befindet, und in der Regel 
Khliefst man noch die Dämmerung von 
derselben aus. Wissenschaftlich heifst 
Nacht der Zeitraum, welcher begriffen 
ist iwiscbea den beiden Augenblicken, 
io welchen «1er Mittelpunkt der Sonne 
zwischen Uoteigang und Aufgang der- 
selben den Horizont berührt. Es wird 
also nicht nur die Dämmerung ausge- 
schlossen sondern auch noch die wirk- 
liche Tageszeit, in welcher die Sonne Ton 
ihrem Mittelpunkt bis zum Rande und 
rermöge der Ablenkung ihrer Strahlen 
durch die Luftschichten noch länger die 
Erde bescheint 

Bezeichnet man mit D die Ascensio- 
aal-Differenz (s. „Ascension* mit Kig. 
82) der Sonne für einen Ort der Erd- 
oberfläche, mit A die nördliche oder süd- 
liche Abweichung der Sonne (Höhe der- 
selben über dem Aequator) und mit H 
die Aeqnatorhühe des Orts, so hat man 

«IIS ö = •' „ 

lg H 

Oder wenn man D durch die Polhöhe 
P des Orts ansdrücken will, weil diese 


mit seiner geographischen Breite über 
ein.stimmt , 

«in P = lg A • lg P 

Nun ist der halbe Tag des Orts in Bo- 
genmaafs, d. h. die Bogenlänge ron dem 
Aufgange des Sonnenmittels bis zu seiner 
Culmination zu Mittage 

= 90’ ± D Bogenmaafs, 
90 ’ ± D 

also in Zeitmaafs = x 24 Stunden, 

wo -p fl für gleichnamige , — fl für un- 
gleichnamige A mit dem Ort genommen 
wird; also für uns Bewohner der nördli- 
chen Halbkugel -f fl, wenn die Sonne 
nördliche, — O wenn sie südliche Abwei- 
chung hat 

Der ganze Tag hat also 
in Bogonmaars 2 (90° ± fl) 

30 ^ ± f) 

und in Zeitmaafs — ^24 Stunden. 

Da für jeden Ort der Erde Tag und 
Nacht zu 24 Stunden und 360° sich er- 
gänzen, so hat man die Nachtdauer 
in Bogenmaafs = 2 (90° i- fl) 

90® T 

in Zeitmaafs = - , ■ _ x 24 Stunden. 
180° 

Oder hei Einführung der Werthe A, H, P 


die Nachtdauer in Bogenmaafs = 2 j^90°:FArc-»iii||^^^j = 2[90°TArciiii(tjj4.|y P)] 
90°,= Arc.i«(^) 


in Zeitmaals = 


180° 

_ 90° T Are • «iii (,1g A- lg F) 
~ 180° 


X 24 Stunden. 

X 24 Stunden. 


Aus diesen Formeln geht nun folgen- A. Die Bewohner des Aerators haben 
des hervor: das ganze Jahr hindurch 12 Stunden (Tag 
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und) Nacht, weil H = 90° oder P=0, folg- 
lich tg II = an oder lgP=:0, folglich der 
Sinus 0 = 0 ist. 

15 Dasselbe findet für sämmilicho Erd- 
bewohner an den Nachtgleichentagen statt, 
wo die Sonne in dem Aequator steht. 

Anmerk. Für die Pole erhält man 
»in (0 X 00 ) = »in den Sinu.s also unbe- 
stimmt ; allein Tag ■) Nacht .sind = 24Stun- 

. ,1 J 1 -. u 180°q=.i«(?) 

den, beide addirt geben - - x24 


180° 


180° 


Stunden = -- - 24Stunden = 24 Stunden, 
180° 

folglich Tag = Nacht = 12 Stunden. 

C. Die kürzesten Nächte haben die Erd- 
bewohner für den Stand der Sonne in 
den gleichnamigen, die längsten für die 
Sonne in den ungleichnamigen Wende- 
punkten, weil dort A sein Maximum 
23^° erreicht 

Für die Polarkreise ist ebenfalls //=23|°, 
also arc • »in 1 = 90°. Mithin die kürzeste 
90° — 90° 

Nacht = — To-io -■ 24 = 0, die längste Nacht 
loO 


2 ■ W 
'^ 180 ' 


,- X 24 = 24 Stunden. Im ersten 

Falle streift die Sonne zu Mitternacht 
den Horizont ohne unterzngehen, im zwei- 
ten Fall streift sie ihn ohne aufzugehen. 

Für die Pole wird der Sinns « , also 
arc »inus nnmüglich. 

In dem Art. , Ascensionaldiffe- 
renz“ ist berechnet worden für Berlin 
der längste Tag = der längsten Nacht 

= 16 Stund. 36 Min. 22,4 Sec. 
der kürzeste Tag = der kürzesten Nacht 

= 7 Stund. 23 Min. 37,6 Sec. 


Hachtbogen eines Gestirns ist der Bo- 
gen, den das Gestirn vom Untergang bis 
zum Aufgange am Himmel beschreibt. 
Dessen geometrische Construction für die 
Bewohner des Aequators, s. Bd. I, nag. 
175, mit F'ig. 108, für die übrigen Erd- 
bewohner mit Fig. 109. 

Rachtdimmernng ist die Dämmerung, 
die sich bis Mitternacht erstreckt, so dafs 
der Ort keine eigentliche Nacht hat. Ein 
Stand der Sonne 18° unter dem Horizont 
eines Orts ist die Dämmerungsgrenze; 
mit diesem Stande beginnt die Morgen- 
dämmerung und endet die Abenddämme- 
rung. Die Orte der Erde in demjenigen 
Parallelkreise, für welchen während der 
kürzesten Nacht die Sonuentiefe 18° be- 
trägt, bilden die Orenzorte für perma- 
nente Nachtdämmerung. Von diesem 
Parallelkreise nach dem Pole zu werden 


die Sonnentiefen immer geringer und mit 
ihnen die Zahl der um die kürzesten 
Nächte liegenden permanenten Nachtdäm- 
meruugen immer .gröfser. 

In dem Art. „ .\st ronomische Däm- 
merung pag. 139, ist naebgewiesen, 
dafs die Mittagshöhe (SA) der Sonne gleich 
ist der Aequatorhöhe {Qh) des Orts ± der 
Abweichung (A) der Sonne oder gleich 
dem Complement der geographischen 
Breite (gH) des Orts ± A : 

Dafs die Mitternachtstiefe (Sf) + der 
Mittagshöhe (SA) der Sonne gleich ist 
der doppelten Aequatorhöhe (0*) = dem 
doppelten Complement der gU des Orts. 

Dafs folglich die Mitternachtstiefe {Sf) 
der Sonne gleich ist der doppelten Qk 
weniger der Sh, folglich gleich der Qk 
Tder Abweichung der Sonue. 

Also 

SA = pA± A=90°-jß±A (1) 

Sf+Sh = 2Qh = lS0°-2gB (2) 

«/■= 2(?A - SA = (»A r A = 90° - (jß =t A) (3) 
und gB = 90°-{Sf^A) _ (4) 

In dem vorliegenden Fall, wo die Sonne 
in dem nördlichen Wendekreise steht und 
wo Sf für die Nachtdämmerungsgrenxe 
18° beträgt hat man nach Formel 4 
gB = 90° - (18° -t- 23 J°) = 48*° 

Es bat also kein Ort der nördlichen 
Halbkugel vom Aei^uator bis zu 48*° 
geogr. Breite Nacbtdammernng. 

Steht die Sonne in dem südlichen Wen- 
dekreise, so ist die geringste Mitternaebts- 
tiefe der Sonne die negative Sonnenhöhe 
= —18° für die Dämmerungsgrenze und 
man hat nach Formel 1 

- 18° = 90°-jß-23*° 

woraus jß = 84*°, also 5*° vom Nordpol 
entfernt, von wo ans nach dem Pol bin 
während des Winters kein Ort eine Nacht- 
dämmerung erhält. Um zu erfahren, 
unter welcher südlichen Abweichung die 
erste Dämmerung am Pol eintritt, hat 
man die geringste Mitternachtstiefe = 18°, 
wenn die Mittagshöhe der Sonne — 18° 
beträgt, also bei A = — 18°, d. h. wenn 
die Sonne eine südliche Breite von 18° 
besitzt, wie auch Formel 1: 

- 1 8° = 90° - 90° - A ergibt. 
Während des Steigens der Sonne von 

diesem Stande aus verbreitet sich die 
Nachtdämmerungsgrenze nur langsam vom 
Pole ab nach den Polarkreisen hin, denn 
erst beim Stande von 12*° südlicher Breite 
trifft die Grenze auf Jenen Punkt von 5*° 
vom Pol ab gerechnet; die Mitternachts- 
tiefe am Pol beträgt nur — 6*°. 
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Steht die Sonne im Aequator, so ist 
die Grenze der Nachtdämmernne unter 
72“ Breite, also 18° unter den Polen, die 
Pole haben die Sonnentiefe =:0, die Po- 
larkreise dieselbe = 23J° und erst bei 51° 
nördlicher Breite der Sonne bilden die 
Polarkreise die Grenze der Nachtdämme- 
mng. 

lachtferarobr ist ein Fernrohr, nm bei 
Xacht dunkle Gegenstände zu beobachten 
oder aufzosuchcn. Ersteres geschieht be- 
sonders von dem Schiffer, letzteres von 
dem Astronom, der es deshalb auch Ko- 
metensucher nennt. Es liegt bei die- 
sem Instrument mehr an Helligkeit und 
grofeem Gesichtsfeld als an Vergrüfserung 
und man erreicht dies durch ein flache- 
res und weiteres Objectiv und begnügt 
sich mit einer lOmaligen Vergröfserung 
bei einfachem Ocular. Die Franenhofer- 
schen Kometensncher haben bei 34 Linien 
Objectiv-Oeffnung, 24 Zoll Brennweite und 
bei lOmaliger Vergröfserung ein Gesichts- 
feld von 6 Grad Durchmesser. 

lichtgleichen sollten heifsen Tag- 
end Nachtgleichen. Diese finden auf 
der Enie jährlich zwei mal statt in den 
Augenblicken, wo die Sonne in der Erd- 
aequatorebene , also normal der Pirdaxe 
aut deren Mitte gerichtet sich befindet 
und wo sie die Erdoberfläche von Pol zu 
Pol beleuchtet. Die Zeitpunkte dieser 
Stellungen fallen auf den 2lten März 
und den 23ten September, den Anfangs- 
punkten des Frühlings und des II ern- 
stes, woher auch dererstePunkt derb' rüh- 
lingspunkt, der zweite der Ilerbst- 
punkt genannt wird. 

Bei der Bewegung der Erde in der 
Ekliptik bleibt ihr Aequator unter einem 
Neigungswinkel von 231° '"'b derselben 

S anllel mit sich selbst. Denkt man sich 
iesem Aequator parallel durch die Sonne 
eine Ebene gelegt (den Weltaeq uator), 
so schneidet diese die Ekliptik in zweien 
diametral gegenüberliegenden Punkten, 
und diese Durchschnittspnnkte sind die 
oben gedachten Nach tgleichen punkte, 
der Frühlingspunkt und der Ilerbstpnnkt 
(vergl. .Aequator der Erde“ mit P'ig. 
34 nnd .Frühlingspunkt*). 

Die Nachtgleichenpnnkte bleiben nicht 
constant, sie rücken jährlich nm 50,2 Bo- 
gensecunden von Ost nach West, also 
Oer Bewegung der Erde entgegengesetzt, 
indem die der Erdaxe parallele Weltaxe 
um die Axe der Ekliptik in dieser ent- 
pgengesetzten Richtung im Kreise sich 
herumdreht ohne ihre Neigung gegen die- 
selbe zu ändern nnd jene Dnrchschnitts- 
pnnkte mit nimmt. Man nennt diese 


Verrückung der Nachtgleichenpnnkte das 
Vorrücken derNachtgloichon, wäh- 
rend es eigentlich ein Zurückrücken ist. 
Dagegen steht die Sonne still und die 
Bewegung der Punkte veranlafst, dafs 
die Erde früher mit ihr in denselben zur 
Herstellung der Nachtgleichen zu.samnien- 
trifft und so hat man die gewählte Be- 
zeichnung geeigneter gefunden. 

In Folge dieser Verrückung der Nacht- 
gleichen geschieht es min, dals alle Sterne 
jährlich um 50,2 .Sec. an Länge und ge- 
rader Aufsteigung zunehnien ohne ihre 
Breite und Abweichung zu ändern, ln 
71,87 Jahren beträgt dies 1 Grad und in 
25873 Jahren 300 Grade, so dafs nach 
dieser Zeit, welche das grofso plato- 
nische Jahr genannt wird, alle Sterne 
dieselbe Länge wieder erhalten , welche 
sie in dem vergangenen hatten. 

Der Grund der fortdauernden Bewb- 
gung der Nachtglcicheii liegt besonders 
in der Abplattung der Erde, vermöge 
welcher Sonne nnd Mond, wenn sie in 
der Aequatorebene der Erde sich nicht 
befinden eine ungleiche Anziehung auf 
deren beide Halbkugeln ausüben, sowie 
in noch mehreren anderen störenden l'r- 
sachen. 

Die Nachtgleichenpnnkte zeichnen sich 
durch keine bestimmten Merkmale am 
Bimmel aus nnd können es auch ihrer 
Veränderlichkeit wegen nicht. Es ist aber 
deren Lage genau zu wissen nothwendig, 
denn der P'rühlingspunkt ist allen nur 
möglichen astronomischen Bestimmungen 
der Anfangspunkt. Die Ermittelung die- 
ser Nachtgleichenpunkte geschieht nun 
dadurch, dafs man zn bestimmten Zeit- 
angenblicken vor nnd nach dem Ein- 
treten eines derselben, z. B. des Früh- 
lingspnnktes, die Abweicbiingen der Sonne 
und die vergleichenden geraden Aufstei- 
gungen derselben mit denen eines oder 
mehrerer Fixsterne durch genaue Beob- 
achtungen feststellt. 

Tritt der Frühlingspiinkt ein, sehen 
wir von mehreren einander sich berich- 
tigenden Beobachtungen ab und nehmen 
der nachfolgenden E»lärung wegen nur 
zwei Beobachtungen an, so ist die erste 
Abweichung der Sonne südlich, die zweite 
nördlich. Direct sind diese Abweichun- 
gen nicht zn finden; allein man mifst 
zwei Mittagshöhen der Sonne und findet 
sie aus diesen mit Hülfe der bekannten 
Aequatorhöhe des Bcobachtungsortes. 

Es bedeute der Kreis den Erddnrch- 
schnitt mit dem Mittelpunkt C; QQ den 
Aequator, 0 den Beobachtungsort, OH 
sein Horizont, Oq die mit dem Aeqnator 
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Parallele; S, S die Richtungen der Sonne 
an zwei Mittagen, S vor, .S' nach dem 
Eintritt des Krüblingspunkts, so sind die 

Fig. 842. 


Beobachtungen als gleichförmig ansehen 
kann. 

Man hat denipcch in den ähnlichen 
Ureieckcn FßS' nnd FDS, wenn man 
AF=je setzt: 



S'B:SD = BF.DF 


also 


Bogen Sil, S'll die benli.ichleten Mittags- 
höhen, Sg und S’ij diu Terlaiigtcn Ah- 
w.eichongen der Sonne und Bogen qH 
ist die Aequatorhöhe von Q. 

Man sieht, es ist 

Sq = qH-SH = -(SH-qH) 
nnd S'q = S'll — qH 

Also, wie schon in dem Art. , Abwei- 
chung“ kurz angegeben, die Abweichung 
der Sonne = ± der Mittagshöhe weniger 
der Aequatorhöhe des Orts. 

Nun sei wieder qq der Aequator. Es 
sind ermittelt SD = k die südliche, S'B 
= k' die nördliche Abweichung der Sonne. 
Ist s ein Fixstern (man nimmt möglichst 
schnell zu gegenseitiger Berichtigung meh- 
rere), so hat man wie bei der Sonne des- 
sen Abweicbungskreis z.4 bestimmt, und 

Fig. 843. 


A':A = x — — » 

. *'d’ 

woraus j- = d + ^ ^ 

Der Frühlingspunkt ist also festgestellt 
durch die Kectascension eines Fixsterns, 
de.ssen Standpunkt am Himmel constanl 
ist, und man bat nun die Mittel, ihn auch 
mit Hülfe anderer Fixsterne immer tod 
N euem aufzufinden. 

Desgleichen ist der Zeitaugenblick des 
Eintritts der Nachtgleiche hieraus zu be- 
stimmen. Denn ist < der Zeitpunkt der 
beobachteten ersten, I' der der beobach- 
teten zweiten Mittagshöhe, also deren 
Zeitdiflerenz = <’ — t, so erbilt man den 
Zeitpunkt T des Eintritts der Nachtgleiche 
ans der Proportion 

T.T-I=BF-, DF=k' ik 

_ *l’-|-*’l 

woraus T = 

und wenn man i = 0 setzt, die Zeit T ron 
der ersten Mittagshöhe DS bis zu dem 
Eintritt der Nachtgleicbe F 

Es sei = 11 Minuten , DS = k 

= 6 Minuten Bogenmaafs, t’ - I - l' -it 
Stunden, so ist 

r = ,*, X 24 Stunden = 7j^ Stunden nach 
der Beobachtung der ersten Mittagshöhe 
ÜS. 


lachtgleichenpankte, s. u. „Nacht- 
gleichen*. 

RacbtUnge, s. u. .Nacht*. 

Radir, F n fs p u n k t ist der dem Zenith 
entgegengesetzt liegende Punkt der Him- 
melskugel, der zweite Pol des Horizonts 
eines Orts der Erde. Wäre die Erde 
eine vollkommene Kogel, so würde jedes 
. Nadir das Zenith der Antipoden sein, 
man konnte vor eintretenden Mittagsho- 

hen visiren die Punkte B, D, A der ge- Riherung. Einer Näherung bedürfen 
reden Aufsteigungen dieser Gestirne. Es Grofsen, deren W erth nicht genau anin- 
ergaben sich dauurch die Aufsteigungs- geben ist; der durch Näherung gefun- 
nnterschiede .4« = d, ÄO = d'. Setzt man a®“« Werth heilst der Nähernngs- 
nun die Hohen A, k* auf die Punkte ß, werth, das Verfahren für die Auffindung 
D normal mit dem Aequator, sieht die des Naherungswerthes heifstNaherungs- 
gerade Linie S'Ä, so liegt in dem Durch- 

schnittspunkt F derseloen mit qq der Brüchen, deren Zahler und Nenner 
Frühlio^punkt f', und swar sehr nahe, grofse Primzahlen uQter sich sind, nähert 
weil man die Bewegung der Erde in der man sich mit Hülfe der Eettenbrüche 
Ekliptik zwischen der kurzen Zeit der (s. d.), man erhält Näherangs brücke. 
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Den nicht aniuf^ebenden Zihlenf^örsen, 
den Irrationalzahlen nähert man sich auf 
verschiedene Weise: Wurzeln dnrch snc- 
cessive Wurzelansziehnng auf eine be- 
liebige Anzahl von Decimalen. Die Ver- 
hältnifszahl n ist in mehreren verschie- 
denen Reihen angegeben , die alle mehr 
oder weniger convergiren. Für transcen- 
dente Gröfsen , als Logarithmen , gonio- 
metrische nnd cyclometrische Functionen 
hat man desgleichen convergirende Rei- 
hen entwickelt. 

Die Differenzialrechnung verfährt 
annähernd durch angenommenes Wachsen 
und Abnehmen veränderlicher Gröfsen, 
integrirt wird häufig dnrch Reihenent- 
wickelong. 

Die Exhanstionsmethode ist ein 
Annäherungsverfahren , um den wirklich 
richtigen Werth einer geometrischen Gröbe 
zn ermitteln, indem sie zwei Gröfsen ein- 
führt, von denen die eine bei beliebiger 
Vergröberung immer kleiner, die andere 
.bei beliebiger Verkleinerung immer grö- 
ber bleibt als die aufznfindende Grobe, 
die aber einer dritten constanten Gröbe 
beliebig nabe kommen können, deren 
Gröbe sie einscblieben und die deshalb 
der gesuchten Gröbe gleich sein mnb. 

Die Rectification von Cnrven , die Qua- 
dratur, die Cnbatnr liefern in der Regel 
nur Näherungs-Resultate. 

liheranfsbrneh, HiherangsweUe, H&- 
henugswerth, s. u. .Näherung*. 

lame eines TerhUtnisses ist die Dif- 
ferenz der beiden Glieder eines arithme- 
tischen Verhältnisses. 

lebennxe (Kryst.) s. u. „Axensystem 
der Krystalle“, No. 2, pag. 2GO. 

lebenlut (Mech.) bt die Last, deren 
Gewältignng nicht Absicht und Zweck 
bt, welche auber der zur Ueberwindung 
gegebenen Nutzlast durch die Zusam- 
mensetzung der in einander greifenden 
Maschinentheile sich erzeugt. Zn dieser 
gehören : 

A. Das A niassen einer Maschine, 
d. h. die Versetzung derselben aus der 
Buhe in Bewegung, welches langsam be- 
ginnen und imt mimäbiicher Steigerung 
der Geschwindigkeit bis zum normalen 
Gange geschehen mnb; als der Nachtheil, 
dab mit dem nöthigen Kraftaufwand keine 
oder eine nur unbedeutende Nutzlast ge- 
wältigt wird. 

B. Das Ablassen der Maschine, 
d. b. die Versetzung der Maschine auber 
Betrieb mit derselben Wirkung in ent- 
gegengesetzter Richtung, wobei desglei- 


chen Kraft auf Nutzlast nicht verwendet 
wird. 

C. Die Reibungen der an einander 
gleitenden nnd in einander sich drehen- 
den Maschinentheile. 

D. Der Widerstand der Behar- 
rung der in Bewegung befindlichen Mas- 
sen (s. .Moment der Trägheit“). 

E. Die durch Stöbe dem gesammten 
Muschinenwerk mitgetheilten Erschüt- 
terungen, durch welche die.sellien in 
ihren geradlinigen und kreisförmigen Be- 
wegungsrichlungen durch schnell auf ein- 
ander erfolgende Querbewegungeii ge- 
stört werden, auch durch Elasticität der 
Massen entgegengesetzte Richtungen, also 
Rückwirkungen erfahren. Besonders ge- 
schieht dies bei Stampf- und Hammer- 
werken. 

F. Klemmungen nicht genau genug be- 
arbeiteter znsammengreifender Radzähne. 

G. Die regelmäbig periodisch eintre- 
tenden Richtungswechsel (d ie sogenann- 
ten todten Punkte). Z. B. BeiDampf- 
maschinen mit Balancier die regelmäbig 
abwechselnden Auf- und Niedergänge. 
Der Nachtheil dieser Einrichtung ist zu- 
sammengesetzt: der Balancierarm beim 
Aufwärtsgange hat das Bestreben weiter 
zn geben , es gehört ein Kraftaufwand 
dazu , ihn zum Stehen zu bringen. Um 
nun niederzugehen mnb er ans der Ruhe 
in Bewegung gebracht werden, wozu wie- 
der ein Kraftaufwand gehört. Beide Kraft- 
äuberungen haben auf die Nutzlast eine 
nur geringe Wirkung. Man begegnet 
diesem sehr nachtbeiligen Hindernib durch 
Einführung einer neuen Nebenlast, näm- 
lich einer permanent wirkenden Schwung- 
masse, eines Schwungrades. 

Nebenmonde, Monde von Monden wer- 
den als vorhanden behauptet und be- 
stritten. 

llebenplanetan, Monde. Es gibt nur 
vier Planeten unseres Sonnensystems, 
welche Monde haben: die Erde mit einem 
Mond, der Jupiter mit vier Monden, der 
Saturn mit sieben und der Uranus mit 
sechs Monden. 

Sämmtlicbe Monde haben, genauen Be- 
obachtungen zufolge die Eigenschaft un- 
seres Mondes, dab sie ihrem Hauptplane- 
ten immer nur eine Seite zukehren. 
Auch ihre Bahnen stimmen mit denen 
ihrer Hauptplaneten ziemlich genau über- 
ein. 

1. Die Monde des Jupiter. 

Diese Monde sind sogleich nach Erfin- 
dung der Pemröhie entdeckt worden, und 
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iwar Ton Simon Hayer in Anspach am tigen Einwirknngen anf einander. Deren 

12ten Januar 1609 und von Galilei am Bahnen liegen rast alle in der Ebene der 

"teil Januar 1610. Erst in neuerer Zeit Bahn des Jupiter. Die Neigung des er- 

ist man mit den Monden genauer bekannt sten wird angegeben 3” 18' 38', die des 

geworden und namentlich haben die Be- vierten 2”’ 36', beide bleiben constant. 
obachtungen deren Verfinsterungen über Die Bahnen des sweiten und dritten sind 
Bahnen und Umlaufszeiten nähere Kennt- veränderlich. Der zweite änderte die Nei- 
nifs gebracht. Die Bahnen der ersten gnng ge^en den Jnpiter-Ae(mator inner- 
beiden sind wenig elliptisch, die beiden halb dreifsig Jahren von 2° 46' bis zu 
äufseren sind es mehr. Sämmtliche 4 3° 46', der dritte in einem Zeitraum von 
Monde sind merklichen Störungen unter- 132 Jahren von 3° 2' bis zu 3° 26'. 
worfen und zwar in Folge der gegensei- 

Die Uinlaufszeiten der Monde und deren tägliche Bewegung 
in ßogenmaafs sind 



Periodische Umlaufszeit. 

Tägliche Bewegung. 

des llen Monds 

iTg. 18 St. 27 Min. 33 Sec. 

203° 29' 20,4" 

»* 2 » „ 

3 , 13 , 13 . 42 , 1 

101° 22' 29,1” 

. 3, , 

7 , 3 . 42 . 33 , 

60° 19’ 3,5" 

V ^ r B 

16 , 16 . 32 , 8 , 

1 21° 34' 16,0" 


Abstände der Monde vom Jupiter. Abstände in geographischen Heilen, wenn 
Die ersten Zahlen sind die scheinbaren Jupiters Aei^uatoreal-Dnrchmesser =20100 
Abstände in Halbmessern des Jupiter nach Meilen betragt. 

Delambre, die letzten sind die wahren 


Der Ite Mond 5,6985 Halbmesser 57300 geogr. HI. 
. 2. , 9,0665 . 91100 , . 

, 3 , , 14,4619 . 145300 , 

„ 4 . , 25,4.359 _ . 255600 . 

Wahre Gröfse der Monde 
nach Schröter nach Struve 
Des Iten Monds 564 geogr. Ml. 532 geogr. Hl. 

,2« , 465 . , 477 . , 

. 3 , . 818 , , 780 . , 

. 4 , , 570 , . 667 , 


2. Die Monde des Saturn. 

Diese Monde sind mit sehr langen Fern- 
röhren entdeckt worden. Uuyghens ent- 
deckte am 25ten März 1655 den sechsten 
Mond, Cassini am 25ten October 1671 
den siebenten Mond, derselbe am 13ten 
December 1672 den fünften Mond, im 
März 1684 den dritten und den vierten 
Mond, Herscbel mit einem 40füfsigen Te- 


lescop den 28ten August 1789 den zwei- 
ten und derselbe endlich am 17ten Sep- 
tember 1789 den ersten Mond. 

Die Ebenen der sechs inneren Mond- 
bahnen sind von dem Ring des Satnms 
wenig abweichend, der siebente dagegen 
hat eine Neigung von 12 Grad gegen den- 
selben. 


Die Umlaufszeiten der Monde und deren tägliche Bewegung in 
Bogenmaafs sind 


Periodische Uinlaufszeiten. { Tägliche Bewegung. 


der Ite Mond 

OTg. 22 St. 37 Min. 33 Sec. 

381° 51' 53" 

, 2, . 

t , 5 . 53 , 9 . 

262° 43' 38" 


1 . 21 , 18 . 26 . 

190° 41' 82'' 

. 4. . 

2 . 17 . 44 . 51 , 

131° 24' 42" 

» ^ B » 

4 . 12 . 25 . 11 , 

79° 41' 26" 

B 6 * ip 

15 . 22 . 41 , 25 , 

22° 34' 37" 

» ^ ■ » 

79 . 7 . 63 . 43 . 

4° 32' 17" 
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Abstände der Monde vom Satarn. der Halbmesser des Ringes 38SOO geogr. 

Die ersten Zahlen sind die srheinharen Hl.; für die dritten Zahlen ist der Aequa- 
.Abstinde in Winkeln für die mittlere toreal - Durchmesser des Saturns 17270 
Entfernung; für die iweiten Zahlen ist geogr. Ml. angenommen. 


Rcbeinbare Abstsände. 


Wahre Abstände 
I in Ringhalbmessern ^ in geogr Meilen 


Des 

Iten 

Monde 

28, C7 Sec. 

1,42 

27400 

f) 

2 . 

• 

36,79 


1,83 

35200 


3 , 

• 

43,03 


2,16 

41600 

» 

4 . 


56,00 


2,78 

53600 

• 

5 II 

n 

78,00 


3,88 

74700 

» 

6 . 

« 

I80JX) 


8,95 

172300 

• 

7. 

» 

522,05 


25,98 

499800 


3. Die Monde des Uranus. 

Herscbel entdeckte am Uten Jannar 
1787 die beiden nöfsten Monde desselben, 
den aweiten una den vierten ; später die 
übrigen vier Monde, den ersten am 18ten 
Januar 1790, den dritten am 26ten März 


1794, den fünften am 9ten Febmarl790, 
den sechsten am 28ten Februar 1794. Die 
Bahnen sind beinahe senkrecht anf der 
Uranusbabn um die Sonne, gegen welche 
dessen Aeqnator ebenfalls senkrecht 
steht. 



Sjnodi 

sehe Umlanfsteiten. 


Entfernungen 



in Halbmessern 
des Uranos 

in geo^r. Ml. 

Des 

Iten Mondes 5 Tg. 21 St. 25 Min. — 

Sec. 

13,0 

48900 

n 

s . . 

8 . 16 . 56 , 5 

9 

16,5 

62000 

m 

3 . . 

10 . 23 , 4 , - 

ff 

19,2 

72200 

w 

4 . . 

13 , 11 . 8 . 59 

n 

22,0 

82700 

» 

3 •> 

38 , 1 . 49 , - 


44,2 

166200 

9 

6 . 

107 , 16 . 40 , — 

ff 

86,5 

325200 


■•bciwinkel sind Winkel, die einen 
gemeioscbaftlichen Schenkel haben und 
deren beide andere Schenkel in einer ge- 
raden Linie liegen. 

Bd. II, pag. 63, Fig. .337 sind ^ACD 
und ^BCD Nebenwinkel, denn CD ist 
ihr gemeinschaftlicher Schenkel und deren 
beide andere Schenkel AC, BC liegen in 
einer geraden Linie AB. 

lebenwohncr (Periöci) sind die Bewoh- 
ner, die unter einerlei Breite auf entge- 
gengesetzten Seiten des Meridians woh- 
nen. Sie haben dieselben Jahreszeiten 
aber entgegengesetzte Tageszeiten. 

legitlT, s. n. .Affirmativ“. 

■•gativa firilkan, s. u. .Entgegen- 
gesetzte Oröfsen“, Bd 111, pag. 53. 

Relgmag ist ein geometrischer Begriff 
und bedeutet alles was nicht rechtwink- 
lig, was nicht normal anf einander ist. 


Ein Winkel wird erklärt als die Neigung 
zweier geraden Linien, wenn man vom 
sphärisenen Winkel ahsieht; da nun ein 
rechter Winkel ebenfall.s ein Winkel ist, 
so kann man den-elhen auch erklären 
als einen Winkel, de.s.sen Schenkel auf 
einander normal stehen. 

Wird eine gerade Linie in einem be- 
liebigen Punkt von einer anderen mit 
deren Endpunkt berührt, so bilden sie 
zwei Winkel mit einander; offenbar ist 
die Neigung beider Linien auf der Seite 
des kleineren Winkels, auf der zweiten 
Seile könnte man sie eher eine A b wei - 
chung nennen. Normal sind also gerade 
Linien mit einander, wenn sie auf beiden 
Seiten weder Neigung noch Abweichung 
haben. 

Zwei Ebenen, die sich schneiden, schnei- 
den sich in einer geraden Linie. Diese 
beiden Ebenen bilden auf jeder der bei- 
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den Seiten alle nnr möglichen Winkel 
Ton 0 bis 2 Rechten , je nachdem man, 
Ton einem Pnnkt der Darcbschnittslinie 
ane, auf beiden Ebenen gerade Linien 
in Terachiedenen Lagen zieht, oder ie 
nachdem man die Lage einer Durch- 
schnittaebene «ählt. Zieht man von einem 
Pnnkt der Durchachnittslinie beide Linien 
in der beiden Ebenen angehörigen Durch- 
schnittalinie nach einerlei Richtnng, so 
wird der Winkel = 0, zieht man .sie nach 
entgegengesetzten Richtungen , so wird 
der Winkel = 180°. Da nun die Lage 
zweier solcher Ebenen nnr durch einen 
Winkel bestimmt werden kann, so ist 
natürlich, dafs man einen bestimmten 
constanten Winkel als Uaals ihrer Nei- 
gung wählen mufs, und es ist dieser der 
Winkel, den die Dnrchschnittslinien einer 
normal durch beide Ebenen gelegten Ebene 
mit einander bilden. 

Wenn eine gerade Linie auf einer Ebene 
steht, so bilden beide ebenfalls so ziele 
zerschiedene Winkel, als Ebenen durch 
die Linie gelegt werden können. Nnr 
eine dieser Durch.schnittsebenen wird mit 
der gegebenen Ebene normal und in die- 
ser MIdet die Durcbschnittslinie mit der 
Standlinie auf einer Seite den möglich 
kleinsten, auf der anderen Seite den mög- 
lich gröfsten Winkel. Der kleinere die- 
ser beiden Winkel ist der Neigungs- 
winkel der Standlinie mit der Ebene. 

Gröfste Kreise, die unter sich und mit 
Parallelkroisen auf Kugeln sich schneiden, 
haben desgleichen verschieilene Lagen 
mit einander, die ebenfalls durch die zon 
den Kreisen oder deren Bogen mit ein- 
ander gebildete sphärische Winkel ge- 
messen werden Diese sphärischen Win- 
kel zergleicht man aber erst mit gerad- 
linigen Winkeln, und zwar mit denjeni- 
gen, welche die in den Durchschnitts- 
punkten der Bogen in deren Ebenen 
gezogenen Tangenten mit einander ma- 
chen Hit diesen Winkeln werden die 
sphärischen Winkel als in einerlei Ver- 
baltnifs befindlich betrachtet, oder, was 
zu demselben Ergehnifs führt, beiderlei 
Winkel werden einander gleich gesetzt. 
Demnach messen die gedachten Tangen- 
tenwinkel mit ihrer Qröfse die Neignn- 
gen der Kngelkreisbogen unter einander. 

Helgnng der Bahn eines Planeten oder 
eines Kometen bezieht sich auf die Lage 
dieser Bahn gegen die Bahn unserer Erde, 
auf der jene Bahnen beobachtet werden. 
Da sämmtliche Planeten und Kometen 
in Ebenen umlaufen, die den Mittelpunkt 
der Sonne in sich schliefsen und die Erde 
ebenfalls, so schneiden sämmtliche Bah- 


nen die Ekliptik in einer durch den Son- 
nenmittelpunkt gehenden Linie, der Kno- 
teniinie. Die Durchschnittspnnkte einer 
Bahn mit der erforderlich verbreiterten 
Ebene der Ekliptik, welche diametral 
einander gegenüberliegen, sind die Kno- 
ten, und die sphärischen Winkel, welche 
an die.sea Punkten beide Bahnen (von 
der Ekliptik eine Parallele dort gedacht) 
mit einander bilden, sind die Neigungs- 
winkel beider Bahnen. 

Neignng der Bahn zon Neben- 
nlaneten, den Monden, ist deren 
Neigung mit der Bahn ihres Centralge- 
stims, ihres Ilauptplaneten. 

Reigang der lagnetnadel, Inclina- 
tion, s. u. , Magnet“. 

Reignngscempafe, I n d i n a t o ri n m ist 
ein Mefsinstrunient znr Messung des Win- 
kels, den eine genau im Schwerpunkt 
aufgehängte (equilibrirte) Magnetnadel im 
magnetischen Meridian zon der Horizon- 
talen abweicht (zergl. „Abweichung 
der M agnotnadel“). 

Reigangeebene ist diejenige Ebene, 
welche auf jeder zon zweien sich schnei- 
denden oder auch blofs geneigten Ebe- 
nen normal sich befindet; der zon den 
Dnrchschnittlinien der Neigungsebene mit 
den beiden anderen Ebenen gebildete 
Winkel ist deren Neignngswinkel. 

Relgnngsnadel ist die Magnetnadel im 
Neigungscompafs. 

Reignngawlnkel, s. u. „Neigung“. 

Renner ist die unter dem Bruchstrich, 
die dividirende Zahl (.«. „Bruch“). 

Reoide. Hierunter versteht man eine 
Curre, welche für zweckmäfsige Hebnng 
nnd .Senkung der den Spinnmaschinen 
angehörigen Spindeln angewendet wer- 
den soll. Ihre Constmetion ist folgende. 

Man zeichnet in einem Kreise Halb- 
messer mit Verlängerungen nnd macht 
letztere proportional den von denselben 
abgeschnittenen Bogen. 


Fig. 844. 



Digilized I3y Googh 



Neoide. 


195 


Noun. 


El sind also 

DE : FG — Bogen AD s Bogen A F 

Es'Ut mithin DE = k- Bogen ADi FG 
= k • Bogen AF, wo k eine gani beliebige 
Zahl ist. 

Znm Ueberflufs erklärt man auch, dafs 
der beliebige constante Factor A noch mit 
dem Ualbkreisbogen ADFB dieldirt wer- 
den solle, so daß 

Bogen AD-, FG = Bogon AF. 

Ist der ganze Kreis abgewickelt, so kann 
eine zweite Windung construirt werden; 
die Verlängerung in CE von D aus wird 
sodann der Kreisumfang d- dem Bogen AD. 

Da k oder ^ jede beliebige Zahl , also 

auch ein achter Bruch sein kann, so kann 
man Ton den Bogenlängen AD, ./IFganz 
absehen. Man tneile die Kreislinie in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, 
gibt der ersten Verlängerung die belie- 


bige Länge n, der zweiten die Länge 9a 
n. s. w. 

Repersebe Analogien. In Beziehung 
auf Jas zu dem Art. liaurs'sche Glei- 
chungen gezeichnete Kugeldreieck, Fig. 
€52, pag. 137 bestehen die Analogien in 
folgenden Gleichungen: 

1 . + = 

Die Gaufs'schen Gleichungen sind in 
dem Art. , Kugeldreieck“ am Schlufs 
pag. 122 entwickelt; ans denselben las- 
sen sich die Analogien leicht ableiten. 
Man erhält nämlich 


Die Ite Analogie durch Division von 

Die 2te , durch Division von 

Die 3te , durch Division von 

Die 4te , durch Division von 

Ans den Neper'schen Analogien erhält 
man nun zwei Winkel, wenn die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten und der dritte 
Winkel gegeben sind, und zwei Seiten, 
wenn die ihnen gegenüberliegenden Win- 
kel nnd die dritte Seite gegeben sind. 

Sind nämlich die beiden Seiten a, b 
und der ihnen gegenüberliegende Winkel 
y gegeben, so erhält man aus Gleichung 
1 und 2 die Winkel 1(« + ß) nnd J(n— /}); 
die beiden gefundenen Werthe addirt er- 
geben a, der zweite Werth von dem er- 
sten abgezogen ergibt ß. 

Sind die beiden Winkel n, ß nnd die 
ihnen gegenüberliegende Seite c gegeben, 
so erhält man durch Gleichung 3 nnd 4 
die Längen J(o-)-A) und \(,a-b). 

Repersebe Logarithmen. Die ersten 
Logarithmen überhaupt bestanden in sei- 
nem logarithmischen Canon für die 
Sinus nnd Tangenten der Winkel von 
Minute zu Minute. 

Retx, Dreiecksnetz ist für ausge- 
dehnte Land- oder Feldvermessungen eine 
Aneinanderreihung von grofsen Dreiecken, 
deren Spitzen von der Natur oder von 
Bauwerketr schon ausgezeichnet sind oder 
durcli besondere Signale bezeichnet wer- 
den. Deren Vermessung nnd Berechnung 
mit Hülfe einer Basis und durch Win- 


Gleicbung 1 durch Gleichung 3. 
Gleichung 2 durch Gleichung 4. 
Gleichung 4 durch Gleichung 3. 
Gleichung 2 durch Gleichung I. 

kelanfnahmen , s. den Art. „Gradmes- 
sung“. 

Retlfflond i.'t der Mond in der Lage 
zwischen Sonne nnd Erde, so dafs die 
uns zugekehrte Seite von der Sonne un- 
beleuchtet ist (s. „Länge der Sonne 
und des Mondes und Mondphasen.") 

Renn ist die letzte Ziffer im dekadi- 
schen System. 

Die Zahl 9 hat folgende eigenthümliche 
Eigenschaflen : 

1. Wenn die Summe der Ziffern einer 
Zahl durch 9 ohne Kost theilbar ist, so 
ist auch die Zahl durch nenn ohne Rest 
theilbar. Z. B. 7425. Denn es ist 
5= 5 

20 = 2 X 9 -1-2 

400 = 4x99 -t-4 
7000 = 7 X 099 -I- 7 

Demnach 

7425 = 2X9 + 4X 99 -F7X 999-1- (6+2-14-b7) 
Die ganze Zahl ist also durch 9 theil- 
bar, wenn die eingeklammerte Summe 
der Ziffern durch 9 theilbar ist. Es sind 
also auch alle Zahlen durch 9 ohne Rest 
theilbar, welche entstehen, wenn man die 
Ziffern 7, 4, 2, 5 beliebig verstellt, als 
2457, 2547 u. s. w. 

13 “ 
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3 Die Summe der Ziffern einer Zahl, 
in «eiche die 9 nicht aufgeht, durch 9 
dividirt läfet denselben Rest , welcher ent- 
steht, wenn man die Zahl durch 9 diri- 
dirt. 

Die Bichtigheit des Satzes geht ans 1 
hervor. 

3. Jede Potenz von 10 durch 9 divi- 
dirt läfst den Rest 1. 

4. Soll eine Zahl mit 9 niultiplicirt 
«erden, mnltiplicire mit (10—1); statt 
mit 99 mit (100- 1); statt mit 999 mit 


mit 1000 — 1 

9 X 676 = 5760 - 576 = 6184. 

99 X 7879 schreib das Subtractions- 
exempel; 787900 

7879 

gibt 99 X 7979 = 780021 
u. s. «. 

5. Staft eine Zahl, in «eiche die 9 auf- 
geht mit 9 zu dividiren, kann ma,n ad- 
diren ; denn dividirt mau durch die zwei- 
theilige Zahl (10 — 1), z. B. die Zahl 31104, 
so erhält man folgendes Exempel 


31104 

31100-3110 

4-t 3110 = 3114 

3110-311 
= -1-315 
310 - 31 

-P 36 


2 . 


Beispiel: 979533:9 schreib: 


979533 


97953 


1. Best 97956 

2. Rest 9801 

3. Rest 981 

4. Rest 99 

5. Rest 18 


9795 

980 

98 

9 

2 


979533:9= 108837 


I 10 - 1 

311Ö + 311 -f 31 -P 4 
I Oder nntereinander geschrieben: 
3110 
311 
31 
4 

3466 = 31104:9 


3. Beispiel: 35987485:999 


35987485 
35987000 
( 485 

}p 35 987 
Rest 36472 
36i)00 
F“ 472 
{+ 36 
Rest 508 


1000-1 

35987 


36 _ 

^9-'3*y5 = 35987485 : 999 


6. Wenn zwei Zahlen M und N durch 
9 die Reste m , n geben , so geben die 
Producte Jf x A' und «xn ebenfalls gleiche 
Reste. 

Denn es sei .W = 9 • « + m ; iV = 9 ■ i + * 

so ist Ä X :Y = 81aA -f 9 (an -p bm) -p mn 
Demnach mufs i MN mit i mn densel- 
ben Rest geben. 

7. Wird eine Zahl .W durch eine Zahl 
N dividirt, und es ensteht der (Quotient 
Q und der Rest H so ist: 


oder Jf = JV X p + R 

Hieraus ist zu ersehen, dafs wenn N, 


Q, R, M einzeln durch 9 dividirt Reste 
lassen, die Reste von N und Q multi- 
plicirt, dies Product mit dem Rest des 
Restes addirt einen Rest geben müssen, 
der dem Rest des Dividendus gleich ist. 

Rennerprobe ist ein Prüfungsmittel für 
Ausrechnungen in den vier Species. Sie 
gründet sich auf die im vorigen Artikel 
uachgewiesenen Eigenschaften der Zahl 
9. ln dem Art. „Addition* No. 4, ist 
die Neunerprobe für Addition er- 
klärt; sie gilt auch wenn Minusgrü- 
fsen in den Summauden Vorkommen, 
also auch für die Subtractiou und grün- 
det sich auf No. 2 des vorigen Art. 

DieProbe für Multiplicatiou be- 
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steht derio, dafs man Rest«, welche ans 
der Dirisioo jedes Factora mit der 9 ber- 
sorgeben multiplicirt. Dies Product der 
Reste mit 9 dividirt mufs mit dem Pro- 
duct der gegebenen Zahlen durch 9 di- 
ridirt einerlei Rest haben. 

Z. B. 3495 x 3794 = 9569450. 

3425 bat den Rest 5; 2794 den Rest 4 ; 
das Product 20 der Reste gibt den Rest 
2 und der Rest der Zahl 9569450 bat 
ebenfalls den Rest 3. 

Um die eben angegebenen Reste der 
Zahlen so finden hat man nach No. 1 
des Torigen Art. nnr nöthig die Somme 
deren Ziffern dasn in nehmen. Das an- 
gegebene Verfahren selbst gründet sich 
auf No. 6 des rorigen Art. 

Die Probe für Dirision besteht 
nach No. 7 des vor. Art. darin, dafs man 
aus der Dirision durch 9 die Reste des 
Dirisors und des Quotient multiplicirt, 
dies Product mit dem Rest des mit 9 
dieidirten Restes addirt. Diese Zahl und 
der Diridend durch 9 dividirt müssen 
beide einerlei Rest geben. 

Z. B. 9542780:248 = 38478-1- }}| 

Der Diridendus hat den Rest = 8 

Der Divisor den Rest 5 

Der Quotient den Rest 3 

Der Rest den Rest 2 

5x3-f2 = 17, Rest 8, also mit dem 
Rest des Dividend gleich. 

lentrallUtsrelheB, s. u. , Atomge- 
wicht*, pag. 165 links. 

üadere AnaljtU, Analvsis des End- 
lichen. Hierunter verstellt man die ge- 
sammte Arithmetik mit Ausnahme der 
Differenzial- und Integralrechnung, s. d. 
Art. , Analysis*. 

Riedere Benennang ist bei benannten 
Zahlen der Theil eines Ganzen, das Ganze 
die höhere Benennung. Bei Geld 
z. B. ist Thaler die höhere, Groschen die 
niedere Benennung. 

Rifetn ist der allgemeine Name eines 
Nivellir-Instrnments mit Fernrohr und 
Libelle. 

RlTetllren heilst, den Höhenunterschied 
zweier und mehrerer auf der Erdober- 
fläche befindlichen Punkte zu bestimmen 
Es geschieht zur Anlage von Kunststra- 
fsen, als Chausseen, Eisenbahnen, zu An- 
lage von Kanälen, um das Totalgefälle 
zwischen den zu verbindenden Flufsstel- 
len zu finden, auf die Kanalstrecke zu 
vertheilen und das Erfordemifs von Schleu- 
sen heartheilen und dieselben richtig an- 


legen zu können; für Entwässerung, Be- 
wässerung, Drainirung von Ländereien. 
Man bezeichnet das Nivelliren auch mit 
dem ungeeigneten Namen Wasserwä- 

en. Es hat dies seinen Grund entwe- 

er darin, dafs es früher vorzugsweise zu 
hydrotechnischen Zwecken angewendet 
worden, oder auch, dafs das erste Nivel- 
lirinstrument aus einer mit Wasser an- 
gefüllten communicirenden Röhre, der 
noch beut so genannten Wasserwaage 
bestanden bat. 

Je nach dem Grade der erforderlichen 
Genauigkeit sind auch die Hülfsmittel, 
die Längenmaafsstäbe und die Nivellir- 
instrumente zu wählen. ' 

Ferner wird der Zweck am vollkom- 
mensten erreicht, je einfacher und je un- 
mittelbarer dabei verfahren werden kann. 
Fallen keine Hindernisse, als tiefe Schluch- 
ten , hohe Berge in die zu nivellirende 
Linie, so ist das Nivelliren eine änfserst 
einfache Arbeit. 

Das einfache Nivelliren erfordert zwei 
Instrumente, das N i vel lirinstrnment 
und die Nivellirlatte mit verschieb- 
barer Tafel. Jedes Nivellirinstrnment 
bat die Einrichtung, dafs mit demselben 
eine genau horizontale Linie visirt wer- 
den kann. Die Nivellirlatte ist von der 
Unterkante ab in Fufse, Zolle nnd Linien 
eingetheilt, die anadratisefae Tafel ist 
durch eine lothrecnte nnd eine waage- 
rechte Mittellinie in vier Quadrate ge- 
theilt, welche durch abwechselnd schwarze 
und weifse Färbung auf die Ferne kennt- 
lich gemacht sind. 

Um nun den Höhenunterschied der 
beiden Punkte A und B zu finden, stellt 
der Feldmesser das Instrument über den 
höheren Punkt A, läfst einen geübten Ar- 
beiter die Latte BP lotbrecht über den 
Punkt B erhalten und vermittelst Hand- 
zeichen die Tafel so lange verschieben, 
bis seine Visirlinie auf die waagerechte 
Mittellinie der Tafel trifft. Die mit die- 
ser Linie waagerechte Kante eines Schie- 
bers gibt auf dem Maafsstab die Höhe 
BE an, von der die Höhe AC der Visir- 
linie über dem Punkt A abgezogen den 
Höhenunterschied der Punkte A nnd B 
angibt. 

Die Visirlinie hat wegen des veränder- 
lichen Stativs bei jeder Aufstellung eine 
andere Höhe über dem Aufstellungspnnkt, 
sie müfste also jedesmal vermessen wer- 
den. Man nivellirt aber aus der Mitte, 
d. b. man stellt das Instrument in der 
Mitte zwischen den beiden zu nivelliren- 
den Punkten auf, wo dann deren Höhen- 
nntersebied unabhängig von der Höhe 
der Visirlinie erhalten wird. 
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Sind nämlich B and D die beiden zu 
niTellirenden Pnnkte, so wird mit dem 
Instrument erst die Linie CE, hierauf 


Fig. 8J5. 



die Linie CG visirt, das kleinere von dem 


gröfseren der beiden notirten Maafse ab- 
gezogen ergibt den Höhenunterschied bei- 
der Punkte B und D. 

Für gröfsere Strecken wird das Nirel- 
lement auf diese Weise l>egonnen und 
fortgesetzt; die Butfernungen je zweier 
auf einander folgenden Punkte heifsen 
Stationen, die Punkte selbst S tat ions- 
punkte. 

Es sei der nächste Stationspunkt //, 
so bleibt der Nivellirstab in U stehen, 
nur die Tafel wird nach H gedreht, das 
Instrument wird in der Mitte zwischen 
D und H aufgestellt, nach /> (rückwärts) 
und nach II (vorwärts) visirt, beide 
Maafse DG' und IIJ wenn J der visirte 
Punkt ist, werden notirt und deren Un- 
terschied gibt die Höhe zwischen D 
und II. 


Es sei gefunden; Erste Station. 

RückwärU äE = 4’ 3" 6’" 

Vorwärts DG = 1’ 2' 10” 10"' Steigen 

Zweite Station. 

Rückwärts ßC’ = 4’ 1"2”’ 

Vorwärts DJ = ^ iO" r" O’ 9” 5”’ Fallen 

beträgt von B bis H 2' 1" 5"’ Steigen. 

Zur Versicherung, dafs die Maafse rieh- hierin auch Columnen für Hausarbeit zu- 
tig abgelesen worden, wird die Tafel nach gefügt , um in diese die noch auszurech- 
der Ablesung verschoben und zum zwei- nonden Zahlen einzuschreiben, welche zum 
ten Mal visirt. Zeigt sich eine bemerk- Auilragen des Nivellementsprofils unmit- 
bare Differenz, zum dritten Mal. telbar erforderlich sind. 

DieAiifzeichnung der gefundenen Maafse Anbei erfolgt eine Tabelle als Beispiel 
geschieht sofort in einem dazu eingerich- wie dieselbe eingerichtet werden könnte, 
toten Journal tabellarisch. Es werden 




Rückwärts 

Vorwärts 



Vertikal- 1 
Länge D 

Station 

Nummi 

Station 

Länge 

einzeln 

abgele- 

sen 

Mittel 

einzeln 

abgele- 

sen 

Mittel 

Steigen 

Fallen 


20 

4. 3. 7 


2. G. 5 



1 




4 3 8 
4. 3. 7 

4. 3. 7 

2. G. 5 

2. 6. 6 

1. 9. 2 

- 

58. 2. 10 

2 

15 

G. 3. 2 


4. 1. 7 







6. 3. 2 

G. 3. 2 

4. 1. 8 
4. 1. 8 

4. 1. 8 

2. 1. G 

— 

56. 1. 4 

3 

20 

3. 1. 9 


5. 3. 4 







3. 1. 8 

3. 1. 8 

5. 3. 5 

5. 3. 4 

— 

2. 1. 8 

58. 3. 0 


1 

3. 1. 8 


5. 3. 4 






Die eston beiden Columnen sind Stn- pschieht. Denn die Stationslängen sind 
benubeit, welche vor dem Nivellement beim Vermessen der zu niTeUiienden 
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Streck« dem Terrain entsprechend dem 
Angeomaars nach bestimmt und mit nu- 
mtnrten Plählen bezeichnet. Nur die 
dritte und die fünfte C>olumne .sind auf 
dem Felde auszufüllen, die übrigen «er- 
den nach beendigtem Nivellement wieder 
in Hanse berechnet und ansgefüllt. 

Die durch Punkte getrennten drei >Cah- 
len sind Fiifse, Zolle und Linien. Die 
Mittel, die Zahlen, welche als Mittelwerthe 
ans den jedesmaligen drei Ablesungen 
genommen werden , von einander abgezo- 
gen liefern das Steigen und Fallen, und 
die Differenzen deren beiden Summen den 
snmmari.schen llühenunterscbied zwischen 
dem Anfangspunkt und dem Endpunkt 
der nivellirten Länge. 

l'm das Nivellementsprofil anftragen zu 
können, zeichnet man eine Horizontallinie, 
trägt von einem Anfangspunkt ans die 
Stationslängen ab, fällt ans den Stations- 


unkten Lothe und bestimmt auf diesen 
ie nivellirten Punkte durch Abstände 
von der llorizontalen,, die aus den beiden 
vorletzten Columnen berechnet worden 
sind. 

Gesetzt der Höhenunterschied zwischen 
dem tiefsten und dem höchsten Punkt 
der nivellirten Linie betrage gegen 40 
Fufs, so kann man, den kleinsten leer- 
bleibenden Abstand, den des höchsten 
Punkts von der Horizontalen etwa lOFub 
gesetzt, die Normalverticale 50 Fufs an- 
nehmen. Die Ermittelungen des tiefsten 
und des höchsten Punkts sind aber weit- 
läufig uud es i.st am einfacb.sten , wenn 
man mit dem Anfangspunkt sogleich eine 
Vertikalhöhe annimmt, weil dann die 
übrigen alle der Reihenfolge nach be- 
rechnet werden können. Setzt man die 
Vertikale für den Anfangspunkt = 60 Fuls, 
so hat man die des zweiten Stationspnnkts 


= 60' - 1' 9" 2'” = 58’ 2" 10”' 
die des dritten = 58’ 2” 10'” - 2’ 1" 6’” = 56’ 1” 4”' 
die des vierten = 56' 1” 4”’-|- 2’ 1” 8”’= 58’ 3" 0”' 

livellir- Instrumente. Das einfachste (senden Elfenbeinwürfel darauf schwim- 
derselben Lst die Setzwaage mit Blei- men können. Beide Würfel haben me- 
loth für Höhenabmessungen sehr naher tallene Aufsätze mit Dioptern. Die Ob- 
Punkte (s. ,ßleiwaage* mit Fig. 225 jectivdiopter ist ein quadratischer Rah- 
und 226). Die nächstfolgende ist die Ni- men mit Fadenkreuz, die Oculardiopter 
vellirwaage, die gemeine Wasser- eine kleine runde Durchseheöffoun^; Des- 
waage, Kanalwaage, welche in dem ser ist es, wenn jede der beiden Dioptern 
Art. .Can alwaage“ mit Fig. 275 be- zugleich Ocular- und Objectivdiopter ist, 
schrieben ist. Die dieser unmittelbar sich damit man zur Verificirung die Waage 
anschliefsende ist die Quecksilber- bei fest bleibendem Stativ umdreben kann. 
Waage. Dieser besteht ans einer höl- Bei richtig einspielender Libelle wird eine 
letnen viereckigen Röhre von 1 bis genaue Horizontale visirt. 
kuis Länge, welche an beiden Enden in pje Ni vellirwaagen mit Fern- 
aufrecht stehende genau ausgearbeitete rohr sind die an Genauigkeit und Zu- 
hohle Würfel mündet. Das ^nze Instru- verlässigkeit der Leistung vorzüglichsten 
uwnt hat die Form eines Kastens und Instrumente. Das Fernrohr (s. d. Art.) 
mrd mit einem an der unteren Fläche hat etwa 18 Zoll Länge, in dessen Brenn- 
Mlipdlichen Ansatz auf ein Stativ be- punkt ein Fadenkrenz; dessen Axe ist bei 
festigt ; auf der oberen Fläche befindet richtig eingestellter Libelle genau hori- 
zontal. Um diese genaue Uebereinstim- 
mung henroTzubringen ist das Fadenkrenz 
nach der Richtung der Axe und senk- 
recht mit derselben dnreh Schrauben mi- 
krometrisch verstellbar eingerichtet. Das 
Fernrohr hat zwei Auszüge, von welchen 
die Lage des Fadenkreuzes unabhängig 
ist. Daher wird durch das Ausziehen 
des Objectivrohrs der entfernte Gegen- 
stand, durch das Ansziehen des Oemar- 
. , rohrs das Fadenkrenz an Deutlichkeit 

sich eine Röhrenlibelle. Die Rühre wird gröfser. 

soweit mit Quecksilber gefüllt, dafs die Das eigentliche Instrument ruht wie 
in beide Endhöhlungen cingesteckten und alle übrigen Instrumente auf einem Sta- 
an deren Wandungen möglichst anschlie- tiv mit drei verstellbaren Ffifsen. Eine 


Fig. 846. 



Di by G( " 



NivelKr-Instromente. 


200 


Nordpankt. 


einieln direct durch Theilitriche in Zehn- 
tel verkleinert, so nimmt min einen swei- 
ten Stab CD, trägt auf diesem eine Länge 
Ton 9 Theilen des ersten Maafsstabes ab 
und tbeilt diese in 10 gleiche Theile. 
Jeder dieser 10 Theile hat also eine Länge 
Ton */'o eines Theils von AB, und legt 
man die Nullpunkte beider Maafsstäbe 
genau aufeinander, so sind die ersten 
beiden Theilstrirhe '/la eines der Theile 
von AB von einander entfernt, die beiden 
zweiten Theilstriche */■« eines solchen 
Theils u. s. f. Die beiden 9ten Theü- 
striche ’/io und die beiden lOten Theil- 
striche '°/>° Theile = einem ganzen Theil 
Ton AB von einander entfernt. 

Nun verbindet man den Nullpunkt des 
Nonius mit der Aie des Fernrohrs so, 
dafs beide in derselben vertikalen Ebene 
sich befinden. Oesetit nun , man habe 
den zweiten Schenkel eines Winkels- vi- 
sirt nnd fände ihn, wie Fig. 848 zeigt, 


Fig. 848. 



Festetelinng desselben nnd eine Conslruc- 
tion seiner Theile, dafs bei der Umkeh- 
rung oder überhaupt bei einer Drehung 
des Fernrohrs um jeden beliebigen Kö- 
gen die Lage dessen Axe in der Hori- 
zontale richtig bleibt ist llauptbedingung, 
was jeder Mechaniker auf seine eigen- 
thümliche Weise herzustellen weifs. 

HlvellinUb« mit Tafel (Zielscheibe) 
gehören sich von gutem festem Holz'. Sie 
haben etwa 10 Fnfs Länge, und damit 
sie nicht schwanken , von 3 bis 4 Zoll 
□ Stärke. Die ZieI.scheibe ist nngefäbr 
12 Zoll im □ von Holz oder von Eisen- 
blech. Sie wird entweder horizontal ge- 
hälftet oder in vier gleiche Quadrate ge- 
theilt und deren Hälften oder Vieitel 
durch abwechselnd weifsen nnd schwar- 
zen Anstrich auf die Ferne kenntlich ge- 
macht. Im ersten Fall ist die horizon- 
tale Mittellinie, im zweiten der Mittel- 
punkt das Visirziel. 

Roniaa ist ein gegen den eingetheil- 
ten Kreisring oder Kreisbogenring 
eines Winkelmessers verschiebbar lie- 
gender zweiter kleinerer ebenfalls ein- 
getheilter Kreisbogenring, durch wel- 
chen man in den Stand gesetzt wird, 
noch viel kleinere Winkeltheile, näm- 
lich aliquote Theile der auf jenem 
Kreisring angegebenen kleinst möglich 
zn verzeichnen gewesenen Winkel- 
tbeile auzugeben nnd abzulesen. 

Je gröfser der Halbmesser einer einzu- 
theilenden Kreislinie ist, desto kleinere 
Unterabtheilungen können demselben ge- 
geben werden. Bei 6 Zoll Halbmesser 
kann man i^eden der 360 Grade noch in 
6 gleiche Theile richtig und lesbar ab- 
theilen, so dafs man unmittelbar Winkel 
von 10 Minuten ablesen kann. 

Um nun die Möglichkeit klar daitu- 
stellen, dafs man mit Hülfe des Nonius 
noch kleinere Unterabtheiinngen ablesbar 
erhält, sei Fig. 847 ein geradliniger Maafs- 
stab AB von 10 gleichen Theilen. Will 


man nun einen Nonius construiren, der 
Zehntel dieser Theile wahrnehmen und 
ablesen läfst, ohne dafs man jene Theife 


zwischen 72,1 und 72,2 Grad, so sucht 
man mit Hülfe einer scharfen Lupe den- 
jenigen Theilstricb des Nonius, der mit 
einem Tbeilstrich des Limbns in einerlei 
gerade Linie fällt. Han findet den vier- 
ten Tbeilstrich Es ist also Noninsstrich 
3 von Limbnsstrich 4 um 0,01 Grad aus- 
einander, Noninsstrich 2 von Limbusstrkh 
3 um 0,02 Grad, Noniusstrich 1 von Lim- 
bosstrich 2 um 0,03 Grad nnd Nonius- 
strich 0 von Limbnsstrich 1 um 0,04 Grad. 
Man bat also den Winkel gemessen = 
73,14 Grad. 

Will man von den kleinsten 
Theilen des Limbns noch mtel 
ablesen, so nimmt man auf dem 
Nonius die Länge von (as — l) 
Theilen und theilt dieselbe io 
m gleiche Theile. 

Hordponkt eines Orts der 
Erdoberfläche ist einer der 4 
Cardinalpunkte seines Hori- 
zonts, sowohl des wahren als 
des scheinbaren, nämlich der 
im Horizont liegende nördliche End- 
punkt seines Mendians (s. , Cardinal- 
punkte*). 


Fig. 847. 
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Noll. 


lorditsn üt der PoUntern. 


RordsAdliBle ist die Mittegülinie (s. 
,CardinaIpankte‘). 

Honnsl (Norma, Itirhtniaars), s. v. w. 
winkelrecht. Normal sind |;erade I.inien, 
wenn lie rechte Winkel mit einander bil- 
den; normal ist eine (gerade Linie auf 
einer Ebene, wenn sie mit jeder durch 
den Standpunkt in derselben ('exogenen 
geraden Linie rechte Winkel bildet; nor- 
mal sind awei Ebenen auf einander, wenn 
deren Neigungswinkel ein rechter Winkel 
ist (rergl. .Neigung“). 

Romulaxe io einem Kry.stall ist die 
zur Bestimmung dessen Kurin senkrecht 
gestellte Hauptaxe (s. , A xeu und Axen- 
■ ystem der Krystalle“). 

RonnalS bt eine Linie, die normal, 
die winkelrecht ist; man hat also Norma- 
len auf Linien und Ebenen (s. .Ebene“). 
Die Normale in dem Punkt einer Curre 
Ut die in diesem Punkt auf dem Cnr- 
ren-Element normale Linie also zugleich 
die auf der in diesem Punkt an die Gurre 
gezogenen Tangente normale I.inie. Der 
Winkel dieser Normalen mit der recht- 
winkligen Ordinate ist gleich dem Win- 
kel (n) zwuchen Tangente und Abscisse 

undlj<« = ^ (s. Bd. II., pag 185, For- 
mel 2 mit Fig. 536). • 

0 y • r 

Ist ^ positir, so liegt die Normale 
nach der Richtung der wach.senden Ab- 

0 V 

sebse ; ist ^ negativ , so liegt die Nor- 


male entgegengesetzt. 


Die Subnormale 
Ow 

(Formel 3) DAf ist = V ' P®' 

sitir, so liegt die Snbnormaie vom Stand- 
punkt O der Ordinate nach der Abseb- 
senrichtung. 

In Bd. II, pag. 185 mit Fig. 536 bt für 
rechtwinklige Coordiuatengleicliungen er- 
mittelt: 

Für den Winkel BTD = n zwischen der 
Currentangente und der Abscisse 




Da non Z. DBN = Z BTD, so gilt auch 
die Formel für diesen Winkel der Nor- 
malen mit der Ordinate. 

Die Normale BN macht mit der Ab- 
scisse den zBNT= 90° - a, mithin gilt 
die Formel auch für die Ooüngente die- 
ses Winkels. 


Die Normale BN ist = y y 1 -f 

B y 

Die Subnormale DN ist = y s 

ojr 


Daselbst, pag. 186 mit Fig. 537 bt für 
Polareoordinaten entwickelt : 

Für den Winkel CBT zwischen der Or- 
dinate' s und der Tangente 

(-) 

eolCBT= oder lg CBT = 

Folglich bt für den Winkel CBN zwi- 
schen der Normale und der Ordinate 


cot CBN = ^ oder ly CBN = 

ÖS s 09 

Der Winkel CBD zwischen Polar- und 
rechtwinkliger Ordinate = (9 — 90’’). 


Die Normale SN = 



Die Subnormale CJV=^ 

Bj 


Ronnslmaift ist für jedes Land das 
gesetzliche Maafs. Des jetzt fast ganz 
allgemeinen Verkehrs wepn zwischen al- 
len Völkern der Erde sollte ein Normal- 
maafs ein Maafs für alle Erdbewohner 
sein; ein solches Maafs sollte aber offen- 
bar die Beschaffenheit haben, dafs sämmt- 
liche Erdbewohner einerlei Ursach haben, 
es als Norm anzunehmen und anzuer- 
kennen. 


Das Hauptsächlichste aller Normalmaafse 
ist ein Normallängenmaafs, und ich habe 
in dem Art., Längenmaafs“ amScblnb 
nachgewiesen, dals es kein angemessene- 
res gehen könne als die Länge des im 
Aeqnator schwingenden Secundenpendels, 
welche mit der Länge des Meters übri- 
gens ziemlich nahe übereinstimmt. 

Ans dem allgemein geltenden Längen- 
maalse gingen unmittelbar die allgemein 
geltenden Flächen - und Körpermaafse 
hervor, und hierauf die allgemein gelten- 
den Oewichtomaafse , wenn jeder einzelne 
Staat damit einverstanden ist, dafs man 
das Gewicht des von der Natur auf der 
ganzen Erde in gleicher Beschaffenheit 
verbreiteten Stoffs zu Grunde legt, näm- 
lich das (iewicht des destillirten Wassers 
in seiner gröfsten Dichtigkeit bei 1 Grad C. 


Rull ist ein Begriff, der nicht gegeben 
ist, und da man den Begriff erst ent- 
wickeln mufs, ein zusammengesetzter Be- 
griff. Der Begriff Null kann auf die ver- 
schiedenste Webe definirt werden: 

Null ist der Anfang des Entstehens 
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eines Etwas; denn jeder gegenwärtige 
Zeitau^enhlick ist eine Null, der Anfangs- 
punkt jeder zu ziehenden geraden Linie 
ist eine Null; Null Ist die Differenz zwi- 
schen gleichem Minuend und Subtrahend ; 
Null ist die Grenze des gleichartig Ent- 
gegengesetzten, z. B. in der Reine der 
additiven und subtractiven Logarithmen. 
Null und Nichts sind unterschieden, 
denn Nichts ist das Nichtdasein, das Nicht- 
vorbandensein eines Etwas. Null als 
Oröfse betrachtet und damit gerechnet 
gibt ungereimte Resultate (vergl. „Ab- 
surd). Gleichwohl wird Null als eine 
im Verschwinden begriffene Gröfse be- 
trachtet und damit rechnungsweise ver- 
fahren. 

RuUpankt ist der Anfa^spunkt einer 
Skala, einer Reihe, eines Winkelmessers. 

NoUieichen (O) das Zeichen für Null 
ist schon beim Zahlenschreiben und Zah- 
lenrecbnen von Wichtigkeit, wo mit dem- 
selben die Ordnnngsstellen , welche leer 
bleiben sollen, ansgefüllt werden. 

HnmtrirCD heifst jede nach dem de- 
kadischen Svstem geschriebene Zahl rich- 
tig aussprecnen und jede ausgesprochene 
Zahl dem dekadischen Sjrstem entspre- 
chend niederschreiben. 

Rmnerisch ist was bestimmte Zahlen 
betrifft als: numerische Gleichun- 
gen, solche, deren bekannte Gröfsen be- 
stimmte Zahlen sind, sie heifsen auch 
Zahlengleichungen im Gegensatz zu 
den Literal- oder Bnchstabenglei- 
ehnngen. 

Knnienu, die Zahl. Han nennt beson- 
ders Numerus die Zahl in Beziehung auf 


ihren Logarithmus und sagt; die Numeri 
und ihre Logarithmen. 

NDtation (Schwanken) der Erdaxe 
ist die fortdauernde Aenderung der Erd- 
axe in ihrer Parallelität mit sich selbst. 
Die Axe hat gegen die Axe der Ekliptik 
eine Neigung von 23iGrad, nämlich ge- 
rade so viel als die Schiefe der Ekliptik 
beträgt. Die Nutation besteht nun darin, 
dafs dieser Winkel fortdauernd bald ver- 
grüfsert, bald verkleinert wird. Es liegt 
dies in den verschiedenen Anziehungen, 
welche die Sonne und der Mond und be- 
sonders dieser auf unsere Erde ansüben, 
je nachdem deren gegenseitige Lagen 
verschieden werden: 

Die Bahn des Mondes ist gegen die 
Ekliptik etwa 5 Grad geneigt, die Eklip- 
tik gegen den Erdae(mator 23^ Grad. 
Nun stellen die Lagen des Mondes gegen 
die Erde sich folgender Art: Tritt der 
aufsteigende Mondknoten in den Früh- 
lingspunkt, so hat der Erdaequator gegen 
die Mondbahn eine Neigung von (23J + 5) 
= 28 j Grad, und tritt er in den Ilerbst- 
punkt, so haben beide eine Neigung von 
(23J — 5)= 18| Grad. In dem ersten Fall 
wird die Erdaxe von dem Pol der Eklip- 
tik um 9 Secunden entfernt, in dom zwei- 
ten um 9 Secunden genähert, so dafs 
die jährlichen Neigungsändernngen durch 
den Mond allein 18 Secunden betragen 

Hierzu'kommen noch die Aendernngen, 
welche aus dem Vorrücken der Nacht- 
gleichen hervorgehen , welche also die 
Sonne durch Attraction, und zwar eben- 
falls regolmäfsig periodisch bewirkt. 

Ferner die Störungen durch Annähe- 
rung gröberer Planeten in verschiedenen 
Richtungen, besonders des Jupiters. 
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Obere Halbkngel, Himmels- and Erd- 
haltikuKel, s. v w. .Nördliche Halb- 
kagel‘; eine uaeigentliche Bezeichanng. 

OberUebe ist Begrenzung eines geo- 
metrischen Körpers , als Flache ist sie 
kein Theil desselben, durch ihre Form 
aber bestimmt sie zugleich die des Kör- 
pers selbst. Sie ist eben oder uneben. 
Ebene Uberflächen sind drei- und mehr- 
seitige Figuren, die wiederum regelmätsig 
oder iinregelmärsig sein können. Sind 
sämmtliche Oberflächen regelrnäfsig, so 
ist auch der Körper ein regelmäfsiger. 

Krumme Oberflächen pbt es von un- 
zählig vielen Formen, dagegen werden 
nur solche geometrisch betrachtet, die 
nach einem bestimmten Gesetz gekrümmt 
sind. Die am meisten vorkommenden 
kmmmen Oberflächen sind die Umdre- 
hnngsflächen, Flächen, die dnreh Umdre- 
hnng von Linien nm Axen entstanden 
zu denken sind oder anch wirklich so 
construirt worden. Die durch Umdrehung 
gerader Linien erzeugten Oberflächen 
sind die Cvlinder- und die Kegelfläche. 
Im ersten Fall liegt die erzeugende ge- 
rade Linie der Äxe, im zweiten Fall 
nicht; auch ist in diesem zweiten Fall 
nicht nüthig, dais sie mit der Axe in 
einerlei Ebene liege. Liegt eine gerade 
Linie normal der Axe und dreht sich in 
einer auf der Axe normalen Ebene, so 
entsteht ein Kreisring. Von den durch 
krumme Linien besäriebenen Flächen 
betrachtet man nur diejenigen, deren Er- 
zengnngslinien selbst eine geometrisch 
zu betrachtende Form besitzen; als die 
Kngelfläche , die Flächen aus den Kegel- 
sehnittslinien , der Cycloide u. s. w. 

Die krummen Oberflächen sind entwe- 


der erhaben (convex) oder hohl, 
(concav). Concave Oberflächen scblie- 
isen niemals einen Kaum, sie begrenzen 
nur Körper in Verbindung entweder mit 
erhabenen Oberflächen und geben mit 
diesen ring- oder schalenförmige Körper, 
oder mit ebenen Endflächen. 

Die Oröfsenbestimmung einer Yon Cur- 
ven begrenzten Ebene, s. Bd. II, pag. 192 
mit Fig. 540, die einer durch Umdrehung 
von Curven erzeugten Umdrehungsfläche 
pag. 193 mit Fig. 541. 

ObJectlTj s. V. w. .Objectivglas“ 
in einem Fernrohr. 


ObJectiTdlOpter die dem zu visirenden 
Punkt angewandte Diopter. 

OblODglun ist ein rechtwinkliges Paral- 
lelogramm mit ungleichen Seiten. 

Occideu, s. v. w. .Abend, Abend- 
punkt*. 

Octaeder ist einer der 5 vieleckigen 
regulären Körper oder Polyeder, welche 
zur Untersochung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wörterbuch er- 
halten sollen. 


Das Octaeder wird von 8 regelmäfsigen 
Dreiecksflächen eingeschlossen, es bat 12 
gleich grofse Kanten und 6 vierflächige 
Ecken mit 24 gleichen ebenen Winkeln. 

Bedeuten ta, n, y, n, k, rund R, fer- 
ner J‘‘ und J’ dasselbe wie in dem Art. 
.Dodekaeder* so ist hier: 
m = 4, n = 3, Ai = 8 
180® 


sin = • 


180° 


eot 45° 

'üiTeo®" 


U'6 


HB 


B 
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Octaeder. 

«=109° 28’ 16" 

Ä = j * ty i n . /J 45" = J * 1 2 

= 0,707 1068 X * 

'2 45° 

= ''-?;r6o" =■•'•* 

= 1,732 0508 xr 

r — J k ty ) o . cot 60° = J | 6 

= 0,408 2483 x k 


= 0,577 3603 X ß 

k = 2RcoHa-col 45°=Ä12 

= 1,414 2136 X ß 

= ir cot ^ n • lg 60° = rl 6 

= 2,449 4897 X r 

1 nä» col 60° = 1 ** 1 3 

= 0,433 0127x4* 

= nß* cot* 1 n • cot 60° ■ cot* 45° = J ß* 1 3 

= 0,866 0264 X ß* 

= nr* cot* . ty 60° = f r* p3 

= 2,698 0762 X r> 

J* = ,>,» ft'*’ 'J i n ■ 60° = 4 pa 

= 0,471 4045 X *» 

= J » A’ß* col* 4 n • cot* 60° • cot* 45° = } ß* 

= 1,333 3333 xß* 

= J I» Nr* col* in ‘lg 60° = 4r* y'3 

= 6,928 2032 X r* 


Octaeder (Kryst.) l. «ie das |;eome- 
triscbe reeelmärsige U. gestaltet (s. Bd. I, 
pag. 257, rig. 138 punktirt) ist eine der 
Urundfomien des regulären oder isome- 
trischen Systems. 

2. Das quadratische Octaeder. 
(Die quadratische Pyramide) mit quadra- 
tischer Basis i}/>£<7 (Fig. 138, Bd. I, pag. 
267) gehört zu dem tetragunalen , dem 

uadratischen Sy.<<tem und ist eine Urnnd- 

irni desselben. Ks hat 8 gleiche gleich- 
schenklige Dreiecke , 8 gleiche Scbeitel- 
kanten AB, AD, h'E..., 4 gleiche Rand- 
kanten BG..., 2 gleiche gleicbkantige 
Scheitelecken A, f; 4 ungleichkantige 
Randecken, B, />, E, G. AE zwischen 
den Scbeilelecken ist die ilauptaxe, BE, 
DG zwischen den Randecken sind die 
Nebenaxen. Ist die Ilauptaxe länger als 
die Nebenaxen sind, so heilst das 0. ein 
spitzes, ist sie kleiner, ein stumpfes 
Octaeder. 

3. Das rhombische Octaeder, Or- 
thotyp, gehört zu dem rhombischen, 
dem ortbotypen System und ist eine 
Grundform desselben. Es hat eine rhom- 
bische Basis, 8 congruente ungleichseitige 
Dreiecke; 12 Kanten, nämlich 4 schär- 
fere und 4 stumpfere Scheitclkanten und 
4 gleiche Randkanten. Von den 6 Ecken 
sind die beiden Scheitclccken gleich, die 
Randecken sind 2 gleiche .«pitzere und 
2 gleiche stumiifcre. Ist die llaupta.xe 
gröfser als die Nebenaxen, so heifst das 
0. ein spitzes, ist sie kleiner, ein 
stumpfes Octaeder. 

4 Rectanguläres Octaeder gehört 
zu dem rhombischen System und ist eine 
(irundform desselben. Die Basis ist ein 
Rectangcl. Es hat 4 gröfsere und 4 klei- 
nere Reiche gleichschenklige Dreiecke, 


12 Kanten, und zwar 8 gleiche Scheitel- 
kanten, 2 kürzere und 2 längere; gleiche 
Randkanten; 6 Ecken, wovon die Deiden 


Fig. 849. 



Scheitelecken gleich nnd gleichkantig; 
die vier Randecken gleich und ungleich- 
kantig sind. Die Ilauptaxe verbindet die 
Scheitelecken. 

ö. Klinorbombisches Octaeder, 
2 und 1 ^liedriges 0., gehört zu dem 
klinorhombischen Svstem. Es hat 8 un- 
gleichseitige Dreiecke zu Flächen, von 


Fig. 8.V0. 



welchen Je 4 gegenüberliegende einander 
gleich sind, nämlich die beiden oberen 
vorderen mit den beiden unteren hinte- 
ren nnd die beiden unteren vorderen mit 
den beiden oberen hinteren Flächen. 12 
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Kanten, die viererlei sind: Nämlich 4 
Scheitelkanten ACi von denen je 2 ge- 
genüberliegende gleich sind, 4 gleiche 
Scheitelkanten BC niid 4 gleiche Seiten- 
kanten AB. Die 6 Ecken sind dreierlei, 
nämlich die beiden dreierlei kantigen 
Endecken C an den Enden der Haupt- 
axe, 2 dreierlei kantige Seitenecken A 
und 2 symmetrische Seitenecken B. 

Octaederecken (Kryst.) heifsen die vier- 
flächigen Ecken, so wie Hexaederecken 
die dreiflächigen (vergl .Dodekaeder'*} 
OcUedraUahlen, s. u. .Fignrirte 
Zahlen“, pag. 101 mit Fig. 639 und 640. 

Octangal, Octangulum, s. V. w. 
.Achteck*. 


Octaat ist der achte Theil einer Kreis- 
linie. Auch wird so jeder Ort des Hön- 
des genannt in der Mitte zwischen den 
Orten des Vollmonds, des Neumonds und 
der beiden Viertel. 

OctOgOD, üctogonum, s. v.w. .Acht- 
eck “. 

Octogonalaahlsn sind diejenigen Po- 
lygonalzablen , deren Bildung das Acht- 
eck zu tirnnde liegt. Es verhält sich 
mit diesen Zahlen wie mit den Dekago- 
nalzablen und ihre Entstehung ist wie 
Fig. Ö56, pag. 262, wenn man Achtecke 
statt der Zehnecke cunstruirt. Die Zah- 
lenreihe ist 


1 • 8 • 21 • 40 • 65 n (3;i - 2) 

1. Differenzenreihe 7 • 13 • 19 • 25 

2. Differenzenreihe 6 • 6 • 6 


Die Summe der ersten n Octogonalzah- 
len ist (« + 1)(2» — 1). 


die Hubhöhe, die zu 1,309’ angenommen 
wird. 


Ocalar, s. v. w. .Ocularglas in 
einem Fernrohr* (s. auch .astro- 
n omisches 0.). 

Ocalardlopter ist die dem Auge zn- 
gewandte Diopter. 

Oalmtthle mit Stampfen undSchlä- 
gerieug, wobei Wasser die wir- 
kende Kraft ist. 

Annahmen. 


Aus der Figur ist ersichtlich, dafs der 
sechste Daumen bei fangreifl, wenn der 
erste bei e losläfst. Die 40 Daumen wer- 
den, wie im Maschinenbau gelehrt wird, 
nach gewissen Regeln auf dem Mantel 
der Vfelle neben einander eingelucht 
Den Abstand nimmt mau gewöhnlich zu 
7 Zoll an. 

Der Winkel abc ist = 45°; denn da 40 
Daumen in gleichen Entfernungen in der 



1. Die Mühle soll 10 Paar, oder 20 
Stück Stampfen haben. 

2. Sie soll zweihebig sein, d. h. 
für jeden Stampfer sollen sich zwei 
Daumen auf der Welle befinden, 
mithin wird die Welle 40 Daumen 
erhalten. 


3. Die Hubhöhe eines jeden Dau- 
mens soll wie gewöhnlich 16 bis 
17 Zoll betragen. 

4. Wird angenommen, dafs immer 
fünf Stampfen in Bewegung sind. 

5. Das Wasserrad sei 16 Fufs hoch. 


6. Der eingetauchte Theil der 
Schaufeln betrage 9 Zoll. 

7. In Bezug auf 3 und 4 ist 1 
Fufs 8 Zoll = 1| Fufs eine zweck- 
mäfsige Abmessung für den Tbei- 
Inngsnalbmesser der Daumwelle. 


Berechnung einiger 
sione n. 

Wie bemerkt sollen 
auf der Daumwelle 


Welle cingclocht werden, so wird die Ent- 
n 5 Stampfen zugleich fernnng von Mitte zu Mitte je zweier Dau- 
haugen, mithin ist rf men 9° betragen, mithin ^u5r = 45° sein. 


Oelmühle. 
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Mach Evtelw. Statik §. 28! beieichnet 
ß den Zew > <!«' noch bestimmt werden 
muts. Zu dem Ende verhält sich hf-.(e 
= l -.lg ß oder 1 }' : 1,309' = 1:1g ß, es ist 

also lgß= • ’j p = 0,7854 = lg 38° 8’ 46". 

Die schon angei'ebene Ifubhühe e( ist be- 
kanntlich = dem Bogen fa = *. 

360° 

Demnach 2 • nbf = * 


3. Der mechanische Widerstand. 
Bestimmnng des' statischen Wi- 
derstandes. 

Gewicht des Holzes. 

1. Ein Stampfer zu 13|^ Puls lang (gi 
wohnlich 15 Puls) 5 Zoll und 54 Zoll ii 


oder 


daher 


2 • IJ 


’ 7 ' 


360° 
‘ 4^ 

1| 


A = 8A, 
22 


uiiiu 91-avi- V asui 

so wäre in Bezug auf die Pigur Z 
= 4 • 9° = 36°, daher r • arc 36° = A, 


I h'uls) 

Geviert, also IS^x^^x 


e- 

ins 


51 _ 

12 


i 5 ^ : 

2,4305 Cu- 


A = 2 . — — - = 1,309' 

0 

Umgekehrt kann man aus der gegebe- 
nen Hubhöhe die Anzahl der Daumen, 
und den Durchmesser des Theilrisses der 
Daumenwelle finden. 

Es ist nun noch zu untersuchen, oh es 
auch zweckfliäfsig sei, 5 Stampfen zu- 
gleich auf die Welle zu hängen 

Nähme man statt 5 nur 4 Stampfen, 

Z “äc 
also 

r = — - — Da aber schon ein Baum 

arc 36° 

vom Halbmesser 1}' auf die hier erfor- 
derliche Länge selten ist, so ist es nicht 
rathsam, den Halbmesser noch gröfser an- 
znnehmen. Nimmt man aber 6 statt 5 
Stampfen, so ist oic = 6x9° = 54° mit- 

hin r = r^,- 

arc 54 

Es ist also hier r< 775, so dafs 

arc 45 

die Welle sehr leicht zu schwach werden 
könnte, und ein Zusammendrehen mög- 
lich wäre. Diesem Zufolge ist die ange- 
nommene Zahl von 5 Stampfen zweck- 
mäfsig und beiznhehalten. 

Uebrigens ändert sich der Moment der 
Last wenig, ob man 4, 5 oder 6 Stam- 
pfen annimmt. Denn so wie die Anzahl 
der Stampfen, die zugleich auf der Welle 
bangen, zunimmt, nimmt der Tbeilungs- 
balbmesser der Danmenwelle ab, und um- 
gekehrt. Nur ist die Reibung bei 6 Stam- 
pfen etwas gröfser als wie bei 5 , nnd 
eben so bei 5 gröfser als bei 4 Stampfen. 
Bestimmung der im Theilrifs der 
Daumen welle erforderliche Kraft. 

Die hierzu überwältigenden Widerstände 
sind dreierlei Art. 

1. Der statische Widerstand (Gewicht 
der Stampfen). 

2. Det Reibungswiderstand an den Schei- 
delatten. 


bikfufs. 

2. Eine Unbelatte 8 Zoll lang, 5 ZollQ 
stark = 0,1158 Cubikfufs. 

Summa an Holz für die Stampfer 
2,5463 Cubikfufs, daher das Gewicht = 
2,5463 X 66x 0,755 = 126,9 Pfund. 

Gewicht des Eisens für einen 
Stampfer. 

Ringe und Nägel etw a 10,66 Pfund 
Summa 137,56 Pfund. 

Dieses macht für die 5 Stampfen, die 
zugleich auf der Welle hangen 5x 137,56 
= 687,80 Pfund. 

Bestimmung des Reibungswider- 
standes. 

Wenn f die Kraft bezeichnet, welche 
am Ende der Hubelatte vertikal aufwärts 
angebracht, die Reibungen an den Scbei- 
delatten und am Daumen das Gleichge- 
wicht hält, so ist 


P'ig. 852. 
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2* d + ^<(e— 24)+(c— 2ua + 2 b4)Ij/J 

^ (1 — /i’)c+ (2i + 2a /jjJu’ 

Es sei nun 

^ = ,<, = 0,107 (Eichen auf Eichen) 

i = 8 Zoll + y I - = i Fufs 

e=7)Fuis (so grofs wie möglich siehe 
Statik.) 

k = 1 Fufs (so klein wie möglich) 
a= I] Fufs der Theilungshalbmesser der 
Welle 

ß= 38° 8’ 46" und Q = 687,80 Pfund. 

Setzt man diese Werthe in obige For- 
mel, so erf^ebt sich: 

f= 50,65 Pfund. 

Nur io demjenigen Falle, wo lgß< 
— — ^ — — findet die Formel III. für f 

ftn 

ihre Anwendung; im entgegengesetzten 
Falle aber die Formel II. 

Bestimcnung des mechanischen 
Widerstandes. 

Die bewegende Kraft, welche zu der 
Irigen Uasso Ton 5 Stampfen erforder- 
lich, ist 

P=4a'^ 

In diesem Falle ist S = 1,309, JV = 
687,80 Pfund (5 Stampfen) 15,625 Fufs. 

Die Zeit T, die dem durchlaufenen 
Wege jf zngehört, ergibt sich anf folgende 
Weise : 

Es wird angenommen dafs das Wasser- 
rad sich 7mai in einer Minute herum- 
drehe, so dafs es za einer Umdrehung 
60 

■j- = 8,57 Secunden nöthig hat. Es habe 
Fig. 853. 



ferner das Stirnrad a 68 Zähne und der 
Drehling 6 habe 32 Stücke, bei einer Thei- 
lung Ton 4}^ Zoll. Dann ist 68:1 Um- 
gang = 32 zu der Anzahl der Umläufe 

des Drehlings = ^ = 2>I25i d- h- der Dreh- 
ling dreht sich 2,125 mal herum, wenn 
sich das Wasserrad und mit diesem das 
Stirnrad einmal herumdreht. Nun aber 
braucht das W'asserrad 8,57 Sekunden, 
man hat also die Gleichung 

1 • 8,57 Sec. = 2,125 • t Secunden 
8 57 

also X = ’ ~ = 4,033 Secunden, 

Jf 1 25 

welche der Drehling, oder die Daumen- 
wolle zu einem Umgänge braucht. 

Nun verhält sich: 

45 / 

Ein Umgang:4,033 Sekunden - 3^^“*' 

45 

gänge : T und hieraus ist T = 4,033 • — 

«5oO 

= 0,504 Sekunden = die Zeit, welche jeder 
Daumen vom Angriffe bis zum Loslassen 
der llebelatte gebraucht, od.er in welcher 
letztere die Hubhöhe S=l,.309 Fufs er- 
reicht hat. 

Substituirt man diese Werthe in P, so 
ergibt sich: 

/* = 226,83 Pfund 

Die Summe der im Theilrifs der Dau- 
menwelle erforderlichen Kraft zur Hewe- 
gung der 5 Stampfen ist also 
= 687,8 + 50,65-f 226,83 = 965,28 Pfd. = Q. 

Es ist aber noch nicht auf das Schlä- 
gelzeug Kücksicht genommen worden, 
wozu die erforderliche Kraft weiterhin 
bestimmt werden wird. 

Reduktion der Kraft Q anf den 
Theilrifs des Drehlings. 

Es ist hier a der Halbmesser des Dreh- 
lings, mithin 32 mal der Theilung des 
Drehlings = 2;ra und hieraus 




2.-I 


— = 1,9 Fufs 
22 ’ 


r der Halbmesser des Theilrisses der 
Welle = 1} Fufs. 

fl = der Halbmesser der Zapfen 
= 5*4 Fufs. 

0 = 965,28 Pfund. 

•f iiarli einer nngefrdiren Schätzung 
- 6355 Pfund, d. h. ilas Gewicht der 
Daumenwellc nelu^t Zubehör. 

Die He.'tiinniung der Welle n und ß 
ist hier etwas .schwieriger. Es bezeichne 
a das Stirnrad, II. den Drehling für deu 
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noch aafser Acht gelassen werden 
kann. 

Die Lage der Drehlinge gegen ac bän^ 
von Umständen ab, die bei jeder MüUe 
verschieden sind. 


Bei diesem Fall ist der Abatand ie 
■■ 2k Fufs. 


68 


12 


Ferner ist — ^ =d, 06 Furs dea Halb- 

^•T 

messers des Stirnrades, also ai = 4,06 
+ 1,91 = 5,97 Fufs. 

,i« = siH 22» 8’ 27’’ 

ab 5,97 

Nun ist nach der Figur n = 3i - 
= 270° - 22° 8’ 27" = 247° 51’ 83" und 
ß= 90°. 


Stampfer und I. den für das Schlä- Setzt man diese Werthe in die gedachte 
gelzeug, welcher Letztere jedoch hier Formel, so kommt: 


3072,81-2,99 2588238,4-23631,61 

^ 3_6S + 3,65 

oder P- 2 >'.841,04 + 7026,32 = 0, 

also r = 841,04 i 1/4716,28 = 841,04 + 68,7 = 909,74 Pfhnd 


= der im Theilrisse des Drehlings erfor 
derlichen Kraft zur Bewegung der 5 Stam- 
pfen. 

Bestimmung der Kraft zur Bewe- 
gung des Schlägelzeuges. 

Beilänhg wird bemerkl, dafs nach 
Beobachtungen in gut eingerich- 
teten Oelmublen, die gröfste Ab- 
weichung des Schlägels von der 
Vertikalen zwischen 18° bis 19° 
lallt. Ks ist hier dafür 18° 15’ 
angenommen. 

Das Moment der Kraft wächst 
mit dem Abweichungswinkel des 
Schlägels von der N^rtikalen, so 
dafs also für diesen Fall das Mo- 
ment der Kraft bei 18° 15' ein Ma- 
ximum ist. Man wird also, indem 
man dieses Maximum sucht, sicher 
geben und einen l'eberschuls an 
Kraft erhalten. 

Wollte man das Moment von 2 
und 2 (iradeii suchen, nml die 
Somme dieser Momente durch die 
Anzahl derselben dividiren, so 
würde man sich unnöthiger Weise 
in eine weitläufige Rechnung ver- 
wickeln, indem doch am Ende das 

S efundene Resultat dem obigem 
laximum gleich gesetzt werden 
müfste. 

Es sind hier wierlerum 3 Wider- 


stände in Betracht zu ziehen, and zwar: 

1. Der statische Widerstand. 

2. Der Reihnngswideratanll und endlich 

3. Der mechanische Widerstand. 


Fig. 855. 
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welle als Drehponkt beto- 

§ en, folglich liegen anrh 
ie AbsUnde für die ein- 
zelnen Momente in einer 
durch diesen Mittelpunkt ge- 
dachten horizontalen Ebene. 
Die Summe der Momente 
auf der linken Seite von 
der Vertikalen mufs von 
der Summe der Momente 
auf der rechten Seite ab- 
gezogen werden, weil jene 
der Kraft zu Hülfe kommen. 
Die Momente auf der 
rechten Seite aind: 

1. Vom Schlägel. Die- 
ser ist von Eisen. Das 
Stielloch kommt in Abzug, 
es ist 7” im □. Der Ab- 
stand vom Mittelpunkt der 
Welle bis zum Schwerpunkt 
des Schlägels ist lä{ Fuls 
oder eigentlich l&H Fufs, 
indem dieser Abstand um 
1” zu lang genommen ist. 
Bezeichnet nun t die Kraft 
Bestimmong des statischen Wi- in Pfunden, die an der Zugstange erfor- 
oerstandes. derlicb ist, um dem Momente des Scblä- 

Die hier folgenden statischen Momente gels bei 18° 15' das Gleichgewicht zu bai- 
sind auf dem Mittelpunkt der Schlägel- ton, so ist: ai* • M - ac x oder: 


Fig. 866. 



(I* 


also 


I* • 1 - i’r • v’i^ X 66 X 7,2 • 16* X sin 18° 15’ = 5,5 (cos 18° IS*) 
nii- vV xyz X 662 ^^ l^injgljh' ^ 

5,5 cos 18° 16 


2. V^om Scblägelarme. Dessen der Welle entfernt. Seine Länge ist 
Schwerpunkt liegt mit dem Stück im 15* Fnfs, Breite nnd Höhe = 7 Zoll, also 
Schlägel auf 8]** Fnfs vom Hittelpnnkt ad'N=acx 


oder 


8,^ sin 18° 15' • 15* * • 66 • 0,765 

■ 6,5 cos 18° 15’ 


= 131,148 Pfund. 


als erforderliche Kraft an der Zugstange. 

3. Von der SchlägelscKeere. Hier- 
bei werden, um Weitläufigkeiten zu ver- 
meiden, die ansgeacbeerten Theile für 


voll gerechnet. Sie Ist 6*Fub lang, 7 
Zoll im □ stark. Ihr Schwerpunkt ist 
4 Fnfs von der Mitte der Welle entfernt, 
mithin ist 


4 sin 18° 15’ • 6* . • A • 66 • 0,755 

6,5 cos 18° 16' 


= 10,786 Pfund 


als erforderliche Kraft an der Zugstange, dem Mittelpunkt der Welle entfernt. Sie 

4. Von der Schlägelschiene. Ihr ist 9* Fnfs lang, i Fufs breit, * Fufs staA| 

Schwerpunkt liegt = 8* Fnfs von “ "P“ 

♦ 


8* sin 18° 15’ • 9* • i • * • 66 • 0, 766 
6,5 cos 18° 18* 


= 22,143 PAind. 


IV. 


14 
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ab erforderlicbe Kraft an der Zog- 
sUnge. 

Äddirt man diese einzelnen Kräfte an- 
sammen, so erhält man die Summe der- 
selben = 297,048 Pfund, welche an der 
Zugstange angebracht werden müfsten, 
wenn der Schlägel um 18° 15' Ton der 
Vertikalen abgewichen ist. Es kommen 
aber noch zuvor die Momente auf der 
linken Seite in Abrechnung. Diese sind; 

1. Von dem Zngarme. Sein Schwer- 


54 

punkt liegt um -^-1-} Fufs von der Mitte 

der Achse entfernt Er ist 54 Fufs lang, 4 
und ^5 Fufs breit. Demnach ist, wenn x die 
Kraft bezeichnet, .die in dem Abstande 
von 5,5 ro< 18° 15’ vom Drehpunkte ange- 
bracht, dem Momente + l)™» 18° 15' 

mal dem Gewichte des Hebelarmes das 
Gleichgewicht hält, oder: 


^ -H c«i 18° 16' • 6| . i • A • ee . 0,755 

5,5 cof 18° 16’ 


= x = 24,22 Pfund. 


2. Von der Zugstange. Von dieser wicht =} x 4 x 4 x 66x0,755 = 3,69 Pfund 

kommt nicht das Moment in Betracht, (Eichenholz). Es ist also die Summe dar j 

sondern die gesuchte Kraft besteht schon auf der linken Seite wirkenden Kraft = | 

in dem Gewichte der Stange selbst, weil 60,809 Pfund. Man hat also ‘ , 

sie vertikal herabhängt, und während der 297,048 — 60, 809 = 236,239 Pfund als Kraft, 

Bewegung des Schlägels keine Winkel- die in dem Augenblicke, wo der Schlä- 

bewegnng, sondern nur eine Seitenbewe- gel seinen höchsten Stand erreicht hat, < 

gong macht. an der Zuglatte erforderlich ist, um dem 

Sie ist 1 1 Fufs lang, 4 Fufs im □ stark statischen Momente das Gleichgewicht zu 
und von Tannenholz, mithin ihr Gewicht halten. < 

= 11 • 1 • 4 • 66 • 0,725 = 32,896 Pfund. Bes timmu n g d es Reibu ngswider- 

3. Von der Zuglatte. Mit dieser Standes. 

verhält es sich eben so. Sie ist 8 Zoll Das Gewicht der Schlägelwelle mit Zu- 

larig und 4 Fufs im □ stark, also ihr Ge- behör beträgt: 

Für Welle fl2 • 14 • 14 + 2(1 • 4 • 4) >»] 0,755 • 66 = 1423,643 Pfund 

, Schlägelarm = 154 * A * r’i ' * ^>155 ~ 259,9 , 


11 

Schlägelscheere 

= 64 . 4 . A • 66 • 0,755 

= 

44,985 

s 

Zugscheere 

= 54 . 4 . A • 66 . 0,755 

= 

38,064 


Scheere 

= 94 • 4 . 4 • 66 • 0,755 

= 

42,822 

• 

Zugstange 

= 11 - 4 . 4 - 66 -0,725 

= 

32,896 

a 

Zuglatte 

= J • 4 • 4 • 66 - 0,755 

= 

3,691 

a 

Schlägel 

= (4-1-A-A)A-66-7,2 

t= 

139,71 


, Zapfen a 4 Zoll lang 3 Zoll Dorchm. incl. Blätter 1 


und 1 Zoll starte 

= 94,56 

a 

, 4 Ringe I 4 Z 0 II breit und A t^'nfs stark 
, 4 viereckige Ringe neben den Armlöchern 

= 23,335 

a 

= 4 . 4 . 14. 4. A • 66 . 7,2 

= 79,2 

Summa 2-182,811 Pfünd 


Hierzu kommt noch die Kraft, welche 
dem statischen Widerstande das Gleich- 
gewicht hält, weil sie durch ihre senk- 
rechte Wirkung die Reibung vermehrt. 
Demnach ist das Gewicht, welches Rei- 
bung verursacht = 2182,811 -b 236,239 
= 2419,049 Pfund, und setzt man die in 
der Zugstange erforderliche Kraft für das 
Gleichgewicht mit der Reibung = f, 
so ist fa eoi x(i = figQ, 


a cot ip 

wo P = 2419,049 Pfund, p = 4 = Halb- 

messer des Zapfens, a=5,5; ^=0,1; 
i/'=18° 15’ ist. Es ist also 
f= 5,789 Pfund. 

Bestimmung des mechanischen 
W iderstandes. 

Die Momente derTrägheit sind: 


Digilized by Google 


Oehnflhle. 


211 


Oelmfible. 


Fi(f. 857. 



= A’ • S'»' = /ffy y + f!- 

Kür x=a ist das Moment =0, in- 
dem (las Stück des Scblägelarms, wel- 
ches in der Welle sitzt, zu letzterer 
;»erechnet wird. 

.5 


Also 


also 


ISY 3“+^ = 0 

(I* 

Const. = -/yyy 


1. Des Schlägels. Wenn man an- 
nimmt, daTs die ganze Masse des Schlä- 
gels Ton 139,71 Pfund im Schwerpunkt 
desselben yereint ist, so bat man 

(I + Idf -+ A)’ 139,71 = 34840,43 Pfund 
welche Hasse in dem Abstande Ton 1 
Fnis yon «lern Mittelpunkt der Welle ab, 
sich mit derselben Geschwindigkeit be- 
wegen würde, als die Masse yon 139,71 
Pfund im Abstande yon (j + 14J -f jV) Fufs. 

2. Des Schlägelarms Dessen Quer- 
schnitt sei f und die ganze Masse sei in 
der Mittellinie yereinigt, so dafs der Schlä- 
gelarm als eine schwere Stange anzuse- 
hen ist. Ist nun der Ab.stancf eines be- 
liebigen Punktes des Schlägelarms yon 
der Scblägclwelle =x, so ist der Inhalt 
yon der Höbe Da: = ftix, also des Gewichts 


mithin da^ yollständige Moment für 
die Hänge des Arms 

= x = {gyi^^) 

nnd für x=b oder die ganze Länge 
des llebelsarmes ist daher das Moment 

der Trägheit = fjy ( * - g Nun ist f 

= iV= MDFnfsj y=66Pfnnd, g 
= 0,765 = (spec. Gewicht) 5 = 9 Zoll -b 14 
Fnfs 9 Zoll -I- 7 Zoll = 16* Fufs, a = \ Fufs, 

also fgr = 23512,37 Pfund. 

3. DerSchlägelscheere. Dazu kann 
man wieder die eben gefundene Formel 
anwenden. Nun ist aber * • 1 = A > 
y = 66, J = 0,755; i = 6J Fufs -bj Fnfs = 
7i Fufs; a = J Fufs. 

Also = 878,1 3 Pfund. 

4. Der Zngarme. Da hier f=-ffk 
= A DFuls, }- = 66, j = 0,756 ; i = 5J -b 1 
= 6i Fnfs, a = i Fufs, 


Fig. 858. 



= fbxgy, mithin das Moment der Träg- 
heit = x*fQx gy, mithin das Moment des 
Schlägelarms yon' der Länge x 


so ist fgy = 562,24 Pfhnd 

5. Der Schlägelschiene. Es sei 
dh = X, *i = dx, dg = a, dv = b, ^cdA — p. 

Nimmt man in der Schiene AB einen 
beliebigen Punkt n an, so ist die diesem 
l’unkt zugehörige Ordinate nh = x ig q 
nnd wenn dä = x und Ai = nr = dx wächst, 
so ist Dx sec p = nA , 
also x’ lg p’ • / • 8x sec p gy = dem Mo- 
mente der Trägheit der Schlägelschiene 
yon der Länge 8x sec p. 

.Mithin fgy sec p • lg p’/x’ Ox -b C 

= fgy sec (< • Ij p* • y -b C 

= dem Momente yon der Länge der 
Schiene — ' iwn. 

Für x = dg — a ist aber 

fgy sec p • lg p* y -b C = 0 

41 ® 

also C = — fgy ‘Step ‘lg 


14» 
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mithin das vollständige Moment 
fGr die Länge der ScUene 

/x»- o>\ 

- fyy $er p • p’ ^ ^ — J 

Für X — Je = b erhält man 
nnn endlich das Moment der 
ganzen Schiene 

= fyr »«■ ?•»?(>*• 3 — * ) 

Es ist aber 

f=l- i = A. 

5 = 0,758, 
y = 6C, 


«n p : 


, = 4P. = i£^’^ = lirl* = y = riH37°47' 36” 
Am Am 7| 

also p = 37° 47' 36". Um a und b zu bestimmen, so verhält sich 
<5 : (m = ms : md oder 4J : 7J = 6J : md. 


woraus md = 14^ = 10,2’ und dB = md-mß = 10,2’ - 8" = 9,634' 

mithin dg — a = dB • cos q — 9,534 cos • 37° 47 36 = 7,53 . 

Ferner ist Ad • cos p = rfc oder (d4l + Im -f md) cos q 
oder (8" + 7|' + 10,20 • coj 37° 47' 36" = A = 14,77'. 

Es ist also • 5 • y • sec p • <5 p* ^ — ) = 3312,63 Pfund. 


6. Die Schlägelwelle. 
a, der Theil zwischen den beiden Häl- 
sen ist 18 Fufs lang und 11 Fufs im □ 
stark. 

In Bezug auf nebenstehende Figur ist 
4- die Entfernung des Elements 
vom Mittelpunkt der Welle. 

Setzt man nnn die Wellenlänge = I, 
so ist das Gewicht des Elements 
= • Qfi l • g • y 

also das Moment der Trägheit dieses 
Elements 


Fig. 860. 



= 4 - 1 * ’8»> -Offly^ Cu’ 4- r’) Ov • 9.u ly = Igy • Ou • 8»’ • dr) 

Batrachtet man nun zuerst 8|U als Const so ist 

Igy 8uJ\ji’ Oy + y’dy)= Igy OfJ *' + ^) + ^ 


C ist, hier =0, denn für »< = 0 ver- 
schwindet der ganze Ausdruck. 

Für y = a ist obiger Ausdruck 

= ^y8^(/4*a4-‘'3) 

Betrachtet man nun y als constant, so 
ergibt sich durch Integration das Moment 


Für fl =0 verschwindet der ganze Aus- 
druck, mithin ist C=0. 

Für fl = a erhält man das Moment der 
Trägheit vom 4ten Theil der Welle 
= lgyi«*i 
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mithin ist das Moment der (ganzen Welle 
= iaUyg. 

Nnn ist a = |Furs, /=12Fufs, y = 66, 
g = 0,755, 

folglich I o* Igy = 504,50 Pfund. 

In aller Schärfe wäre es auch noch er- 
forderlich, das Moment der Trägheit für 
die Zapfen, die Halsringe, die Zapfenblät- 
ter, die Armring in der Welle u. s. w. 
zu bestimmen. Da diese aber gegen die 
Torher gehabte höchst unbedeutend sind, 
so kann man, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, sie aufser Betracht 
lassen. Was die beiden Hälse der Welle 
anbetriSl, welche eine konische Form ha- 
ben, so kann man diese als Cylinder von 
mittlerem Durchmesser betrachten. Dann 
ist das Moment der Trägheit f .ir* Igy. 

Für diesen Fall ist r=^, f=lFufs, 
y = 66, g = 0,755, mithin das Moment der 
Trägheit der beiden Hälse = 9,8 Pfund. 

Die Summe sämmtlicher Momente ist 
demnach 23620,1 Pfund, welche einem 
Abstande von 1 Fufs von der Welle in- 
gehören. Reducirt man diese auf den 
Bolzen der Zugstange, und bezeichnet die 
in diesem Abstande erforderliche träge 
Masse, damit die Beschleunigung der Ma- 
schine in allen Thellen dieselbe bleibt 
mit JT, so ist 

1*. 23620,1 =(5i)’-x 

also x = 2103,14 Pfund. 

(5)5) 

Hierzu kommt noch die träge Masse 
der Zugstange und Zuglatte 

= 36,58 Pfundj 

Also ist die ganze träge Masse 

= 2139,727 Pfund = iV. 

Bestimmung der bewegenden 
Kraft /', 

welche die träge Masse von 2139,727 Pfund 
in T Sekunden durch einen Raum von 
S Fufs zu führen im Stande ist. 

Es wird angenommen, dafs der Dreh- 
ling für das Schlägelzeug nicht wie der 
für die Stampfen 32, sondern 40 Stöcke 
habe. Des Stirnrad erhält, wie schon 
früher angegeben worden 68 Zähne, ^aus 
welchem Grunde die Theilung von 4J Zoll 
auch dieselbe bleibt. 

Wie schon früher angegeben, dreht sich 
das Wasserrad, mithin auch das auf der 
Wasserradwelle befindliche Stirnrad 7mal 
in 1 Minute = 60 Secunden herum, also 
einmal in V Sekunden. Nun verhält sich 
bei einerlei Theilung die Zeit eines Um- 
laufes, wie die Anzahl der Zähne. Be- 
zeichnet also X die Zeit, in welcher der 


Drehling der Schlägelwelle sich einmal 
hernmdreht, so ist* 

68 : V Sek. = 40 : x Sekunden 
woraus X = 5,04 Sekunden. 

Der Raum S, welcher die auf dem Bol- 
zen der Zugstange reducirte träge Masse 
N bei jedem Hube der Zugstange durch- 
laufen mnfs , ist genau genommen gleich 
dem Bogen cd; dafür kann man oessen 
Sinus nehmen, und dann ist 
S = ee = fdiin 18“ 15' = 6,5 liii 18” 16’ = 1,77' 
Um nnn die Zeit T zu bestimmen, 
welche zu dem Durchlaufen des Raumes 
$ erforderlich ist, sei der Halbmesser vom 
Theilrisse derDaumenwelle = r=l,25Fuls ; 
der Winkel, welcher der Hubhöhe tb = S 
zugehört = g, alsdann ist, da die Daumen 
nach der Kreis-Evolvente construirt sind 
r arc p = e6 oder 1,25 arc g = 1,77 Fufe 

I lf77 Q 1 e fl* 

also arc p = j-^ = 81 8. 


Fig. 861. 



Nimmt man nun die Bewegung des 
Wasser- also auch des Stirnrades durch- 
aus gleichförmig an , so müssen die 360° 
des Drehlings sich zu der Geschwindig- 
keit von 5,04 Sekunden, mit welcher er 
einmal hernmläufl verhalten wie der Win- 
kel g zu der Zeit T, welche zu dem Durch- 
laufen des Raumes S = tb = arc g erfor- 
derlich ist. 
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oder 360 : 6,04 = arc q : T 
nnd daraus ist 1,136 Sekunden. 

Dieser Werth für T ist aber zu klein, 
indem die Geschwindigkeit des Daumens 
nicht gleichförmig ist, sondern abnimmt, 
wenn der Winkel (;>) zunimmt. Es mub 
also, wenn die Uescbwindif^keit des Dau- 
mens kleiner wird, die /eit, in welcher 
es den Weg ei durchläuft, gröfser wer- 
den. 

Setzt man also diesen Werth von T in 

Gleichung P= ^N, so erhält man, da 

in diesem Falle AI = 2139,727 Pfund, S 
= 1,77 Fufs, r = 1,3G Sekunden , g = löt, 
/’ oder die Kraft, welche dem mechani- 
schen Widerstande in Pfunden gleich ist 
= 187,8 Pfund zu grofs, indem T zu 
klein ist. 

Näherungsweise ist also im Theilrifs 
der Daumenwelle eine Kraft erforderlich 
=(236,239 -I- 187,8) + 6,789 = 429,828 Pfund 
= dem statischen, mechanischen und Rei- 
bnngs widerstände. 

Ileifst diese Kraft F’, .so ist in Bezie- 
hung auf den Xheilrifs des Drehlings, 
wenn man dessen Halbmesser mit a be- 
zeichnet aV’ = r • 429,828 


Fig. 862. 


oder 


40 • — 
12 , 


2.^ 


= 1,26 . 429,828 


also ist F' = 


1,25 • 42 9,828 
2,4' 


=223,87 Pfund 


nähernngsweise die auf dem Theilrifs des 
Drehlinn rednciite Kraft, wobei die Kraft, 
die zur Ueberwältigung der Reihung zwi- 
schen Daumen nnd i^glatte, und Zahn 
nnd Stuck erforderlich, ganz aufser Acht 
gelassen ist, indem V' doch nur nähe- 
rungsweise bestimmt werden kann. 

Bezeichnet nun IV die Geschwindig- 
keit des Stirnrades, wenn das Schlägel- 
nnd Stampfwerk beide im Gange sind, 
F-l- F' die dazu gehörige Kraft, VF aber 
die Geschwindigkeit, wenn blos das Stampf- 



werk betrieben wird, und V die dazu ge- 
hörige Kraft, so ist im ersten Falle das 
Moment = VF' • (F+ V") und im zweiten 
Falle = VF . F. 

Es müfste also, wenn eine gleiche Ge- 
schwindigkeit stets stattfände 

VF. F= VF'(F-f F') sein, 
woraus VF : VF'= F-|- V : F 
oder VF : VF' = 909,74 -)- 223,87 : 909,74 
= 1133,61 : 909,74 

Q/kQ TA 

woraus VF' = ^ t • VF = 0,803 VF 

Bezeichnet nun ferner o' die Geschwin- 
digkeit des Tbeilrisses der Daumenwelle, 
wenn der Daumen arbeitet, hingegen o 
die Geschwindigkeit, wenn der Daumen 
nicht arbeitet; so ist klar, dafs VF' eben 
so oft in VF enthalten sein mnfs, als «' 
in » und daher e : r' = VF : VF' oder » : e' 
= VF : 0,803 VF oder r : e' = 1 : 0,803. woraus 
näherungsweise ebenfalls «' = 0,803 t. 

Ist ferner < die Zeit, in weicher der 
Daumen während einer Umdrehung arbei- 
tet, und t' die Zeit, in welcher er wäh- 
rend einer Umdrehung nicht arbeitet, so 
ist »’ der Zeit t und der Zeit t' zuge- 
hörig, nnd man hat 

360 : 2.7r = p : <r' = p : arc p, 
weil arc p = te' ist. 


also ist 


I 



81®«' 

360 


2 • 1,26 


0,803 c 


22 

7 


1 , 77 ^ 
0,803 V 


Eben so ist 360 : 360 — p = 2;rr : l'e 
oder 360® : 360®- 81® 8' = 2 • 1,25 • ” : «'» 
6,084 

woraus « =-! 

r 

Nun Terricbtet aber der Drehling in 
6,04 Sekunden einen Umgang, daher ist 


auch « -!-»*= 6,04 

mithin 6,04 = iT” 

0,8030 0 


2,204 -1- 6,048 

’=— 5704 — 


also C : 
nnd e'= 0,8030 = 0,803 . 1,644 = 1,320' 
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Hieraus geht nun herror, dafs t'T = S 
= der Hubnöhe oder dem Wege Ut, in 
welchem der Daumen arbeitet, mithin ist 
auch e(5,04— r) der Weg, in welchem 
der Daumen nicht arbeitet; beide Wellen 
xusammeDgenommen müssen aber der 
Länge des.Tbeilrisses .der Welle gleich 
sein, mithin hat man 

t'T + e (5,04 - D = 2 • 1,25 . 

oder 

1,320 • T + 1,644 (5,04 - T) = 2 • 1,25 • ”• 
iroraus T, als »weiter Näherungswerth 
= 1,325 Sekunden. 

Setit man diesen Werth Ton T mit 
Beibehaltung der übrigen Werthe in die 

s 

Formel P= —p N, so ergibt sich ein »wei- 
ter Näherungswerth für die bewegende 
Kraft P= 138,06 Pfünd, der aber in klein, 
weil T »u grofs ist. 

Hiernach ist also die Kraft, welche 


nähernngsweise im Theilrifs der Welle 
erforderlich ist 

= 236,239 + 138,06 = 380,088 Pfund. 
Diese wie oben auf den Theilrifs des 
Drehlings ledncirt, gibt 

197.96 Pfund. 
2,4 

Man hat also wiederum ' 
ty;W'=V'+V:V 

oder IV : W" = 1 97,96 + 909,74 : 909,74 
oder IV : IV = 1 107,70 : 909,74 

auch haben wiederum I, t> und »' die- 
selben Beieichnungen von vorher und 
daher e : «' = IV : W 
oder «:«’= IV: 0,821 »V 
also ist nähernngsweise 
»' = 0,821® 

ferner 360 : 2nr = p : »»' 


_ 2 _ 2 . V • 1,25 ( 81° 8') _ 2,165 

woraus ‘ - 360 . »’ 360 • 0,82‘l o » 


nnd 360:360-81°8’ = 2- ” • 1 •26:l’e 

, (278°62’).2. ” • 1.26 6.084 

woraus 1 = Z~~ 

360 «V 9 

Da nun I -!-(' = 5,04 Sekunden sein mufs, 

so ist auch 

* 9 9 


also 9 = 


1.636 Fufs 

5,04 


als »weiter nnd »war kleinerer Näherungs- 
werth weil der erste » = 1,644' gefun- 
den wurde. 


P= 138,168 Pfund als dritter Näherungs- 
werth der bewegenden Kraft. 

Behält man diese etwas »u grofse Kraft 
bei, so erhält man 

236,239 -H 38, 1 68+ 5,789 = 380,196 Pfd. = V' 
als Kraft, welche in der Zuglatte dem 
statischen, mechanischen und Beibnngs- 
widerstande gleich ist. 

Zur Ueberwältignng dieser Kraft, oder 
was einerlei ist, dieses Widerstandes, und 
der Reibung »wischen Daumen und Zng- 
latte ist nach Eytelw. Stat. §. 282 eine 

Fig. 803. 


Der erste Nähemngswerth für c war 
= 0,803 • e = 0,803 • 1,644 
der »weite Nähemngswerth ist aber 
= 0,821. » = 0,821. 1,636 


Da nnn.0,821 . 1,636 > 0,803 . 1,644, 
so ist auch der »weite Näherungs- 
werth für »' > als der erste, also die 
da»u gehörige Zeit oder der dritte Nä- 
herangswerth von T kleiner. Diesen 
findet man, wenn man auf dieselbe 
Weise wie vorher verfährt = 1,324 
Seknnden, welche dem »weiten Werthe 
von r= 1,325, aber beinahe gleich 
ist. 

Setit man also T = 1,324 in die 


Qleichnng erhält man 
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Enfl in dem Theiltiüi der Dtnmenwelle 
•rforderlich. 

^ = ( 1 +^* 1 »/») V 

Fni (üeaen Fall uUgß = = 54° 1 ’ 50", 

V = 380,96 Pfund, /x = * = 0,07. 


Daher V = 416,87 Pfand. 

Reducirt man nun diese im Theilrifi 
der Daumenwelle erforderliche Krall auf 
den Theilrifs des Drehlings, so ist nach 
Eytelw. Statik §. 238 



Für diesen Fall ist nun o = 2,4= dem p = | = dem Halbmesser der Za- 

iialbmesser vom Theilrifs des Drehlings, pfen , IH = dem Gewicht der Welle nebst 
r =1,35 = dem Halbmesser der Daumen- Zubehör = 902,47 Pfund. Es ist näm- 
welle, K,oderfnrdieFormeip = 416,87Pfd., lieh; 


1. Das Gewicht des Holzes. 

1. Welle 8 Fnls lang, 1 Fuls stark 

2. Drehlingskränze 2^ Fnfs Halbmesser auswendig, IJFars in- 
wendig, und J Fufs sUrk, 2 Fufs breit =(2i» - U») j . 2 . . 

3. 8 Arme, äliFnls lang, und i Fu& stark = 8- ll«,*, • i 

4. 40 Stöcke l^Fufs lang, A im Radius = 11 • . . 

6. 1 Zngdanmen, im Durchschnitt I Fufs lang, Fuls im □ 

- i’A'A- 

Summa 

Das Gewicht daron ist = 16,851 • 0,755 • 66 = 789,85 Pfund. 

3. Das Gewicht des Eisens. 

1. 4 Ringe = 4.1.^.1.* 

2 . SZapfen =2i.i.*.V + T-i*i 

Summa 


= 6,285 Cnbfuis. 

= 6,053 
= 1,666 . 

= 1.TI7 . 

= 0,130 

15,851 Cubfnfs. 


= 0,065 Cubfub. 
= 0,172 
= 0,237 . 


also das Gewicht = 0,337 • 66 • 7,2 = 
113,62 Pfand, mithin der obige Werth 
für M = 902,47 Pfund. 

Dm nun ferner o und ß zu bestimmen, 
so ist ä>jmp = äin. Es ist aber km die 
Entfernung des Mittelpunktes des Dreh- 


lings von dem Mittelpunkte des Stirn- 
rades = 2,25 Fufs festgesetzt. Ferner ist 
ki = kt + li = 4,06 4- 2,4 = 6,46 

, km 2,25 , 

also <m l' = -jj = also p = 20° 23'. 


Mithin a = mnl= 180° - inl = 180°- (90 - p) = 90° + p = 90° -l- 20°23’ = 1 10°23', 
/» = 270°. 


Oppoaltloil (Astr.}, s. u. ,Conjnnc- Werden nun von dem gegebenen Punkt 
tion und Aspeeten*. .als Anfangspunkt ab auf der dunh 

Ordlutei sind gerade Linien als Län- iha liegenden Linie in Abständen Punkte 
gen zu Bestimmung der verschiedenen ^nommen und von diesen Punkten die 
Punkte einer krummen Linie oder Fläche, Ordinaten unter dem constant bleibenden 
mit welchen diese selbst bestimmt wer- Winkel, also parallel untereinander nach 
den. Die Ordinaten sind also zuerst selbst <^an zu bestimmenden Gurren gezogen, 
ihrer Lage nach zu bestimmen, und dies ’at die Linie mit den fortschreitenden 
nschieht durch einen gegebenen festen Abständen die Abscisse und das (^or- 
Punkt, eine durch diesen Punkt gerich- dinatensystem heifst das der Parallel- 
tete gerade Linie und Winkel zwischen Co ordinaten. 

dimer Linie und den_ Ordinaten. Das Bleibt aber der Anfangspunkt auch als 
nMere Bestimmnngsstück der Ordinaten Fnfspunkt der Coordinaten derselbe und 
AbscUae, Abscisse und Ordina- werden die Ordinaten unter verschiede- 
ten beusen Coordinaten. nen Winkeln mit der gegebenen durch 
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den Punkt (rshsndsn Linie radieal eexo* 
gen, so ist dies System das der Polar- 
coordinaten. Der feste Punkt heilst 
der Pol, die constante durch den Pol 
gehende Linie die Polaraxe nnd die 
Terschieden genommenen Winkel sind 
die Polarabseissen. Das Nähere hier- 
über s. in den Art ,Abscisse, Coor- 
dinaten, Coordinatenazen, Coor- 
dinatengleichung. 

Ordnungen knunmer Unten, s. den 
Art. .Curren', Einleitung pag. 161 nnd 
No. 4, pag. 162. 

Organische Beschreibnng einer krnin- 
men Linie ist die Verzeichnung der Gurre 
im stetigen Zuge mit Hülfe eings In- 
struments , wie mit dem Zirkel die Kreis- 
linie beschrieben wird. Die Cycloide, die 
Epicycloide nnd die Ilypocycloide wer- 
den bei ihrer Construction durch die Um- 
wälzung des Erzeugungskreises im steti- 
gen Zuge verzeichnet. Auf ähnliche Weise 
lassen sich auch andere Gurren construi- 
ren. Die stetige Verzeichnung der El- 
lipse ans den Brennpunkten gibt Bd. I, 
pag. 418 mit Fig. 266; Bd. IlT, pag. 45 
mit Fig. 611 zei^ eine zweite stetig mög- 
liche Verzeichnung blofs mit Döffe der 
beiden gegebenen halben Axen. 

1. In dem Art. »Ellipse*, pag. .42 
hat man in Fig. 609 den Halbkreis AilTB 
und es ist nach No. 13, pag. 45; 

AC-.CD = HJ-.FJ 

Dieser Proportion gemäfs ist ein ein- 
faches Instrument zu stetiger Verzeich- 
nung der Ellipse erfunden worden: 

HG nnd HJ sind zwei gleich lange 
Lineale, beide zusammen gleich der hal- 
ben Summe (a h c) beider Axen. Das 
Lineal GH hat eine Spitze zum festen 
Einstich in die feste«Liiiie AB, das Li- 
neal HJ eine Abrnndung zum Verschie- 
ben, beide Lineale sind in H mit einem 
Gharnier drehbar befestigt. 


Nimmt man nun die Länge JK= der 
halben kleinen Axe c, also GH+HK = 
der halben grofsen Axe = a, so geschieht 
mit der Fortschreituug des Endes J auf 
der Linie AB durch einen in K befindli- 
chen Stift die Zeichnung der Ellipse. 

Denn macht man HL = der Verlänge- 
rung HM = HK, so ist LM = 2HK, folg- 
lich K ein Punkt in dem über LM be- 
schriebenen Halbkreise; folglich ^MKL 

Nun ist HG = HJ 
HL = HK 

folgUch LG ^ KJ aud LK^ GJ 

Verlängert man daher MK bis iV, so 
ist auch z_ KNJ= H, also MNG ein Win- 
kel im Halbkreise und M beschreibt um 
den Punkt G bei der Umdrehung von A 
nach B einen Halbkreis mit dem Halb- 
messer GM = der halben grofsen Axe a, 
während KN für jeden Punkt von M die 
rechtwinklige Ordinate einer Ellipse von 
der halben kleinen Axe JK — e nnd der 
halben grolsen Axe GM — a ist. 

Denn es ist GM : GL = MNi KN 
oder in Fig. 609 ' AC : CD = HJ : FJ. 

2. Bd. III, pag. 265, Fig. 718 zeigt den 
Durchschnitt einer Hyperoel. M ist der 
Mittelpunkt, ME die halbe Hauptaxe a, 
EN die halbe Nebenaxe e, ML die obere 
Asymptote, MZ = NZ, also EZ die Rich- 
tung und ^ der unteren Asymptote MS; 
Mv eine beliebige Länge, OV EZ. 

Nun ist pag. 270, No. 18 nachgewiesen, 
dafs MVxDV=M7.kEZ und dieser 
Satz hat das Mittel zu folgendem Ver- 
fahren für stetiges Verzeichnen der Hy- 
perbel gegeben. 

Nimmt man für die zu verzeichnende 
Hyperbel eine gerade Linie Mj zur Rich- 
tung der Hauptaxe, M als Mittelpunkt, 
MK = der halben Hauptaxe a, also E 
zum Scheitel, das Lotn EN zur halben 
Nebenaxe c, so hat man die durch 
MN gezogene gerade Linie ML als 
obere Asymptote. Halbirt man nun 
MN in Z, zieht EZ, so ist EZ mit 
der Richtung der unteren Asymp- 
tote MS parallel. Nimmt man nun 
ein Lineal von irgend einer Breite 
VW, deren vordere Schiebekante in 
LM, und markirt auf dieser eine 
Länge UL = MZ; ferner ein zweites 
Lineal, dessen vordere Schiebehante 
nach LE gerichtet ist, und befestigt 
dies mit dem ersten Lineal in dem 
markirten Punkt L durch ein Ghar- 
nier drehbar, so ist der Zeichenap- 
parat fertig. Denn verschiebt man 
das erste Lineal mit dem Punkt L 


Fig. 864. 
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nach LM abnärU uud läiät das zweite 
Lineal immer durch den Punkt £ gehen, 
was sehr leicht ist, wenn man in 6 und 
E dünne Stifte einsteckt, so beschreibt 
der Durchschnittapunkt D beider Lineal- 
kanten die Uyperbelpuukte (wie D, D', 
D\ E). 

Denn es ist LZ : LV= EZ :dV 
und da LV=MZ 

auch LZ-.MZ = EZ-.dV 

oder MV ■.MZ = EZ.dV 

woraus MV y. ü¥ = MZy. EZ. 

3. ln dem Art , Brennpunkt der 
Parabel“, pag. 417, No. 6 und 7 mit 
Kig. 254 und 255 sind zwei Constructio- 
nen der Parabel angegeben , aber keine 
stetig zu machende Zeichnung. Dagegen 
gibt der Satz 4, pag. 417 das Mittel dazu. 
Nimmt man nämlich (Fig 253} ein Win- 
kelmaafs B'NK, befestigt an der Lineal- 
Kante NK in einem nach K hin gelege- 
nen Punkt einen Faden von der Länge 
KN, wenn K selltst der Befestigungs- 
punkt ist, den zweiten Bndpunkt ^er in 
dem Brennpunkt H, schiebt das Winkel- 
maafs längs der Directrice B'N von der 
Axe B'F ab in die Uöhe und hält zwi- 
schen Faden und Linealkaute NK einen 
Stift, so beschreibt dieser die Parabel. 
Denn in jeder Lage des Winkelmaafses 
ist der Stift in der Spitze J eines Win- 
kels wie /. BJK, so dafs der Brennstrahl 
BJ immer = JN = DB' = jc + ip verbleibt. 

OrieDtirbonuole ist ein llülfsinstm- 
ment zu Orientirung eines klefsti.scbes 
nach dem magnetischen Meridian, welches 
besonders nothwendig ist, wenn die Mefs- 


tischaufnahme mit einer gröfseren Ver- t 

messung, bei welcher die Boassole an- < 

gewendet worden, Zusammenhang hat 
.Sie besteht in einer etwa 4 bis 5 Zoll i 

langen möglichst empfindlichen Magnet- ' 

nadel, die mit ihrem Agathütchen auf i 

einer Slahlspilze sich bewegt und airetiit i 

werden kann. Diese befindet sich in einem i 

Kä.stcheii von etwa 6 Zull Länge, 4 Zoll i 

Breite. Die Richtung, welche die Mag- 
netnadel annehmen soll, ist auf dem Bo- 
den des Kastens mit scharfer und dent- i 
lieber Linie markirt und mit Nord und 
Süd bezeichnet und zwar so, dafs sie nn- , 

mittelbar durch Zeichenpunkte auf die ^ 

Mefstischplatte übertragen werden kann. , 

Man setzt nun das Kästchen auf den , 

Mefstiseb und dreht es so lange bis dis . 

Magnetnadel über diese Linie einipielt J 

und darin verbleibt, wo dann die unmit- , 

telbare Verzeichnung auf der Helstiach- | 

platte geschieht. 

Orlentlniiig ' einei grofsaa Dreiecki- 
netxes. Hierunter versteht tuan die Auf- 
tragung auf dem Papier einer sehr ge- 
nau gefertigten ^oberen Vermessung von 
einander anscbliefsenden groben Drei- 
ecken mit Hülfe nur einer oder zweien 
direct vermessenen Standlinien und mög- 
lichst genauer und einander berichtigen- 
der Winkelaufnahmen. Es wird also 
vorausgesetzt, dafs die grofsen i 
Seiten der Dreiecke und zur ge- | 

E enseitigen Berichtigung deren 
iagonalen sowie Verbindungsli- 
nien mit anderen Dreiecken tri- 
gonometrisch berechnet undklei- 
nere sich erwiesene Differenzen 
ausgeglichen worden. 

Wollte man nun diese berechneten 
Dreiecke, so wie sie aneinander liegen, 
successive auch auf der Zeichnung an- 
einander reihen, so würde jedv einzelne 
aus der Stärke der Punkte und der Breite 
der Bleistiftlinien von einer Dreieckslinie 
auf die andere sich übertragen und man 
läuft Gefahr, ein nicht ganz richtiges, 
oder wie man auch sagt, ein verseno- 
benes Netz auf dem Papier zu erhalten. 

Man vermeidet diesen Uebelstand, wenn 
man Jeden einzelnen Punkt unabhängig 
von Jedem anderen anflragen kann und 
erreicht dies durch Abscissen und Ordi- 
naten, wenn man zu der ersten eine Linie 
wählt, welche zwei Hauptdreieckspunkte 
des Netzes mit einander veiiundet, oder 
dafs man schon Anfangs die Basu in 
ihrer Lage zu einer Abscisse geeignet 
nimmt,' die dann auf dem Papier nach 
beiden Seiten hin verlängert wird. Or- 
dinaten darauf sind dann die von den 
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Irigonometrisrb festgeetellten Dreiecks- 
pnnkten anf die Ahscisae gefällten Lothe. 

Jedenfalls kann man die Absci.s^enlinie 
durch einen der festgestellten Dreiecks- 
piinkte legen. Wenn die Vermessung 
eine G rad t ermessu ng ist (s. d), so 
mufs die Abscisse der Arbeitsersparung 
und der .Sicherheit wegen eine Mittags- 
linie sein und man wählt den einen 
der Anfangspunkte der Vermessung so, 
dafs durch diesen die Mittagslinie genom- 
men werden kann. 

Es sind also sämmtlichc hier vcrzeich- 
nete Dreiecksseiten in ihren Längen be- 
kannt. Nun sei XX' die durch einen 
Dreieckspnnkt A gedachte Abscisse, so 
wird diese möglichst lang auf dem Felde 
abgesteckt, in möglichst weiter Ferne mit 
einem Signal bezeichnet und der Z. BAX, 
womöglich noch ein zweiter Winkel, z. ß. 
FAX' oder GAX' vermessen. 


Fig. 8G6. 



Mit llölfe von Ali erhält man die Ab- 
stände Ab und Bi. 

Ans AB, AF, BF ist schon berechnet 
der ZBAF, dieser -|- ZBAX ist zFAX 
und ZFAX' = 180° — Z FAX, woraus mit 
Hülfe von AF gefunden werden die Ab- 
stände Af und Ff. 

Ans AP, AG, GF hat man berechnet 
ZFAG\ hiervon Z.FAX' gibt ZGAX' 
und man erhält mit Hülfe von AG die 
Abstände Ag und Gg. Man sieht hieraus, 
dafs die Berechnung der Abscissen und 
der Ordinaten aller einzelnen Punkte 
cur mit Hülfe rechtwinkliger Dreiecke 


eschehen und es Ist gewonnen, dafs je- 
er einzelne Dreieckspnnkt unabhängig 
von jedem anderen aufs Papier gebracht 
wird. 

Ort, absoluter, ist ein Ort ohne Be- 
ziehung auf einen anderen. Euler ver- 
steht darunter den Ort, welchen ein Kör- 
per in dem unendlichen Weltraum ein- 
ninimt, und wenn er denselben verläfst, 
so ist er iu absoluter Bewegung. Hut- 
ton .sagt: die absolute Bewegung besteht 
in der Veränderung des einen Orts und 
dem Uebergang iu einen anderen, wenn 
mau sowohl diesen als jenen absolut und 
ohne ihr Verhältnifs (Kelation) zu einem 
dritten Ort betrachtet. 

Ort, astronomischer, s. dou Art. ,Astro-> 
nomischer Ojt“ pag. 155. 

Ort, geocentlischer, ist ein Ort, eia 
Punkt am Himmel, wo er aus dem Mit- 
telpunkt der Erde betrachtet dem Auge 
erscheinen würde, im Gegensatz von ho- 
liocentrischeu Ort, wo er dem im 
Mittelpunkt der Sonne befindlichen Be- 
obachter erscheinen würde (s. den Art. 
.Geocentrisch“ mit Fig. 656, Bd. 111, 
pag. 143). Bei Fixsternen fällt wegen 
deren uiimcfsbaren Entfernung von un- 
srem Sonnensy.stem der geocentrische Ort 
mit dem heliocentri.scheu zusammen; bei 
Planeten ist der Unterschied sebr bemerk- 
bar. Der auf der Erdoberfläche beobach- 
tete Ort ist auch noch nicht der richtige, 
er mufs noch mit Hülfe der Parallaxe 
corrigirt werden, wie dies in dem Art. 
.Höhenparallaxo“, pag.. 251 mit Fig. 
709 erklärt ist. 

Ort, geometrischer, ist in Art «Geo- 
metrischer Ort“ mit Beispielen erklärt. 
Es soll noch hinzugefügt werden, dafs 
die Aufgabe: den geometrischen Ort für 
Dreiecke von einerlei Grundlinie und 
gleichen Winkeln an der Spitze, welcher 
eine Kreislinie ist auf folgende Art aus- 
drückt: Es sind zwei Punkte gegeben, 
von welchen aus zwei unter einem be- 
stimmten Winkel sich schneidende ge- 
rade Linien gezogen werden sollen. Der 
geometrische Ort ist eine Kreislinie oder 
vielmehr eine Kugeloberfläche. Um de- 
ren Mittelpunkt zu finden verbindet nian 
beide Punkte durch eine gerade Linie, 
balbirt diese, errichtet in dem Halbirungs- 
punkt auf derselben ein Loth, trägt an 
einem beliebigen Punkt des Loths an die- 
ses den gegebenen Winkel und zieht mit 
dem zweiten Schenkel durch den dahin 
gerichteten der gegebenen Punkte eine 
Parallele, so ist deren Dnrchschnittspnnkt 
der Mittelpunkt. Denn es ist der Peri- 
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pheriewinkel als halber CentriwiDkel ab- 
getragen. 

Es gibt sehr viele Aufgaben über dep 
geometrischen Ort und solche, die nur 
algebraisch zu lösen sind. Man hat hier- 
bei immer weniger Gleichungen als Be- 
stimmungsstücke und somit die Auflö- 
sung von diophantischen Aufgaben, in 
deren Resultat noch Unbekannte sind, 
aus deren Zusammenhang mit den Be- 
kannten dann die Construction des geo- 
metrischen Orts ermittelt wird. 

Es erfolgt hier noch eine interessante 
und nicht schwierig zu lösende Aufgabe 
nebst dem Beweise für die Richtigkeit. 

Den geometrischen Ort für Dreiecke 
zu finden, die eine gemeinschaftliche 
Grundlinie haben und deren beide andere 
Seiten in einem gegebenen Verhältnils 
stehen. 

Es sei ABC das Dreieck, AC die con- 
stante Grundlinie. Han findet den geo- 
metrischen Ort in einem Kreise, wenn 
man nämlich AB bis D verlängert, so 
dafs BD=BC, man zieht DC und aus 
B die Parallele BE mit DC, so liegt der 
Mittelpunkt des Kreises in der verlän- 

S erten AC und B, E sind Punkte dessen 
Teisumfangs. 
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Denn ut F dieser Mittelpunkt und sind 
FB, FC Radien des Kreises, so ist, weil 
CD 4^ BE 

ZBCD = ^ABE 

aber ^BEF= ^BAF-\- ^ABE 

und j^BEF=^EBF 

folglich ^EBF=aBAC+^BCD 

= ZBAF+ /iCBE 

Also Z CBE+^CBF=^BAF+ZCBE 
oder zCBF= ^BAF 

Hieraus ist ^CBFoc/l^BAF 
folglich AB:AF=BC-.BF 

oder ABtBC=AF:EF 

Die beiden Linien AF, EF haben also 
das Verhältnifs AB-BC, d. h. das Ver- 


hältnifs zweier von den festen Punkten 
A und C nach dem Kreisumfang gezo- 
genen Linien. Da non die Linien AF, 
EF constant sind, so ist auch das Ter- 
hältnifs aller von A und C nach dem 
Kreisnmfang gezogenen Linienpaare das- 
selbe constante Verhältnils. 

Ort, heliocentrlicher, ist der Ort am 
Himmel wo ein Planet, von dem Mittel- 
punkt der Sonne aus betrachtet, dem 
Auge zu sein erscheinen würde (vergl. 
,0rt, geocentrischer*). 

Ort, optischer, ist der Ort einer Fläche, 
auf den das Auge einen vor derselben 
befindlichen Gegenstand projicirt 

Ort, scheinbarer, ist der Ort, in den 
das Auge einen gesehenen Gegenstand 
dem Urtheil nach versetzt. 

Ort eines Planeten. Dieser ist geo- 
centrisch oder heliocentrisch. Der erstere 
ist scheinbarer Ort, wie er von dem 
scheinbaren Horizont aus, wahrer Ort, 
wenn er von dem wahren Uorisont ans 
beobachtet gedacht; mittler 0(t eines 
Planeten, s. den Art. .Ein reducirter 
Ort“ ist der auf die Ekliptik projicirte 
wahre Ort des Gestirns. 

Man denke sich einen Planeten P in 
einer concentrischen Bahn um die Sonne 
S mit der Erde £ in gleicher Umlanfk- 
ricbtnng sich bewegen, dessen Bahn aber 
gegen die Ekliptik geneigt ist, und man 
verbinde die 3 Weltkörper durch gerade 
Linien zu einem Dreieck, so zeigt die 
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gerade Gesichtslinie SP von der Sonne 
zu dem Planeten an der scheinbaren hoh- 
len Himmelskugel den heliocentri- 
schen Ort P, und die Gesichtslinie kP 
von der Erde zu demselben an der schein- 
baren hohlen Himmelskugel den geocen- 
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trisclien Ort P, des Planeten, und 
der ^ EPS ist der Unterschied zwischen 
beiden Orten an der hohlen ninimels- 
kueel. 

Der Artikel .Anomalie“ zeif;t, wie 
man den heliocentrischen Ort eines in 
seiner Bahn bekannten Planeten für je- 
den Angenblick seines Laufs 6nden kaum 
Man kennt nämlich die Zeit, in welcher 
• er von seinem Peribel, oder auch von 
dem Knoten K mit unserer Ekliptik ab 
bis zn einem bestimmten Zeitpunkt zn- 
gebracht hat; beträgt diese Zeit m Tage 
und ist seine siderische Umlaufszeit n 
Tage, so ist seine mittlere Anomalie = 

mal seiner Umlaufsbahn. Nun lehrt 

n 

der Art. .Anomalie* die wahre Ano- 
malie oder den wirklichen heliocentrischen 
Ort des Planeten aus der mittleren Ano- 
malie ableiten und hiernach den Kadins- 
vector SP in seiner Länge hestimnieii. 

Der auf der Erde befindliche Beobach- 
ter will aber wissen, wo er in diesem 
Augenblick den Planet P von der Erde 
E ads findet, er will den geocentri- 
achen Ort P, desselben kennen lernen. 
Um 'dies mit Hülfe des heliocentrischen 
Orts P, zu erreichen, redneirt er den Pla- 
neten P auf die Ekliptik in p, um diesen 
Punkt in Länge und Breite angeben zu 
können. Demnach fällt er ans P einen 
lothrechten Bogen Pp auf die Ekliptik 
und erhält in dem Fufspunkt p des.selben 
den reducirten Ort p. 

Ist nnn PK der Bogen der Planeten- 
bahn vom Planeten P bis zum Knoten 
A derselben mit der Ekliptik pK, Pp das 
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gefällte Loth, also der Breitenkreisbogen 
von P, so ist der Neigungswinkel PKj> 
beider Bahnen jederzeit gegeben , desglei- 
chen der Ort des Knotens K und man 
erhält in dem bei p rechtwinkligen sphä- 
rischen P^PKp: 

lg Kp = tg KPsin K 

Es ist mithin der Knotenabstand Ap 
des reducirten Orts durch den Knoten- 
abatand KP dea Planeten und den Nei- 


gungswinkel K der Planetenbahn mit der 
Ekliptik bestimmt. 

Ferner bat man in demselben Dreieck 
sin Pp — fitt KP' sin K 
womit der Breitenbogen Pp bestimmt ist, 
und mit beiden Bestimmungen der re- 
ducirte Ort p des Planeten. Durch die 
bekannten Langen PS, Pp und den rech- 
ten ^PpS hat man auch den reducirten 
Kadiusvector pS. Nun ist^pSE = dem 
Unterschied der heliocentrischen Länge 
von p und E, folglich aus 2 Seiten pS, 
ES und dem eingeschlossenen /.pSE die 
Elongation Z.SEp' bekannt, womit der 
reducirte geocentrische Ort p und durch 
pP auch der wirkliche geocentrische Ort 
des Planeten P gefunden ist. 

Orthobasiseb (K^st.) ist die rechtwink- 
lige Lage der Basis gegen die Axe des 
Krystalls. 

Ortbogon, s. v. w. „rechtwinklig*. 
Orthonaphiache Projectionen sind 

rechtwinklige P. 

Ortaiaderang ist Bewegung (p. d.). 
Jede Ortsänderung ist entweder wirk- 
lich oder^cheinbar. Ohne eine wirk- 
liche 0. ^det keine scheinbare statt. 
Die scheinbare 0. beruht auf Angentän- 
schung, indem entweder das Object ruht 
und das Auge sich bewert, oder indem 
beuie in verschiedenen Achtungen sich 
bewegen. Bewegen sich Auge und Ob- 
ject parallel gleichgerichtet und mit glei- 
cher Geschwindigkeit, so ist das Object 
in scheinbarer Ruhe. Reiter und Pferd, 
Schiff und Schiffer sind in relativer Ruhe, 
obgleich sie gemeinschaftlich in Bewe- 
gung sind. Fixsterne sind in relativer 
Ruhe aber gemeinschaftlich in einerlei 
scheinbaren Bewegung. 

Bewegt sich ein Körper durch die Punkte 
a, b, c, d, I, f, g, das Auge zugleich durch 
die Punkte A, B, C, D, E, F, G, so er- 
hält es den Ort des Körpers^för seinen 
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Ort B doTcb die mit Bb ans A parallel 
und gleich lang gelogene Linie Aß in ß', 
den Ort des Körpers für seinen Ort C in 
wenn Ay = nnd + Cc gezogen wird, 
ie ganze scheinbare Bewegung des Kör- 
pers wird durch den punktirten Kreis an- 
gegeben. 

Ortsbestimmailg ist die Bestimmung 
der Lage von llauptörtern gröfseror Land- 
flachen und des ganzen Landes, wenn 
eine Vermessung darüber sich erstrecken 
soll. Sie ist das erste Unternehmen bei 
beabsichtigter Landesvermessung nnd wird 
die geographische CLrtsbestimmnng 
enannt. Sie besteht in der Ermittelung 
er Länge und Breite jeder einzelnen 
Stadt in Beziehung anf einen ausgezeich- 
neten weit bemerkoaren Punkt derselben, 
welches nur auf astronomischem Wege 
geschehen kann. Astronomisch -geogra- 
hische Ortsbestimmung hierauf in der 
en Vermessungsresiiltaten geniäfsen Ver- 
bindung dieser llauptorte unter einander 
und mit den nächsten der angrenzenden 
Länder. An diese llauptorte werden dann 
die zwischen liegenden Städte nnd Dörfer 
durch- Messung einiger Basen und Tri- 
angulirung der Winkel in grofsen Drei- 
ecken angeschlossen. Ueber 4e Vermes- 
sung dieser Dreiecke, dem Aufträgen der- 
sellwn s. die Art. „Orientirung eines 
grofsen Dreiecksnetzes, Grad mes- 
snngen, Mefstisch*. 

Orthotypea ' System (Kryst), s. v.'w. 
,Ein und einaxiges System, das 
vierte Krystallisations- System“. 

Oscillation, s. v w. .Schwingung“. 
Oscillationsaxe, s. v. w. „Schwin- 
gungsaxe*. Oscilliren, s. v. w. 
.schwingen“, in einer oscillirenden 
Bewegung sich befinden. 

Osten einer der Cardinalpunkte des Ho- 
rizonts eines Orts, der Morgen, die Mor- 
gengegend. Ostpunkt, s. V. w. .Mor- 
genpunkt“. 


Ostwestlinie die gerade Linie zwischen 
dem Ostpunkt und dem Wes^unkt des 
Horizonts eines Orts, s. .Cardinal- 
punkte*. 

Ovale ist eine aus Kreisbogen verzeich- 
nete in sich geschlossene symmetrische 
Figur mit zwei ungleichen Hauptaxen; 
in der Geometrie wird sie nicht betrach- 
tet. Dagegen ist sie als Einfassung des- 
halb geeigneter als eine Ellipse, weil man • 
ihre Form nach Belieben abändern kann 
nnd weil sie leicht zu constrniren ist. 

Man zeichnet ein gleichschenkliges Drei- 
eck ABC, aus A und B zwei gleiche be- 
liebige Kreise, verlängert die Seiten CA, 

CB bis zu den Kreisumfangen und ver- 
bindet diese Punkte D und £ durch einen 
aus e beschriebenen Bogen. Die andere 
Hälfte wird aus dem C gegenüberliegen- 
den Punkt geschlossen. 


Fig. 871. 



Descartes hat Ovalen construirt zu dem 
Zweck, dafs die von einem leuchtenden 
Punkt auf die convexe Seite der Curve 
faltenden Strahlen durch das Glas alle 
nach einem innerhalh der Ovale liegen- 
den Punkt gebrochen werden; die Optik 
kann aber keinen Gebrauch davon machen. 
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n, die VerbältnirsuliI des KreUamfengs 
lam Durchmesser. Indem Art. , Arcus“, 
No. 2, pag. 108 ist angegeben, wie diese 
Zahl auf dem Wege der geometrischen 
Constmction nach und nach immer an- 
nähernder gefunden werden kann, wenn 
man r^elmälsige Vielecke von j^leich 
Tielen Seiten in nnd um die Kreislinie 
beschreibt, deren Seitenzahl wiederholent- 
licb verdoppelt, aus den Umlängen der 
jedesmaligen IVecke ‘die der 2 Aecke be- 
rechnet 'und somit immer iwei nähere 
die Länge des Umfangs einschliefsende 
Grenzen erhält. 

In demselben Art. No. 17 und 18, pag. 
IIA und 115 sind ans den als allgemein 
gültig erwiesenen Reihen für arc • >in x 
nnd arc • tg s zwei ziemlich convergirende 
Reihen für n entwickelt. 

Eine Znsammenstellnng der nnmeri- 
sehen Werthe für n, für Brüche nnd Wur- 
zeln Ton n nnd deren Logarithmen be- 
findet sich in dem Art. .Kreis“, No. 11, 
pag. 95. 

Pur. Ein Paar ist eine Anzahl von 
zweien gleichartigen Gröfsen. 

Pallas (Y). Einer der kleinen Plane- 
ten zwischen den Bahnen des Mars und 
des Jupiter, der sechste der oberen Pla- 
neten. Seine gröfste Entfernung von der 
Sonne ist 71, seine kleinste 43, seine 
mittlere 57 Millionen Heilen. Seine nöfste 
Entfernung von der Erde 9L seine kleinste 
24 Millionen Meilen. Die Neigung seiner 
Bahn gegen die Ekliptik 34° 35° 49,1”; 
die graste nnter allen Planeten ; die Ex- 
centricität =0,24199 der halben grofsen 
Ale = 2,77263 halbe Erdbahnaxen. Sein 
sidetisches Jahr, (Dmlauihzeit) = 1686 Tage 
6 Stunden ; seine mittlere tägliche sio^ 


rische Bewegnng = 768,55421 Secnnden, 
Länge des Perihels 121° 5’ 0,5”; Länge 
des anfsteigenden Knotens 172° 38’ 29,8’’. 
Die Pallas erleidet vom Jupiter nicht un- 
bedentende Störungen, weshalb die Orte 
der Pallas aus den Elementen nicht zu- 
verlässig anzugeben sind. Der Durch- 
messer der Pallas bat 440 bis 460 Meilen. 

Paatonaph, der bekannte sogenannte 
Storcbscbnahel, ein Instrument, mit wel- 
chem man Figuren in demselben oder 
auch in einem beliebig verjüngten Maafs- 
stabe abzeiebnet, blols dadurch, daTs man 
die abznzeichnenden Linien mit einem 
Stift überfährt. Es wird nämlich ein Sy- 
stem von gelenkigen Stäben um einen 
festen Dorn drehbar befestigt; anf der 
einen Seite des Doms ist ein Weiserstift, 
anf der anderen Seite ein Zeichnenstift 
in einen der Stäbe eingesteckt und das 
Ganze so zusammengesetzt, dafs beide 
Stifte in einem zu wäolenden Verbältnifs 
der Abstände vom Dorn mit diesem im- 
mer in einer geraden Linie verbleiben, 
so dafs in diesem Längenverbältnifs die 
Figur auch abgezeichnet wird. 

Parabel (vergleiche die Art. .Ellipse 
nnd Hyperbel“) ist eine Linie der 
zweiten Ordnung oder eine Curve der 
ersten Klasse, indem sie einer Gleichung 
vom zweiten Grade zugehört; ferner ist 
sie eine Kegelschnittslinie. Ans beiden 
Gesichtspunkten; dem analytischen und 
dem synthetischen oder dem arithmeti- 
schen und dem geometrischen ist sie be- 
reits in diesem Wörterbuch behandelt. 

In dem Art. „Curven“, III. Abthei- 
lung, pag. 172 ist die der ganzen Klasse 
von Curven zu Grunde liegende allge- 
meine Gleichung (1) aufgestälti 

oy> -F bxy -F -F dp -F »X -F ^ = 0 (1) 
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Nachdem xuerst die Bedentang and beliebig groGser Abscisaen (x) der Glei- 
der Einflufs der einzelnen Coeffirienten chnng die Form gegeben (Gl. 9); 
gezeigt worden, ist unter der Bedingung 

4 . [- (‘ + 4 ) * )/<*--> + ™ 


und die beliebige Grüfse der Abscisse x 
bis zur Unendlichkeit ansgedehnt, vo dann 
die Glieder, welche x im Nenner haben, 
als Null fortfallen und die Gleichung die 
allgemeine Form annimmt (Gl. 10) 

= (3) 

X 2a 

Hierauf sind für sämmtliche Cnrren 
derselben Klasse drei mögliche Fälle ge- 
zeigt: 

1. i*>4ac 
4’ < 4 oc 
4’ = 4 ac 

woraus nun drei mögliche Formen von 
Curven nachgewiesen worden , welche 
durch folgende drei Gleichungen (19, 20, 
21, pag. 175) ausgesprochen werden. 

1. y* = Ax + Äx’ 

2. y* = Äx — fix* 

3. y’ = Ax, 

Für die erste und die dritte Gleichung 
sind bei unendlichen Abscissen auch un- 
endliche Ordinaten vorhanden, für die 
zweite Gleichung sind für unendliche Äb- 
Bcissen Ordinaten unmöglich. Die erste 
Gleichung gehört der Hyperbel, die zweite 
der Ellipse und die dritte der Para- 
bel an. 

Die allgemeine Gleichung der Para- 
bel, wenn deren Axe die Abscissenlinie 
und der Scheitel der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, hat man also 

y’ = Ax (4) 

2. In No. 15, pag. 176 ist, um auf den 
Character der Kegelschnitte specieller zu 
kommen, Bezug genommen auf den Art. 
.Brennpunkte derKegelschnitte*, 
Bd. I, pag. 420 mit Fig. 267. Hier wer- 
den die Constructionen der Kegelschnitte 
ans dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hauptformeln für dieselben abgeleitet, 
wobei die Axen als die Abscissenlinien 
mit dem Scheitel F als Anfangspunkt 
gelten. Die Abtheilnng A handelt spe- 
ciell von der Parabel. 

Hit Bezog auf die Bezeichnung, Fig. 


257 ist die rechtwinklige Coordinaten- 
gleichung entwickelt (pag. 421) 

y* = 2t • X (5) 

Hier ist k der Durchmesser EF des 
Kegels in dem Scheitel F der Parabel 
und « der Z.EAF des Axenquerschnitts 

an der Kegelspitze. Oder 2k stw durch 

p (Parameter) ausgedrückt. 

y* - px (6) 

An diese Gleichung knüpft sich der 
Grund für den Namen Parabel (/rnp« 
gleichkommend), weil das Quadrat der 
Ordinate gleich ist dem Bectangel zwi- 
schen dem Parameter (p) und der Ab- 
scisse (x). 

3. Die Gleichungen 4 bis 6 für die Pa- 
rabel haben die Beschränkung, dafs die 
Abscissenlinie die Axe mit dem Scheitel 
als Anfangspunkt ist und dals die Ordi- 
naten rechtwinklig sind. Eine allgemeine 
Gleichung für die Parabel ist aber eine 
solche, die eine gegen die Axe ganz be- 
liebig liegende Abscissenlinie, einen be- 
liebigen Anfangspunkt hat und dessen 
Ordinaten einen beliebigen Winkel mit 
der Abscissenlinie bilden. Nur liegt das 
ganze Coordinatensystem mit der Parabel 
in einerlei Ebene. 

Eben so wie für die Ellipsei und Hy- 
perbel (s. .Ellipse*, No. 3 und 4, pag. 
39 und .Hyperbel*, No. 5, pag. 263) 
und mit denselben in dem erstgenannten 
Art. angegebenen Hülfsmitteln sollen nun 
hier die der Parabel angehörenden allge- 
meinen Gleichungen geordnet und auf 
Fig. 608, Bd. III, pag. 40 bezogen zusam- 
men gestellt, auch noch einige andere 
Fälle ninzugefügt werden. 

A bedeutet den Parameter der allge- 
meinen Gleichung (4) 
y’= Ax 

AC ist die Axe, A der Scheitel, E der 
Anfangspunkt der Abscissen, EF = « die 
Abscisse, FD = i die Ordinate. Die all- 
gemeine Gleichung für den Parabelpunkt 
^d. II, pag. 177, Formel 29) ist 


I. «w’(^-pd)s’-9iii«(^-f<f)ttn/J-s«-fsi«»/!-i«*-[2yiiii(/J-pd)»sn^-|- Ac«f(/J-|-d))s 
+ (2y + Aeo$ II) u + f’ rin 'fi — A(p — feoi/S) = 0 
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Dreht men (Fig. 608) die AbseineBlinie Scheitel A entfernt. Ist dann Z D'f’C 
CF um C in die Axe AC, so kommt F -i, E'F = u, D'F=i, so hat man fSr 
in f*, £ in £', der Anfangspunkt £' der den Parabelpunkt D’ die Oleiebnng (Bd. II, 
Abscissen ist um die Länge p - g rom Formel 33, pag. 177). 

II. »in ’d • i’ — ;4 cos d • 5 + ,4 m — A (p — jr) = 0 

Seist man in diese Qieichung p — f = 0; Seist man daher in Uleiehung II. 

« = — «, so erhält man die Qieichung t — acosocd für s, so erhält man die 
für die io der Axe liegende Abscissen- Qleichnng, wenn die Absciasenlioie in 
linie, für den Scheitel A als den An- dem Abstand k mit der Axe parallel 
bngspunkt der Abscissen und den Coor- läuft, der Art, dafs die Axe iwischen 
dinatenvinkel d. Gurre und Abscissenlinie liegt. Beieich- 

III. sia V • s'— d ros d • t — du = 0. net man die Länge d£’ = p — g mit s. 
Nimmt man (Fig. 608) in der beliebigen zieht roii £' eine gerade Linie E'H un- 
Entfernnng F.'L = k eine der Axe paral- ter dem Coordinatenwinkel EUJ = i, so 
leie OJ , rerlängert D’P bis G, setzt ist U der Anfangspunkt der Abscissen; 
ODf = i’, <10 ist mr Qleichnng II. für den Parabelpunu D' ist dann HQ = ¥ 

D'P= s = s' — FG = »' — a rotte d. und die Gleichung ist 

IV. sin ’d • i* Cd ros d 2* s!m d) s + du -)-*’ + d * cot J — At = 0 

Setit man in diese Qleichnng s = 0, für denselben Coordinatenwinkel d und 
a = — H, so erhält man die Gleichung der mit dem unter dem Scheitelpunkt d be- 
Parabel für dieselbe .\hscissenlinie GJ, legenen Anfangspunkt M der Abscissen. 

V. SSM *d • s’ — (d ros d -f 2k sin d) i — du + *• -f d* rot d = 0. 

Setzt man in diese Qteiebong ä = 0, so nur dafs die Abscissenlinie in dem Ab- 
erhält man Gleichung III. stand k ron der Axe entgegengesetzt, 

Setxt man in Gleichung IV. für ä den nämlich nach oben der Currenhälfta zu 
Werth — k, so erhält man die Gleichung liegt, 
unter denselben Bedingungen mit IV, 

VI. SSM *d • s’ — (d cos d - 2a SSM d) s -I- d« -f — d* rot d — ds = 0 

Setzt man in diese Gleichung asind ^d = 90°, so erhält man Gleichungen 
für a, so erhält man die Gleichung Bd. II, unter denselben Voraussetzungen , nur 
pag. 177, Formel 37. dafs die Ordinaten mit der Axe normal 

Setzt man in den eorstehenden Glei- 
ehnngen I. bis VI. den Coordinatenwin- Aus Gleichung I. entsteht 
kel, ln I. Z(ß + i) = 9(F, in II. bis VI. 

VII. s’ - 2 SSM /} • »“ -I- »•« V ■ - 2g SIM . Z -f (2g S1M + •^ «>*/*)"+ f’ M 

-A(f-teot/() = 0 


Ans Qleichnng II. entsteht 
VIII. s* -I- du - d (p - g) = 0. 

Ans Gleichung III. entsteht 

IX. s*-du = 0. 

Aus Gleichung IV. entsteht 

X. s>-2äs-t-du-|-ä»-ds = 0. 
Aus Qleichnng V. entsteht 
XL s* - 2as - du -I- A* = 0 
Aus Qleichnng VI. entsteht 
XIL s* -h 2As -f- du -h ä> - ds = 0 

IV. 


4) Band II, pag. 178, Ko. 23 ron I. bis 
VI. sind für alle Kegelschnitte die Werths 
der in der allgemeinen Gleichung (1) Tor- 
kommenden Coefficienten erwiesen und 
angraeben. Es sollen diese Werths für 
die Parabel allein hier znsammengestellt 
werden und zwar in Beziehung auf Glei- 
chung 1 , wenn man darin für Fig. 608 
und zur Debereinstimmung mit den For- 
meln I. bis XII. den Werth u für « und 
s für y setzt , Gleichung 1 wird sodann 

16 


Digilized by Google 



ParnbpJ. 


Parabel. 




<« Her Clrirbnnc ‘‘«f Al.«Ueii im Scheitel li^ (Gl. IXj. 

«»«+ 4 w + A + C« + A = 0 Siehe den Grund hiervon in dem Art. 

I. DerCoefficient e ist = 1 wenn (Kie. .Ourven“, ,»g. 173, No. 4. 

608) //1KC = (J + ;»), d. h der Winkel, biegt die AHsci.v«enlinie + der Axe 
den die Ordinate mit der Axe bildet, ein uml ffillt die Trojectioii des Anfangsp 
Rechter ist. Dividirt man daher eine mit auf die Axe lu den ' 'V \ . 

OS» gegebene allgemeine Gleichung für ist f= dem Quadrat des Abstandes A bei- 
die Parabel mit n, so verwandelt man der Parallelen; f—k* ^ 

dieselbe in eine Qleichnng, für welche die J.äuft die Abscissenlinie in der Ent- 
Ordinaten mit der Parabelaxe normal fernuiig k 4 der Axe und ist die Projeo- 
sind. tion des Anfangspunkts auf die Axe um 

Da diese einfache Operation überall • von dem Scheitel entfernt (Gl. X, Mb), 
aUssufübren ist und die übrigen Coeffi- so ist y=A’ — A». 

cienten vereinfacht, so sollen die Glei- Setzt man A’— Ai = 0, so erhält man 
chungen I. bis VI. für die Untersuchung dasjenige s, für welches der AnfanjW* 
der Coefficlenten aufser Betracht bleiben, punkt der Abscissen in einem Parabel- 
Dle letzten sechs Gleichungen gehören punkt liegt. ( 8 . den Grund hiervon in 
also der allgemeinen Gleichung an dem Art. .Curven“, pag 173, No 4.) 

s* + Aiu + cw* + ds + «w + ? = 0 jn der allgemeinsten Glei- 

II. Der Coefficient 6 von sw ist = dem ebung (VII.) die Entfernung gnnß des 
doppelten negativen Sinus des Winkels Anfangspunkts von der Axe = *,; die 
(d) zwischen der Abscissenlinie und der Entfernung (p - J cos ß) der Piojection 
Axe (Gl. VII ). Wo die Abscissenlinie in des Anfangspunkts vom Scheitel =i, so 
der Axe oder mit derselben 4= liegt, ist iiat man ganz allgemein 

ß = 0 und das Glied mit sw fälit fort f = k,^ — At 

(Gl. \1I1. bis Xlb). , . , , In Band II, pag. 180, No. 25 mit Pig. 

III. Der Coefhcient c von «» ist eben- ^ 3 ^ geometrische Constructioii 

falls nur von demselben W inkel ß ab- ^ p,„nieter A bei gegebenem Kegel 
hannff Quadrat seines Sinus. 

yör den Fall, wie ad II. gedacht, für die ® , Vt / « •.xivsvjzaiiAw» lTni«r- 

Gleichnngen Vllb bis Xlb wird /3 = 0, Um nun 

also siw** =0 und das Glied mit fällt suchungen «ber <i,e 

ist an die No. 1 und 2 aufgestellten b 

n c fc ■ • j • . j . Formeln anzuknüpfen und fortzufahron. 

IV. Der Coefficient d von » ist = der * . . , , ... , 

doppelten Entfernung des Anfangspunkts Zugleich ist auf . einige elemen ' 

der Abscissen von der Axe; negativ, wenn Wickelungen und geometrische bons - 
die Axe zwischen der Parabelhälfte und tionen in dem Art .Brennpun 

der Abscissenlinie liegt (Gl. VII, X, XI.); Parabel* aufmerksam zu machen, 
positiv, wenn die Abscissenlinie zwischen In Fig 872 sei EDO eine halbe Para- 
det Axe und der Parabelhälfte liegt (Gl. Itel , E deren Scheitel , EK deren Axe. 
XII.). Ist die Axe die Abscissenlinie, Für den Parabelpunkt D ist EO = ^' die 
so fällt das Glied mit s fort. Abscisse, GD-y die Ordinate, und 

V. Der Coefficient e von « hängt von nach Formel 6 und 6 
3 Elementen ab. 1. Von dem Winkel ß 

zwischen der Abscissenlinie und der Axe. j = 2 A sin • a: — pu 

'?'® Abscissenlinie die Axe oder CF die Subtangente, GJ die 


•»“« «® mit derselben parallel, .0 ist Su“r„’o;';aTe' “Band Ürpag- 

L,be““der ScleUe'l 'zugleich Anflng“s- «"g®“®!"«® Formeln für di 

Punkt der Abscissen (ll! Xl.t so Ist »>®« ®"g®g®'>®"; 

• = — A. Namlich die ti 


A. 

Qlua Coefficient f, das bekannte 

L.iegt die Abscissenlinie in der und der Axe: 


j »s- /.wvwacuunie in aer uii 

der Anfangspunkt der Abscissen in 
G'i ViiI.)^so Ift Scheitel die Tangente 
"■"'1 = 0 , wenn der Anfangspunkt die Normale 


^ 185 sind 

die allgemeinen Formeln für diese 4 bi- 
en angegeben. 

Nämlich die trigonometrische Tangente 
des Winkels ÜTG zwischen der Tangente 

«.e« = r-c-g_. 


»r = ^ 1 1 -f (/’x)« 

dj = (t\TTW^ 


'.DOgb 
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die Subtanirente GT = ^ 

f »y 

die Siibnnrmale GJ = fx - fx 
Nnn iat für die Parabel g* = px 

mithin ig a = ^ ^ — (7) 

^ b-r iy 2x ^ ' 

Tangente ÜT = (■ 4a** + Jf* = + pjt 

= J I V+? ( 8 ) 

Nonnale OJ = [ s*+47>= J |'j»»+4^ 


= >1p’ + J|’ (9) 

2tf* 

Suiitangente GT = Sx= - (lo) 

Subnormale GJ = \p (H) 

Ist DL der Krümma^shalbmesser r 
für D, so hat man nach Bd. II, pag. 189, 
Qleichnng 9 bis 11. 

Abscisse EK=3x + ip (12) 

Ordinate AA = — = — = ( 13 ) 


Radius DL = (14) 

6 ln Betracht, dafs die Ellipse und die' 
Hyperbel Durchmesser haben, ist es 
angemessen sn ontersncben, ob mes nicM 
auch für die Parabel der Fall sei. 

Setit man in Fonnel I. das Bekannte 
<7* sin >, t -A(P- geot fl = 0, so ist (Fig. 
«08, pag. 40) der Anfangspunkt E der 
Abscissen ein Parahelpunkt. Es fragt 
sich nan, nnter welchem Winkel /I difc 
»erlängerte Linie h'C ein Durchmesser 
irird; d. h. unter welchem Winkel ß fSt 
ein jedes einxelne « zwei gleiche entge 
gengesetite s entstehen. 

Die Gleichung I. hat nnn die allgemeine 
Form 

o* i’ - 6iu + CU* + dl + eu = 0 
und es ist ein einziges ± s als Wurzel der 
Gleichung nur möglich, wenn diejenigen 
Glieder, welche ui und 1 zum Factor 
haben, fortfallen. 

Diese beiden Glieder sind nnn 


- 2 si» (d + d) sin (9 . m - [2 ff sie W + d) sin ß 4- A cos (/» + d)J 1 


_ Das erste Glied wird = 0 für d = 0 und 
für (d + d) = 0; für die zweite Annahme 
wird das zweite Glied = — At, verschwin- 
det also nicht. Es ninfs also jedenfalls 
d = 0, d. h. die Abscisse, wenn sie Durch- 
messer werden soll, mit der Aze 4: lau- 
fen. Für diesen Werth erhält man die 


Gleichung I. 

sin *d • i’ — ,4 cos d • * -|- Av — 0 
Die Abscisse ist hier di« Axe und die 
Gleichung spricht aus, dafs sie nur für 
d = 90°, so dafs — Aeoi ä ‘ 1 = 0 wird, 
als Durchmesser existitt, dals also schief- 
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winklige Ordinalen dnrch die Axe nicht auf die Gleichungen übenugehen, welche 
halbirt werden. in Abständen von der Axe und # mit 

Um nun zu untersnchen ob für eine derselben die Abscisse annehmen, also 
mit der Axe parallele Abscisse ein Win- auf Gleichung IV. und VI. Hit Hinfort- 
kel J existirt, für welchen die Ordinaten lassung der bekannten Glieder erhält 
dotcb dieselbe halbirt werden, hat man man 


Gl. IV. si« V • s’ — (A cos d -f- ih si* J) s A« = 01 
QI. VI. si» • i* — (,A c«i ä — 2* fl« d) s A« = Oj 


(15) 


Han hat also zur Bedingung: 

A cos d 2ä sia d = 0 (16) 

woraus lgd = T^ (17) 

d. h. befindet sich die Abscisse unter- 
halb det Axe (Gl. IV.), so ist d stnmpf, 
und befindet sie sich oberhalb der Axe 
spits. 

Dieser Ausdruck für lg d gilt für jeden 
Punkt der Parabel, also aucb für den in 
der Parabellinie liegenden Anfangspunkt 
der Abscissen. Fallt man von diesem 
ein Loth auf die Axe, und bezeichnet 
man den Abstand dessen Fufspnnkts vom 
Scheitel mit x, so ist M=y und (gd = 

— = Mithin ist d = dem Xn den die 
^ 2y 

Tangente des Parabeipnnkts mit der Axe 
bildet. Wenn also Fig. 872 DM HK, 
so ist DM unter dem Abstand UH = k 
= DG = jf von der Axe ein Durchmesser 
der Parabel und die mit der Tangente 
DT jmrallelen Ordinaten werden, wie ON 
in f, von DM halbirt 

7. Bei Bildung der Gleichungen 15 ist 
anm Anfangspunkt der Abscissen der Pa- 
rabelpunkt £, Fig. 608, (Bd. 111, pag. 40) 
festgestellt Für die Bezeichnung, Fig. 
872 hat man also den Punkt D für £, 
die Abscissen x, haben die entgegenge- 
setzte Lage von a, mithin — x, für «; 
y, für s; a für d und es ist A =p. 

Han hat nun aus Gl. 15 und 16: 

A cot d ± 2A sia d = 0 
mithin ist auch die Summe der übrigen 
Glieder 

sia ’d • s’ -|- A» = 0 
oder sia ’« - y,’ — px, = 0 
hieraus erhält man also, einen Durchmes- 
ser zur Abscissenlinie genommen , die 
schiefwinklige Coordiuatenglei- 
chnng 

sta 

oder wenn man die Entfernung GD des 
Durobmessers von der Axe wieder mit 

A bezeichnet, da ans Ql. 17 (y d = * ■ ** ; 

CM d 


gesetzt t 

, 4A* + p* 

y,»= — 


(19) 


8. Nimmt man eine Tangente zur Ah- 
soissenlinie, den Bernhruugspuukt zum 
Anfangspunkt, die Ordinaten der Axe, 
so erhalt man die Coordinatengleicbung 

4 = /-■ U» 

4 A* -f P* 

Denn ist (Fig. 872) DQ = « , QN = s, 
DG = k, ^DTG = a, so hat man in For- 
mel 19; s für X,; a für y, gesetzt: 

= (20) 

P 

woraus 4 = -- / - ; .a* (21) 

zu gleichen entgegengesetzten Abscissen 
a gehören also gleiche Ordinaten 4. 

9. Nimmt man die Ordinate DO als 
Abscisse (.c), D als deren Anfangspunkt 
und die Ordinaten (y) rechtwinklig, so 
hat nun für einen Punkt JV 

DF = x = a sin R 
VN = y = a cot R — s 
Also nach Gl. 18: . 


y = a cot n — ■ 


( 22 ) 


Aus der ersten Gleichung ist a = — ■ 

° SI» R 

und diesen Werth in die zweite Gleichung 
gesetzt 

u = xcot ti — ~ (23) 

P 

woraus die Coordinatengleicbung 
x’ — p • cot R . X -f- py = 0 


(24) 

P_ 

•2h’ 


»,’ = 


Setzt man aus Gleichung 17 : *9 " — 
so bat man 

X* - 2*x + py = 0 (25) 

Die Auflösung der Gleichung gibt 
X = -f * ± l'ä’ — py (26) 

für jedes y also liefert die Summe der 
beiden zugehörigen x den Werth 2 DO 
= 2A. 
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Für A = 0, wenn alio DM in der Axe 
liegt, erhält man 

»’ + p» = 0 

aleo gleich der ursprünglichen Gleichung 
x’ — px = 0, wenn man y statt von 6 
nach B hin Ton £ nach 0 hin rechnet. 
10. Nimmt man EB = ip, so hat der 


Punkt B die Einnschaft, daie ein« Ton 
ihm nach irgend einem Parabelpunkt D 
gesogene Linie SD mit der durch D pa- 
rallel der Axe gesogenen Linie DM einen 
Winkel BDM bildet, der dnrch die Nor- 
male DJ halbirt wird. 


Denn es ist BD*= BG* -t- DG* = (x - J p)* + px = {x + {p)* 
also BD = x + ^p (#7) 

nnd BJ= EG + GJ-EB = x + ip-ip = x + ip 

folglicb BD = BJ nnd z BDJ= z BJD = zJDM 

Ist also der Punkt B ein leuchtender Brennstrahlen (s. den Art. »Brenn* 
Punkt, so werden alle xon ihm nach der pnnkt der Parabel*}. 

Parabel geworfene Strahlen in Linie 4^ II. Rectification der Parabel, 
der Axe reflectirt. Der Punkt B keifst Dieselbe ist als Beispiel ausgeführt Bd. II, 
deshalb der Brennpunkt nnd die von pag. 191. 
ihm nach der Parabel gesogenen Linien Es ist der Bogen Bü = 


i ~ + is* +p* 

durch p und x ausgedrückt, indem man y* = px setst 
4 = i 1^2 1 px -f 4x> -f p /« 

dnrch x und y ansgedrückt 

4 = I [2X ,y--b 47. + ,a 2 x^,'pH 47j 


( 2 «) 

(29) 

(30) 


12. Quadratur der Parabel. Die- 
selbe ist als Beispiel ausgeführt, Bd. II, 
pag. 192. Wird der Anfongspunkt im 
Scoeitel £ genommen, so ist die Para- 
belfliche GDOU swiscben den Abscissen 
EG = x und EJ = x’, den dasngebörigen 
Ordinaten 

j,jf’=F=ll'p[x'l'x'-xVx] (31) 

13. A. Das Parabelstück swischen dem 


Scheitel £, der Abscisse x und der Or- 
dinate y 

F=Jx, (32) 

B. Die Fläche EDT swischen der Pa- 
rabel nnd der Tangente ist 

F=ixy (38) 

Denn das A DGT ist = J TO x DG = xy. 

C. Die Fläche EDB swischen der Pa- 
rabel nnd dem Brennstrahl ist 


F= * (4x + 3p) 1 px = * X (4^ + 3yt) = ( 34 ) 


D. Die Fläche ODNPO eines Abschnitts 
swischen einer auf einem Durchmesser 
DM genommenen schiefwinkligen Ordi- 
nate ON nnd der Ton ihr abgescnnittenen 
Parabel ist = 


F = k X, y, sin n 

Denn nimmt man Bd. II, pa|(. 192, Fig. 
540 die Ordinate EB unter einem 
so erhält man das Zuwachsparallelogramm 
EFHG = A Jf (j -I- Aj) *»" n 


Ö*y 

mithin auch F = tin a/y Ox = sin n/y ^ • Oy = siN n J — Oy=|xyiin 


Mithin die Ebene ODNPO dreht, ist für den Fall, dals der Bogen 

= |x, y, sinn (36) swischen den sn den Abscissen x nno x’ 

14. Die Calotte ans dem Parabelbogen, gehörenden Ordinaten sieb befindet in 
wenn derselbe nm die Axe sich hemm- 
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M. II, fag. 194 aU Beispiel berechnet lat j>' = 0, also fnr die Calotte des Bo- 
f'=*;r,>[(4r + p)»-(4*- + p)^] (3G) ““ 


F= in yp [(4. +p)^ - pl] = . 

- „„ £lf!+ „ (d»* + P*)^ - P* 

’ " 6p 


(37) 


16. Dreht sich der Bogen 01) um sei- für BU = x den Werth x' + y’rosn 
nen Durchmesser «.»/, so hat man in der OU = y den Werth y’ $init tu setxen. 
Qnadraturformel H^ll . pag. 194: p, 

l/‘ + [s er 5I' ^ 

die Wiinelgröfse nebst Differenzial ist nmgeändert und rediicirt 

= I^[9 (x + y rot n)]* + (8y sin n)’ = V'(Sy)’^ (9^)* + 2 • 8y • cot 11 

=/(Sr 




+ 1 + 2 ^ cos o •— 8y 
3y p ' 


2.T iin n „ — i : - • ^ 

Hithin 6 = — — /y I 4»* + 4» cos n • y + p’ • 8y 

P 

Man hat nun das Integral nach For- Aus Formel 232, pag. 342 
ael 233, pag. 342, wenn man fVY- y y + ^p»si» »n 

e = 4; 6 = 4p cos «; a = p* setzt. ^ 

(4«’ + 4p cos r. . y + P*) = F geseUt »"* 229, pag. 342 

y, VF = * . yi - Y J tY = *'" <F «" « + 2» + »'1') 


Mithin 


>■= 


2rr sin 0 


- [*n I F+ *p.si«*n . H»(F«.sr. + 2,+ ,'F)] J 

_ 2nf«^ [ [y + - 12 *- » + 24 - 3cos ’b)Ji F- Ip’sin V-cos « ln [pcot n+2y + 1 F) j 

Für y = 0 wird F=0. Es wird dann l'F=p nnd man hat für die Constante 
0= 2'^ . **"” (2 - 3cos >n) - I p* sin *0 • cos ft In (p cos a p)j C 


den nentieen Werth als den der Con- dnreh den Bogen OB nm den Dnrehmes- 
stante in die Formel für F gesetzt gibt ser DM: 
redneirt vollständig die Umdrenungefläche 


F= 


in sin • 


r^’ 

pcosn 

L 3 

+ 12 “ 


F+oi^2-3)cos>^ 


'<>) | 4y* 


+ 4p cos <1 • y + p* 


(38) 


P* « I P “ + 2y+ F4y* + 4p cos ny 4- pi 

-^(2-3cos > 0 ) - ip*nn*(i cot nln ^ L 

24 ' ' tr p (1 + cos (t) 

Setzt man « ~ 90°, so sind die Ordinaten rechtwinklig, die Abscissenliaie ist 
die Pmbelaze nnd man hat: 




'=7 [(y + S + »•’ - S1 = ‘ 7 w»* + »>’)* - 


(33) 
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16. Draht sich der Bogen ND nm den die AbscuM PiK s y' eei n — x' 
Darcbmeseei DM, so hat man die Ordinate JVB' = y' jtnn 

' 

alio P= 3;r/y tin n | [8 (y cor a — x)]’ + (8y sin o)’ 

folglich ist hier die Wurzelgröfse 

1 + (S'T)’ — 28x • 8y • cor o F |/ ^ 1 — 2 ^ co» n ^ • Öy 

. w, 2.1 tin n . — = - ^ . 

and F=~ /y |'4y^ — 4y rot « ■ y + o* -Dy. 

P 

Nach den in No. 15 citirten Integral- und 4y’ — 4/>cotn • y-i-p’= y selit: ferner 
formein hat man nnn, wenn man in die- i v ; v . P v 

sen Formeln a = p* ; 6 ^ — 4pcogn; c=4, J^!/ t g— ii ^ r * t ^ J l " 


endlich 

Mithin 


yH- = -''-”'“ + =>^T-fip>.in>,.y'5 
J'^ = J/n (- p cor n -h 3y + 1 F) 


* 0 .» 

Y 


F = 


2n im 


4y* -* 4;> eo9 « • y -f p* , p ~ p coi a + 2y^ 

12 ^ 4 J 


F[( 

-h • ip* rin ’« • J^/n (- p cot « -f 2y -l- t^F)J 


t F 


_ 2/1 tin « /fy* 

" p vL 3 " 


''^*+24(' 


i] V 4y’ - 4p 


cot o ■ y -f p’ 


-t- ^p* rin *rt ■ cot o Al [— p cor n -1- 2y -f )'4y’ - 4p cor n • y -t- p’] j 
Für y = 0 wird auch F = 0; es wird dann Fy = p and man hat für die Constaote 

^'*-* . *** ** (2 - 3 cor ’ci) + J p* rin ’n - cor a fn (— p cor n -f- p)J + C 


den nativen Werth dieses Ausdmcks dnrcb den Bogen AfO um den Dareh- 
in die Formel für F eingesetst, redncirt messet DM 
gibt Tollstindig die Umdrehnngsfläche 

^ (f ^ " , + g (2 - 3 CO. ..)] F4”yf^p^S^y-T7> 


— (2 — 3cor *o)-|- ip*rin*o • cor o • In 

8etst man o = 90”, so sind die Ordi- 
naten rechtwinklig, die Abscissenlinie ist 
die Parabelaze nud man hat: 

'^ = 7 [(t+S'^»’+^- 12 ] 

17. Der Körper, welcher durch die 
Umdrebnng der Ebene DEO nm die Axe 
entsteht, ist io Bd. II, pag. 195 entwickelt. 
If = ^nxy‘ = jnpx* (42) 

Liegt die enengende Ebene awischen 
den au den Abscissen x, x’ gehörenden 
Ordinaten y, y’ so ist 


-^pcorn -f 2y -H^4y^ 4pcorp.y-F pa V 
-pcoro-fp / 

K= in(xy* — x’y’*)=lnp = (x’— x'^ (43) 

18. Dreht sich die Fläche ODF am 
den Dnrchmesser DM, so würde fir 
rechtwinklige Coocdinaten der Kö^er = 
sein K = n/s* 8x. Für schiefwinklige 
bleibt der Halbmesser der sich drehenden 
Znwacbsfliche dasselbe Loth OU von 0 
anf DM, mithin hat man den Werth des 
Terlangten Körpers 

Ox 

K=nßs,hn o)*8x, = n rin ’n/y,* • ^ 8y, 
Nach Formel 18 ist . ,. 


Digilized by Google 



Pftrabel. 


83S 


P«rab«l. 




«i« *o *’ 


C 44 ) 


■)io 


8 y. = öj-, 

<in V 


woriBs ^ 

LheMo Werth io das Integral fti fC 
geseUt gibt 


K-nrim >«/,,« Sy, = 2 ,« «„ /,_» 8, 

mitbin /f = | — ,j* 4„ . _ « .... und es dreht sich die Fläche ODU um 

wo (ii* r.nn .1 t ^c-tu ; - **" ®"*®**®*»»*'’, SO hst msH den Körper 

»0 die Constante fortfillt, weil für y, =0 u ^ ..fix 

«och äf=o wild. ^ = «yty,*«<>P^8y 

= « sm Sy, + rr .ia *„/y,« Sy, . c« „ 


= /rim 


8», 

*n/y,* 8y_ .J. ., „„ 


~ t ^ *•» *o • y,* + — sie >o . co< « . y,* 

= J Ji y »iw »« (3y, rin »n + 2p co> «} 


(46) 

3H£“ääIk 

ln Forme] 46 nori^^ nämlich der Flächeninhalt eon 

= iit rin ’tt cot a-yK A OFü = J . y,« rin n • co» «. 

Dieser Unterschied ist oBenbar der Kör- Die Entfernung seines Schwerpnnkts 
per, welcher enUteht, wenn das Dreieck ''®® Durchmesser =ä-y, rin«. 
rav um den Durchmesser sich dreht; Die Peripherie Tom Halbmesser 1 = 2,t. 


Daher der Körper = 2«. *y, rin«. iy,«rin«.c<„„ = l.-„in*„ .ceso.y* 


(47) 


sirV j “an die Entfernung 

Durchmessers Ton der Axe mit 
^^80 findet man die Formel für den 
Jtorper, den die Fläche DOV bei 
Ihrer Drehung um DÜ beschreibt, 
wenn man OU = y„ Dü = x, seUt. 

■ ^1?“ .K** '••n Parabelpnnkt O 

Aae = * und 

au = jf 

1 . HO* = p • EH oder y* = px. 

Ferner ist EH = EG + GH 

2. oder x= — + x 

P 

Ebenso HO = HV -(■ I/O 

3 . oder y = * -f y, 

folglich ist X und y durch x, nnd y, ans- 
gedmckt die obige Coordinatengleieiinng. 


6. undp = (l±^’:i^!=?L(2a + ,) 

Dieselbe Gleichung (4) differeniirt gibt 
2(* + »,)0y, = pSx, 

6. woraus ^ =VL±Pj 
Sy p 

Nun hat man den Körper 
K=^ /y,> hx = 7, /y,> ?J* ± *!.)8, 


2n 


2/t 

= -(/*»,>8y,-b/y,*Sy,) 


P (4*y.‘+i»,‘)=J jy,*(4*-f3y,) (48) 
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and Kenn mao ans (6) f daroh a, x, and and m iat 

jr, anadröckt /a> \ 

W.'' m (» 

l>®‘“dri^f3a;«'^*^ Ordinat. OH .ich d,.hl = 

der Ax«, so ist U'O = *, aod der Körper #c = „fx* . ö* (4) 

K iet der, welcher dorcb die Drehaog der 

Ebene D’EDOV* um den Darchmesser Nun Ut aus Olekhunff 3 
D'I/’ .rfolgt 2(a-,)(-ö,) = -p8x 

, rar (SO) wor.ua 

für a = 0 entatebt der Körper durch die ® 

Drehaog der ODEH nm die Aze EK 

K = \ji X, j,’ p pjt r X* 9x 

32. Der Körper, welcher entatebt, wenn 2(a — “ T / ./ i» — ^ 

die. Ebene ODt/ am die Ordinate 0(/ aich „ . , . .,’ *** 

henimdreht. °>*°> ^ mtegnrende Dif- 

Setzt man die Höhe des P.rahelpunkU 
0 Ton der Aze , alao HO = a, die End- * P^~* 

Ordinate 0(J = g; die Abeciaae DU = x . • . a*- 

ao iat UH = DG= h — i/ (I) 

EG=EH-GH--- -X ( 2 ) 


ao iat 


— p 8x = 2» 8} und 

OS p 


(Xtf-I*)* 2» 8a 


2a> i> t- »*) 0» 


p p> 


»♦)• Oa 


= - ^ (a* i - la> a» -). 1 a‘) -I- C 
= - (8** + 4** P-r + 3p’ x*l |/a’ - pi c. 


Für X = 0 wird y = 0 und /f = 0 mithin iat 
n ^ ^ ^ 

i.a* + C 


0 = - ■ 8**' * = - , 
15p* 15 p* 


und et iat Tollatändig. Der Körper ana der Drehaog der Ebene ODU um Off = 


Für X = EH = -X wird pa’-wx =0 

p 0 

and man hat den Körper der durch die 


Umdrehang der ganzen Ebene ODEH nm 
• OWl 
8/r 


die Ordinate 


herrorgeht 

(62) 

23. Deo Körper, welchen die Ebene 
DNW durch ihre Umdrehung nm die 
Linie DW erzeugt. 

SeUt man DG = a, GE = j, IF/V = y. 


DW = X, ao iat 

(»FJr - »FflO» = p{GE- WD) 


oder (a - y)« = p - x) = a’ - px 
hierana 3 (a - y) (- Sy) = - p 8x 

mithin ®5 = *^J') 

8y p 

Nun iat, wenn man y ala den Anfanga- 
punkt der Abaciaaen annimmt und die 
Fläche FlFEAf nm YW lich drehend 


denkt 


Ä = w /y* 8x = a /y> . ^Y=J A^li‘ - F*) »» = ^ (4* - 3y) (M) 
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«0 die Constante fortfällt, weil fdr y = 0 
inch K = 0 wird, and es ist dieser Werth 
= dem Inhalt des Umdrebangskörpers 
wepn die Ebene DNW um DW sich 
herumdreht. 

Setit man y = A, so hat man den Kör- 
per, der Ton der Umdrehnng des Bogens 
DBE nm DY erzeugt wird 


= • *‘= 1« OC’xfiC (Ö4) 

bp 

Die Formel wird sehr weitläufig ent- 
wickelt, indem man x statt y einföhit. 
Man erhält sie aach, wenn man ans 
der obigen Formel (* — yp = *• — pt 
u = A - i'h* —pr entwickelt und diesen 
Werth in Formel 63 einsetzt 


- 3A/JX - (4** - pj) I *> — px\ (A -I- 3 l'A* - px) 

= ^ 8A‘ -I- 1 2 A» - Sp’ c’ + 8* (*’ - P-«-)*) 


(55) 


24. Dreht sich die Ebene KFZ um die 
Linie KV, so erhält man den L'mdre- 
hnngskörper durch folgende Gleichung: 

Man setze KZ = r, FZ = y, so ist 

K = !t /y’ 0x 

Nun ist £Z’ = p • FZ oder x’ = py 
woraus y* = 
also 

ff = ^/x‘.8x = -^ =inxy> (56) 

Parabeln höherer Ordnnng, auch Pa- 
raboloiden genannt (vergl. .Äpollo- 
nische Parabel*) sind Linien von der 
allgemeinen Gleichung 

y"'*'" = o" x". 

1. Ist (m-b n) gerade, n ungerade, so 
gibt es für jedes positive x zwei gleiche 
nnd entgegengesetzte y. Denn man hat 

yX/'-H»-*-«) = „ä/'-Hi X 
es ist also 

y = ± K X xP-^» + V 

2. Sind (m-fn) und n ungerade, so 
gibt es nur einen möglichen Werth für 
y nnd zwar mit dem Vorzeichen von x. 
Denn man hat 

9„+1 

woraus y = a x :v px*''"*'' 

die einzig mögliche Wurzel. 

3. Sind (m n) ungerade und n gerade, 
so existirt nur ein positiver Werui von 
y, X mag positiv oder negativ sein. Denn 
haben in der Gleichung 

y"-*-^' = a"' X (t xy‘1’ 

(ia-f2p) nnd 2p keinen gemeinschaftli- 
chen Factor, so ist 


m m4-S/5 
y = X V^x^i' 

4. Sind (m -f- n) und n gerade, so kön- 
nen alle drei vorhin betrachteten Fälle 
Vorkommen. Denn es sei 
y*"'• = a*'‘'»'-^)x(:^xy'“V 
so entsteht durch Ausziehung der 2nten 
Wurzel 

^> = a''’-»)x(v:x)» . 

Haben nun p und q keinen gemein- 
schaftlichen Factor, so kann sein: 

Entweder p gerade und q ungrade (er- 
ster Fall); oder p und q ungerade (zwei- 
ter Fall) oder p ungerade und q gerade 
(dritter Fall). 

Die Parabel n von der Form y" = a**" ’ i 
heifsen eine quadratische, wenn« = ! 
ist; eine cubische, wenn m = 3 ist, eine 
biquadratische oder snrsolide, wenn 
»1 = 4 ist. 

6. Die höhere Parabel x* = PP* hat die 
merkwürdige Eigenschaft, dafs sie der 
Parabel Evolute ist. In dem Art. .Evo- 
lute*, pag. 62 ist die Formel II. die 
Länge deren Abscisse a, die Formel UI. 
die der Ordinate 6 beide rechtwinklig nnd 
entsprechen der Abscisse x und der Or- 
dinate y der Parabel, den Scheitel ^ 
Anfangspnnkt nnr^die Axe als Abseii- 
senlinie genommen. 

Nun ist y’ = px 
1 P 

5-x=ly 

1 4- - 1 4. .?! - p* + '* y* 

Vöx/ 4y* 4y^ 

8x> 2y> 

Diese Werthe in den Ausdruck fär • 
gesetzt, gibt 


P* + 4y« ( 2y’\ 
4y» ■ l ^ j ■ 


P _ _ . p’ + 4y*_ _ , p« + 4y>_ , 3y> 

2^ - * + -iPT - * + ~5^r- - * + 7 
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Dieselben Werthe in den Ausdruck für b gesetzt gibt 

4»’ V p8y/ * 2/>8y ^ p* ^f>* 


Um nun die obere allgemeine Form der 
•ileiohnng zwischen m und b (als x und 
f) nachsn weisen hat man 

3e* 

aus a = ip + 

and i* = 16 ~ 

Hieraus ist 


der Kegelfläche DA und der Grundfläche 
AE eingeschlossene hulTormige Körper 
ermittelt werden. 

Pig. 873. 




PinbalUch ist was in Beziehung zur 
Parabel steht. 

ParabaUiche iiymptota ist an einer 
krummen Linie höherer Ordnung eine 
Asymptote in der Form einer Parabel. 

Parabolische Cure ist eine Curre, 
welche der Gleichung angehört 

y = W + ** + CX* + . . . . MJ *' 

von einer unbestimmten Anzahl Gliedern, 
wogegen eine Curro ron der Gleichung 

» = " + ‘ + T + j-+? + -- 

eine hyperbolische Curve keiTst. 

Parabolischer Hofabschnltt Ut der 

durch eine Parabelebene Tom Kegel ab- 
geschnittene Huf. 

Ks sei CAB der Axendurchschnitt eines 
nraden Kegels, C dessen Spitze, Aß die 
Grundlinie. Ist DE + BC, so gibt der 
Schnitt durch DE eine Parabel, und es 
soll der Ton dieser Parabelebene DE, 



Bezeichnet man BC mit b, AB mit 3r, 
legt zwischen A und DE eine zweite 
Flache durch die mit DE parallele FG, 
fällt das Loth AJ, so hat man 

FG=^x 

• ir 

AJ = X iia a 

Beschreibt man über AB den Halbkreis, 
so ist diese die halbe Grundfläche des 
Kegels, und errichtet man die Ordinate 
GH, bezeichnet diese mit s, so ist 
s» = X BO = X (2r - x) 
die dnrch FG gelegte Parabelfläche ist 


F= §FCx2i= |z> ^x = X J/Srx — x’ 


Bezeichnet man den Abschnitt des Hufo 
Ton A bis FG mit Z, so ist 8Z = der 
Parabelebene F mal dem Differenzial der 
Höbe AJ — 8x • rin a 


mithin 8Z = | x p'Srx — x*- rina • 8x 

nnd Z = • rin n/x — x* 8x 

3 r 


Nnn ist /x p2 rx - x* 8x = - J (2rx - x>)* + r /p 2 rx - x* 8x 

yi'’Srx — x’ 8x = — J (r — x) J'2rx — x*-Hr* Are • c*r - — ^ 

Mithin 

Z = ^ rin n j^— J (2rx — x*)^ - J'2rx — x’ + i r* Are cor j 

= ^*i« o j^— k(r -t- x)(3r — 2x)l'’2rx — x’-p Jr* ylrc oor 
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Z s - i — »iao • (r + jf)(3r - 2x)|/4rjr - x* + i ir* «in n • Arecoi'^-^ 
r r 


Geht der Schnitt DE durch den Mittel- 
punkt der Grundfläche, so ist r = r und 

Z= äir’fino ^y- j). 

Farabolilche Konchoide. Auf eine 
gerade Linie AB legt man eine Parabel 
mit ihrer Axe und schiebt diese auf der- 
selben fort. Zieht man von irgend einem 
festen Punkt C durch irgend einen und 
immer denselben Punkt ü der Parabel- 
axe gerade Linien, so sind deren Dnrch- 
echnittspunkte mit der Parabel Punkte 
der parabolischen Konchoide CEF.,.. 


•\uf ähnliche Weise entstehen ellipti' 
sehe und hyperbolische Konchoiden. Die 
parabolische Konchoide hat noch einen 
«weiten Zweig, der durch die iweiten 
Dnrehsebnittspunkte, wie a, b, e in den- 
selben Parabeln bestimmt werden. Der 
Anfangspunkt der unteren Konchoide ist 
der Enengungspnnkt C und die gerade 
Linie CD" nach derjenigen Parabel, welche 
den Punkt C schneidet, ist als Tangente 
die Orenie der Gurre, die Parabelaxe AB 
ist eine Asymptote derselben. 

Die obere Konchoide fängt in unendli- 
cher Ferne links auf einem Axenpunkt 
an, die Axe ist also diesem Zweige auf 
entgegengesetzter Seite gegen den unteren 
Asymptote, und rechts entfernt sie sich 
mi t den Ordinaten nnendlicb weit von 
der Axe. 

ParabolUcbei Konoid ist der Körper, 
welcher entsteht, wenn ein Parabelbogen 
mit seiner rechtwinkligen Ordinate um 
die Absisse dreht. Also der Körper im 
Art. .Parabel“, No. 17 mit Fig. 872. 
Sein Inhalt ist (Formel 42) 

Ä = Jn*s’. 

Ein ibgeköntes Konoid (Formel 43) 

= K = i »r (*»•-*,»,•)= i »p (x* - X,*). 


FnraboUschor Spiogel, s. den Art. 
.Brennspiegel*. 

FaraboUseho Splndol ist der Körper, 
welcher entsteht, wenn eine parabolische 
Ebene um ihre Doppelordinate sich dreht, 
also der Körper in dem Art. .Parabel* 
No. 22, dessen Hälfte, nämlich der ans 
der Drehung der halben Parabelfläche 
EOH um Oll (Fig. 872) hervoreeht. 

Es ist mithin der ganze Körper K 
ss 


EH=.OU\ d. i. pr = *>, 
so ist /f= nr’A 

= *»•■’ (2*)- 
Mithin beträgt dieser Kör- 
per iV des Cylinders, der 
denselben llalbmeseer EH 
= r und die Höbe OH inr 
halben also iOH zur gan- 
zen Höbe hat. 

Paraboloide, s.v.w. .Pa- 
rabeln höherer Ord- 
nung (s. d.). 

Parallaktisch ist was sich 
auf die Parallaxe bezieht 

Parallaktischer Wlakd, 

Parallaxe*. 

Farallaze. Was unter P. verstanden 
wird, ist in dem Art. .Höhenparallaie* 
mit Fig. 709 genau erklärt. Die P. ist 
am grofsten, wenn der am Himmel be- 
findliche Punkt im Horizont des Beob- 
achtungsorts sich befindet (Horizontal-P.)- 
Es ist nämlich, wenn r der Halbmesser 
der Erde, A den Abstand zwischen Erde 
und Himmelspunkt bezeichnet, die Ho- 
rizontal-P. 

P = Are • «in oder tin P=-^ 

äi A 

und bezeichnet a die Zenithdistani de« 
Himmelspnnkts von dem Beobachten^ 
ort, jede Höhen-P. 

P‘= arctin^-^ tin oder««« /*= y • 

A im Nenner zeigt an, dafs die P. 
der Entfernung des Uesüms abnimat; 
da Fixsterne eine nnermelsliche Weite 
haben, so haben dieselben auch keine P. 

Bei der Horiznutsd-P. ist s = 90°j atol’ 
der Himmelspunkt im Zenith so ist i = P< 
mithin ist für joden solchen Pnnkt die 
P. = 0. 



Setzt man p 


Fig. 87-1. 



s. V. w. 
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Die Entfeninog des Mondes ron der 
Erde iat im Mittel 51ÖOO Heilen, der Halb- 
messer der Erde 860 Meilen, mithin ist 

B60 

die Horiiontal-P. desselben = arcti» 

Ö1500 

= arc st* 0,01699= 58 Min. 25 Sec. In 
seiner grölsten Nahe zur Erde ist die 
Horizontal-P. 53° 53", in seiner gröfsten 
Feme 61' 32’’ am Aeqnator. Die Hori- 
zontal -P. der Sonne ist bei ihrer mittle- 
ren Entfernung ron der Erde 8' b" bis 
8 ’ 6 ". 

r ini Zähler zeigt an, dafs mit dem 
Halbmesser der Erde die P. zunimmt 
Nnn ist am Aequator der Halbmesser 
zra gröfsten nnd nimmt nach den Polen 
hin wegen der dortigen Erdabplattung 
immer mehr ab. Daher ist die P. am 


Aeqnator(A eq n a to r e al -P.) am grürsten, 
am Pol (Polar-P.) am kleinsten, zwi- 
.srben Pol und Aequator mit der ffeogn- 
hischen Breite des Orts abnehmend (Lo- 
al-P. }. Die im Aequator gemessene, 
oder für denselben berechnete 1’. ist im- 
mer die Aequatoreal-Horizontal-P. 

Der Unterschied zwischen der Aequa- 
toreal- und einer Lokal -P. und selbst 
der Polar- P. ist unbedeutend. Bei der 
Sonne ist sie fast = 0. 

Denn der Erdhalbmesaer im Aequator 
ist 859,5 Meilen, in der Axe 856,5 Mei- 
len, die mittlere Entfernnng der Sonne 
Ton der Erde ist circa 20,660000 Meilen. 

Nnn ist /oj 20660000 = 7,3151303 

log 859,5 = 2,9342459 

log 856,5 = 2,9327274 


( 859 5 \ 

**" ~ = 5,6191156 - 10) = 8,597 Secuiiden 

20660000 / 

P' = Are ( sin = = Are (log • sin = 5,6175971 — 10) = 8,525 Secundeii 

V 20660000/ 

Gibt P — /" = dem Unterschied zwischen der Ae^uatoreal- und der Polar- P. 

= 0,072 Secunden, eine durch kein Winkel-Instrument zu beobach- 
tende Gröfse. 


DageMn beträgt der Unterschied zwi- 
schen neiden Parallaxen beim Monde 
61' 32" - 61' 20" = 12 Secunden. üeber 
die P. der Sonne vergleiche den Art. 
. Breite, geographische* , pag. 408, 
No. 6 mit Fig 343. 

Noch ist zu bemerken, dafs die Hühen- 
parallazen (s. d.) wie die Cosinus der 
scheinbaren Höhen der Himmelspunkte 
oder wie die Sinusse deren Zenitbdistan- 
zen sich verhalten. 

2. Die bisher betrachtete P. zwischen 
Mittelpunkt nnd Beobachtungsort der Erde 
heilst die tägliche Parallaxe; dage- 

f en betrachtet man auch die P. für die 
alle, wo Sonne und Erde, oder wo die 
in der Ekliptik diametral entgegengesetzt 
liegenden Punkte die Beobachtungsörter 
sind. Erstere P. heilst die j ä h r I i c h e P a - 
rallaxe, wenngleich sie eigentlich nur 
die vierteljährliche ist. Jährliche P. 
eines Gestirns ist also der Winkel, den 
ein in dem Gestirn befindlicher Beob- 
achter zwischen Sonne und Erde durch 
Viairen milst. Die Parallaxe ist von der 
Erde ans dadurch zn finden, dafs man 
das Gestirn am Anfang und Ende eines 
halbjährigen Zeitraums jedes Mal wäh- 
rend seiner Cnimination visirt. In dem 
Dreieck ist nun die Grundlinie der Durch- 
messer der Ekliptik; die beiden visirten 
Höhenwinkel von 180° abgezogen geben 


den Winkel au der Spitze und dessen 
Hälfte ist die jährliche Parallaxe. 

3. Aus der Jährlichen Parallaxe ist 
aber auch die Entfernung des Gestirns 
von beiden Beobachtungsorten , der Erde 
und der Sonne zu ermitteln und zwar 
von jedem einzeln in den visirten Drei- 
eckseiten. 

Nur sehr wenige Fixsterne haben eine 
mefsbare P. ; sie betrag höchstens eine 
Seennde. Nimmt man das Dreieck gleich- 
schenklig, setzt die Entfernung zwischen 
Erde und Sonne = A, so hat man die 
Entfernung des beobachteten Fixsterns 
von unsrem Sonnensystem L = R eo$ee(^)", 
und wenn man das Dreieck rechtwinklig 

nimmt L-R-eol (i)" = 

Es ist Ij n = o -i- i o* -b g ^ j n* -f . . .. 

der Bogen n = = 0,000 002424 .... 

' Man ersieht also, dafs es an dem ersten 
Gliede schon genug ist, und setzt man 
CD” = 0,000 0025 , so erhält man L = 

Aoooo . R. 

Mithin ist die Entfernung des nächsten 
Fixsterns von der .Sonne mindestens das 
400000 fache des Halbmessers der Ekliptik. 

4. Hat das Gestirn einen im Winkel 
mefsbaren Durchmesser, so kann man 
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dieses Winkelaiaars sowohl als anch die 
von dem Uestirn aus oemesseue Parallaxe 
als Kreisbogen hetraehten und beide Ro- 
gen sind die den Reobarhlern schein- 
baren l.ä n ge n der wirklich gemes- 
senen Längen. La nun beide Winkel 
einerlei Radien haben, .so verhalten sich 
die gemessenen Rogen, ilic scheinbaren 
Orülsen, wie die wirklichen (iröfseii. Ist 
also die P. der halben Krdbahn =p, die 
scheinbare Gröfse des Oeslirnsdurchmes- 
sers = d, so ist da die wirkliche halbe 
Rkliutik = 20 Millionen Meilen beträgt, 
der Durchmesser O des Gestirns wirklich 
d 

= — X 20 Millionen Ml. 

P 

5. Man hat Doppelsterne (s. d.)- 
Durch lanipährige Reobachtnng mehrerer 
Sternsatelliten ist es mit Hülfe des Gra- 
vitationsgesetzes gelungen, die scheinba- 
ren Durchmesser deren Rahnen zu be- 
rechnen und mit Hülfe der dritten Kep- 
ler'schen Regel die rmlaufszeiten dersel- 
ben zu ermitteln. Hieraus kennt man 
also die Parallaxe der Erde in Reziebung 
auf die Satellitenbahn £, nämlich den 
scheinbaren Durchmesser derselben für 
einen auf der Erde befindlichen Reob- 
achter. 

Nach No. 2 ist nnn auch die P. der 
Erdbahn (S) in Reziebung anf den Stern- 
sateUiten zu berechnen, und diese schein- 
baren Grüfsen verhalten sich bei den 
gleicbgrorsen Visirlinien wie die wirkli- 
chen Qrürsen. Ist also wieder der Halb- 
messer der Ekliptik = /{, so bat man den 
scheinbaren Durchmesser (S) der schein- 
baren Satellitenbahn: dem scheinbaren 
Halbmesser (P) der Erdbahn = dem wirk- 
lichen Durchmesser der Satellitenbahn; 
dem wirklichen Halbmesser A der Erd- 
bahn also 

S-.P=X:R 

woraus der wirkliche Durchmesser der 
Satellitenbahn X = ^ • II 

Ftnllelen. Parallel sind gerade 
Linien, die in derselben Ebene 
liegen und soweit sieaucbanbei- 
den Seiten verlängert werden doch 
an keinerSeite Zusammentreffen 
Diese Erklärung ist die älteste, nämlich 
die 3&te des Euklid und man hat dieselbe 
als nicht streng wissdnscbafllich und g» 
wifs mit lUcht angegriffen. Aufser den 
vielen Gründen gegen diese Erklärung 
will ich noch einen anführen, den man 
vielleicht als zu weit bergeholt anseben 
^nnte, dem aber doch eine erwiesene 
Wahrheit zu Grunde liegt: 


Han hat an Onrven Asymptoten, beide ' 
Linien kommen sieh mit ihrer VerUa^ 
riing immer näher ohne sich jemsls za I 
schneiden. Die Asymptote ist geradlinig, ' 
die t’iirve nähert sich mit ihrer Verlän- 
gerung immer mehr der geraden Linit I 
und kann in unendlicher Entferniing als ' 
gerade betrachtet werden, sie schneiden 
sich niemals, kommen einander immer ' 
näher und sind nicht einander parallel. 

L'nter den statt der Euklidischen Er- 
klärung aufgestellten Erklärungen, die 
alle mehr oder weniger Einwendungen 
zulassen, ist keine augenfälliger als die: 
Parallelen sind gerade in einerlei El>ene 
liegende Linien, welche, man mag sie 
auf beiden Seiten noch so viel verlän- 
gern, immer einerlei Abstand von einan- 
der behalten. Aber auch gegen diese 
Lst der Einwand zu erheben, dafs Abstand 
erst erklärt werden müfste, dessen Er- 
klärung aber auf Parallelen sich gründet. 
Han könnte nun erklären: .... liegeude 
Linien, zwischen welchen alle unter einem 
und demselben Winkel gezogene gerade 
Linien einerlei Länge haben 

ln dem Art. , Axiom* habe ich von 
parallelen Linien eine genetische Erklä- 
rung gegeben, nachdem ich mich über 
den t'haracter der Grundsätze im Allge- 
meinen und iro Resondern und über die 
für die Geometrie vorhandenen mögliehit 
ausführlich geäufsert. Nach dem meiner 
Ausiebt nach einzig nothwendigen Omod- 
satz: »Gerade Linien decken sieh in 
allen Punkten* sollen mehrere gerade 
Linien auf einander liegen, eine denelbeii 
soll man von den darunter liegenden 
fortbewegen ohne ihre Richtung zu än- 
dern, wo dann beide Linien Parallele 
heilsen und die also beliebig anf beiden 
Seiten verlängert sich nirgend schneiden 
können. 

Abgesehen von allen eifrigen Remä- 
hnngen ingeniöser Mathematiker, die Lehre 
von den Parallelen streng wissenschaft- 
lich zu begründen ist es nicht Recht, dafs 
ein so sn sich geometrisch einfacher Ge- 
genstand mit Hülfe schneidender Linien 
und Winkelbestimmnng definirt wfrd. 

Die uns anfbebaltene älteste Theorie 
der Parallelen von Euklid ist die ange- 
schickteste die es nur geben kaon 

Der llte Grundsatz mnfs einen Kna- 
ben, der geometrische Kenntnisse öck 
erwerben soll, sofort abscbreckeo. Ick 
frage jeden Lehrer, ob dieser Grundsatz 
für einen Knaben in Rücksicht auf des 
Standpunkt seiner noch geringer Regiife- 
^igkeit nicht viel zu znsammengeselst 
ist. Nuu kommt dazu, dafs Eukhd auf 
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<Üe Kegebene Krklirnng (10) des rerhtcn 
Winkels eich beraft, welcher durch dfii 
Berriff N ehe n w in ke I erklärt wird, ül>er 
•eichen in den Torherslebenden Krklä- 
rangen uar nicht die Rede ist, so dals 
Knklid den Nebenwinkel, als wenn 
dersellie nichts Keuiuetrisches, sondern 
ein allKemeiu bekanntes Uing wäre an* 
sieht. Der 1 Ite Grundsats heifst; 

Zwei gerade Linien , die von einer drit- 
ten so geschnitten werden, dafs die bei- 
den inneren an einerlei Seite liegenden 
Winkel lusammen kleiner als twei rechte 
sind, treffen genugsam verlängert an el>en 
der Seite zusammen. 

Dieser Grundsatz ist offenbar der um- 
gekehrte 16 te Lehrsatz: An jedem Tri- 
angel ABC ist, wenn man eine seiner 
Seiten BC ••rlingert, der änfsefe Win- 
kel ACB gröCser als jeder der beiden 
^n»ea ihm gegenüber liegenden Winkel 

Enkttd hidbirt AC in £, zieht Bf durch 
£, macht EF=BE, zieht CF und be- 
weist ans den gleichen Dreiecken FCC 
und BKA, dafs ^FCK = /iBAC, also 
Z.ACD> BAV. Die ITalbirnng von BC 
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iür ^ACD > ABC ist nicht nüthig, wenn 
man AC verlängert; denn ^ACÜ ist = 
^BCG, also nach dem ersten Theil des 
Beweises ^ ACD > /_A BC. 

Man kann nun den Lehrsatz auch fol- 
gender Art ansdrücken: Wenn 2 sich 
schneidende Linien AC , BC von einer 
3ten BD geschnitten werden, so ist der 
änfsere Winkel ACD an der schneiden- 
den Linie gröfser als der auf derselben 
Seite liegende ihm entgegengeaetzte in- 
nere Winkel ABC. Dieser Satz umge- 
kehrt würde lauten; Wenn 2 gerade Li- 
nien AB, CD von einer 3ten KF so ge- 
Mhnitten werden, dafs der änfsere Winkel 
COF gröfser ist als der auf derselben 
^ite der schneidenden Linie ihm gegen- 
überliegende innere Winkel AHF, so 
schneiden sich die beiden geraden Linien 
nach dieser Seite hin. 
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Einen streng wisseiiscUaflliclieii Beweis 
dieses umgekehrten Satzes ist noch kei- 
nem Mathematiker gelungen, der Grund 
hiervon soll durch folgende beispielsweise 
Behandlung anschaulich gemacht werden: 
Gesetzt, die Linie BA schnitte die Linie 
CD nach HA hin nicht, sondern nach 
HB hin, so wäre nach Euklid Satz 16 
/ DGF>^BIIF 
Es i.st aber 

^DGF+ Z.CGF = ZBHF+ ,^AHF=iR 
Da nun zCGF j> ZAHF 

so ist Z.DGF<^BIIF 
folglich schneidet AC nach B hid 
die CD nicht. 

Es wäre also nur noch möglich, dafs 
beide Linie AB, CD, lieliebig nach beiden 
Seiten hiii verlängert, sich nirgend schnei- 
den. Man ziehe die mit CD Parallele 
JK, so sind JK und CD 2 Linien, die 
noch so weit auf beiden Seiten verlän- 
gert sich nirgend schneiden. Dreht man 
nun Aß so, dafs die gleichen Scheitel- 
winkel Al/j und BHK immer kleiner 
werden, so bleibt das Vcrhältnifs zwi.schen 
den beiden Paar Winkeln AHF mit CGF 
und BHF mit DGF immer dasselbe, so 
lange noch BH anfserhalb und AH in- 
nerhalb JK sich befindet. Denkt man 
sich, dafs AB über JK hinaus die ent- 
gegengesetzte Lage annimmt, so kehrt 
sich das Verhältnifs um: HA schneidet 
die CD ganz gewifs nicht und bei HB 
ist die Schneidung zweifelhaft wie vorher 
bei HA. 

Diese Zweifel aber bleiben Zweifel und 
es liegt dies offenbar an der schlechten 
Wahl des Uten Grundsatzes. 

Wenn der Ute Euklidische Grundsatz 
lautete: Zwei in einer Ebene liegende 
gerade nicht parallele Linien entfernen 
sich nach der einen und nähern sich nach 
der anderen Seite bin und treffen, nach 
dieser Richtung hinreichend verlängert 
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in einem Punkt lusammen, so ist dieser 
Gmndsitz nichts «eniger als auffallend, 
im Qegentbeil gani hingehürig, einfach 
in begreifen und beseitigt alle Schwie- 
rigkeiten. 

Denn aus Sati 16 gebt unmittelbar 
hervor: Wenn zwei gerade nicht paral- 
lele Linien von einer dritten geschnitten 
werden, so sind die auf der schneidenden 
(der conrergirenden) Seite die inneren 
Winkel immer kleiner als zwei rechte 
Winkel und auf der entgegengesetzten 
(der divergirenden) Seite die inneren Win- 
kel immer gröfser ai^ zwei rechte Win- 
kel. Sind nun die Linien parallel, so 
dafa sie sich nach keiner Seite hin schnei- 
den, so mnfs das Gesetz der inneren Win- 
kel auf beiden Seiten dasselbe sein. Da 
non auf beiden Seiten zugleich die in- 
neren Winkel nicht kleiner und auch 
nicht gröfser als zwei rechte Winkel sein 
können, so müssen sie auf jeder von bei- 
den Seiten gleich zweien rechten Win- 
keln sein. 

Hiermit ist denn auch der umgekehrte 
16te Satz erwiesen, nämlich: Wenn zwei 
gerade Linien von einer dritten geschnit- 
ten werden nnd die inneren Winkel auf 
einer Seile der schneidenden Linie sind 
kleiner als zwei rechte Winkel, so schnei- 
den sich beide Linien nach dieser Seite 
hin. Denn wären sie einander parallel, 
so mülsten die inneren Winkel zusam- 
men gleich zweien rechten sein , und 
schnitten sie sich anf der entgegenge- 
setzten Seite, so müfsten die beiden in- 
neren Winkel gröfser als zwei rechte sein. 

Wenn zwei gerade Linien (Fig. 877) 
AB, CD Ton einer dritten EF geschnit- 
ten werden , so entstehen 8 Winkel , vier 
ättfsere Winkel AHE, CGF, BHE, 
DOF; Tier in ne re Winkel AHG, CDH, 
BHG, DGH. 

Von diesen heilsen noch je zwei Win- 
kel auf einer Seite der schneidenden Linie, 
Ton welchen der eine äufserer, der an- 
dere innerer ihm gegenüberliegender Win- 
kel ist, Gegenwinkel. Es sind diese 
BHE nnd DGE, DGF und BHF, AHE 
nnd CGE, CGF und AHF. 

Ferner je zwei innerhalb der beiden 
Linien auf Terscbiedenen Seiten der schnei- 
denden Linie liegende Winkel: Innere 
WecbselwinkeT; nämlich AHO und 
DGH, CGH nnd BHG. 

Endlich je zwei aofserhalb der beiden 
Linien auf verschiedenen Seiten der schnei- 
denden Linie liegende Winkel : Aenfaere 
Wechselwinkel: nämlich AHE nnd 
DOF, BHE und CGF. Sind die beiden 
Linien einander parallel, so sind jedes 


Paar Gegenwinkel und Wechselwinkel , 

einander gleich, welches daraus folgt, dab | 
die inneren auf einer Seite der schnei- | 
denden Linie gleich zweien rechten Win- , 
kein sind. 

Parallellinien sind überall gleich ■ 

weit Ton einander entfernt. Denn fällt i 
man Fig. 877 von beliebigen Pnokten \ 
E, F der einen der Parallelen AB auf 
die zweite CD die Lothe EG, FH, li^t i 
EH, so sind als Gegenwinkel j^OEH = 
Z.EHF, ^GHR = Z.FEH. Hierzu in bei- 
den Dreiecken die gemeinschaftliche Seite 
EH gibt nach Euklid I. Buch, Satz 2C 
AECWkAWFE, mithin EG=FH. 


Fig. 877. 



Aus der Lehre von den Parallelen fol- 

g en noch folgende wichtige Sätze übet 
Teiecke, nämlich: 

1. In jedem Dreieck ist der Aufsen- 
Winkel gleich den beiden ihm gegenüber- 
liegenden inneren Winkeln. 

2. In jedem Dreieck ist die Somme 
sämmtlicher drei Winkel gleich zweien 
Rechten. Denn zieht man Fig. 87& die 
mit der Seite BA parallele CF, so hat 
man 

/^ACF= ^CAB als innere Wechselwinkel, 
^FCD = Z.ABC als Gegenwinkel, 
woraus ACD = ^CAB + ^ ABC. 

Da nun /^ACD + z. ACB = iR 
so ist auch 

ZCAB + Z-*BC + zACB = iR. 

Par^elan ibiteckei. Man soll auf 
dem Felde durch den Punkt C eine mit 
der durch Signale markirten Linie At 
parallele Linie abstecken (Fig. 877). 

Es gibt zwei Fälle : Entweder man kann 
von AB aus visiren oder nicht. Im erstsn 
Fall bestimmt man den Punkt D, in 
welchem CD normal anf AB ist, und 
dies geschieht mit dem Diopterireai. 
einem mit Dioptern versehenen rechtwink- 
lig zusammengearbeiteten Kreuz von Li- 
nealen, mit d^em man in AB das eins 
Lineal nach AB richtet und es nach nnd 
nach anf den richtigen Punkt D bringt, 
wo das andere Lineal nach DC zeigt, 
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und dann in D ein Signal stellt Man 
bedient sich auch hierbei des Uefstisches, 
mit dem mau eine ähnliche Kinrichtung 
reibunden hat. Hierauf begibt man sich 
mit dem Instrument nach C, richtet das 
eine Lineal Ton C nach I), visirt mit 
dem andern Lineal nach rechts eim n 
Punkt 6', setat dort ein Signal und CH 
in die rerlangte mit All |>arallel abge- 
steckte Linie. 

Kann man von Ü nach C nicht vi- 
liren, so nimmt man einen Punkt A in 
der Richtung AB, Ton dem man C sehen 
kann, stellt dort den hlefstisch auf, ri- 
sirt nach C, verzeichnet auf demselben 
die Richtungen AB-, AC, bringt den 
Hefstisch über C, stellt ihn dort auf, 
so dals die gezeichnete Linie AC nach 
CA gerichtet wird, dann wird die ge- 
leichnete Linie AB visirt, ein Signal II 
errichtet nnd HC ist die verlaufe Pa- 
rallele. 

Ist nicht von AB und von keinem 
Punkt in AB nach C zu visiren, so wen- 
det man die Boussole an. Man stellt 
diese in irgend einem Punkt der Linie 
auf und beobachtet den Winkel zwischen 
AB nnd der Magnetnadel. Die.se wieder 
über C gebracht und unter demselben 
Neigungswinkel visirt, gibt die richtige 
Parallel» Gif. 

Gesetzt aber, auch das wäre nicht mög- 
lich, es wären bloCs die Punkte A und B 
niarkirt, man könnte aber weder von A 
nach 6 noch von B in die Richtung nach 
A visiren nnd man solle eine durch C 
laufende mit der unbekannten Richtung 
AB parallele Linie abstecken, von C sei 
aber auch weder nach A noch nach B 


Fig. 878. 



zu visiren, so ermittele zwei beliebig lie- 
gende Punkte £, H, von welchen aus A 
und B zugleich goeeben werden kann. 


IV. 


Hesse die Längen EF, EC, FC, trage 
diese verjüngt auf den Hefstisch, visM 
mit dem.selben von F, aus die Richtun- 
gen EA, FC, F.B , FF und von F ans 
die Richtungen FA, FC, FB, FF, ver- 
zeichne sie sofort anf dem Tisch bis zu 
den Dnrch.schnitt8pnnktan nnd B, so 
hat man die ganze Figur im veiinngten 
Haafsstab, zeichnet die Parallele HO nnd 
steckt sie den veijnngten Haafsen ent- 
sprechend ab. 

Parallele Hinunelikuel ist die, welche 
von einem Pole der Erde aus gesehen 
wird, weil es dort scheint, als ob sämmt- 
liche Sterne parallel dem Horizont sieh 
nmdrehten, und wo kein Anf- und Un- 
tergang statt findet. 

Parallelebene, s. Bd. lU, pag. 5. 

ParalleleplMdam ist ein Prisma, des 
sen Orundtiäcne ein Parallelogramm ist, 
welches also von sechs Parallelogrammen 
eingeschlossen wird, von denen die ein- 
ander gegenüber befindlichen parallel nnd 
congruent sind. Die vier Parallelogramme 
zwischen den beiden Grundflächen heiisen 
Seitenflächen. Aus der Form des 
Körpers geht hervor, dafs man jede der 
Begrenznngsflächen zur Grundfläche neh- 
men kann. Die Begrenznngslinien der 
Grundflächen heiisen ^G rundkanten, 
die der Seitenflächen Seitenkanten. 
Stehen die Seitenkanten normal auf den 
Grundkanten, so helfet das P. normal, 
sonst ist es ein schräges, ein schie- 
fes P. 

Jedes P. wird durch eine Diagonal- 
ebene in zwei gleiche dreiseitige Prismen 
getheilt. 

2. P. von einerlei Grundehene, deren 
egenübcriiegende Seitenflächen, sowie die 
en Grundflächen parallele obere Flächen 

paarweise in denselben Ebenen liegen, 
sind einander gleich. 

Bei den beiden P. Fig 879 auf der- 
.selben Grundfläche abcd liegen die obe- 
ren Flächen efgh und Ulm in einer der 
Grundfläche parallelen Ebene; ferner lie- 
gen die vorderen beiden Seitenflächen in 
einerlei Ebene und die Hinterflächen des- 
gleichen. 

Nun i.st Prisma peacti Prisma äfidwä 
hiervon Prisma Afgrli = Prisma hfqrli 

bleibt Parallelep. abciefgh = Par. abcdlikm 

3. P. von einerlei oder congruenten 
Grundebeuen nnd gleichen Höhen sind 
einander gleich. 

Sind die Grundflächen nicht einerlei, 
so stelle man die beiden P. auf eine und 

1 « 
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dieselbe Qnindebene, so kann man awei 
Seitenebenen des einen I‘. so weit ver- 
breitern, dafs sie die verbreiterten Ebenen 


Kig. 879. 



zweier Seitenflächen des anderen 1’. über- 
sehneiden. Betrachtet man nun das zwi- 
schen den 4 Durchschnittsebenen ent- 
standene neue P., so ist dieses nach Satz 
9 dem einen wie dem andern der gege- 
benen P. gleich, folglich sind die gege- 
benen unter sich gleich. 

4. P. von gleichen Höhen, deren Ornnd- 
ebenen Parallelogramme von einerlei oder 
gleichen Grundlinien und gleichen Höhen 
sind, sind gleich. 

Man denke sich ein P., dessen Grund- 
fläche mit abpt congruent ist und mit 
dem P. abedefgh einerlei Höhe hat, so 
lege man dasselbe auf abps und con- 
.struire ein P. über abpt, dessen Seiten- 
kanten mit at parallel laufen, so sind diese 
beiden über abpt befindlichen P. nach 
Satz 3 einander gleich. Das neu con- 
stmirte P. hat mit dem P. abedefgh die 
Seitenkanten oe, gemeinschaftlich ; be- 
trachtet man daher in beiden P. die Ebene 
abef als gemeinschaftliche Grundebene, 
so ist nr beider Höhe , folglich ist nach 
Satz 3 das P. abrdefgb gleich dom über 
abpt neu construirten und also auch gleich 
dem über abpt gegebenen P. 

5. P. von gleichen Höben auf Grund- 
ebenen von gloicher Gröfse und gleichen 
Winkeln sind gleich. 

Da die beiden Reichen Grundebenen 
cafg, abed gleiche Winkel haben, so kann 
man sie, wie Kig. 880 zu Ergänzungs- 
parallelogranimcn an einander setzen, 
zieht man die Diagonale **, so ist Prisma 
über cke = Prisma über cka, Prisma über 
dkg = Prisma über ebd und Prisma über 
aft/ = Prisma über hkb. Die beiden Pris- 
men rechts der Diagonale von dein Prisma 
hkb und die beiden Prismen - links der 


Kig. 880. 



Diagonale von dem Prisma hkf fortge- 
nomnien, bleibt P. über cefg = P. über 
abed. 

6. P. von gleichen Grundebeneu und 
gleichen Höben sind gleich. 

Hat das eine P. eine Grundfläche von 
der Seite = ca, das andere von der Seit« 
= cd, so verwandle beide in Grundflächen 
von einerlei Winkel, dann sind nach 
Satz 4 die P. von denselben Seiten ct 
und cd einander gleich, beide letzten P. 
aber gleich nach Satz 5, mithin der Satz 
erwiesen. 

Aus den vorgotragenen Sätzen gehen 
noch folgende hervor: 

7. P. von gleichen Grundebenen verhal- 
ten sich wie ihre Höhen und P. von glei- 
chen Höhen wie ihre Grundebeneu. 

Sind die Grundebenen Rechtecke von 
einer gleichen Seite, so verhalten sich 
P. von gleichen Höhen wie die ungleichen 
Grundkänten. 

Sind die Grundebeneu Rechtecke von 
ungleichen Seiten , so verhalten sich die 
P. von gleichen Höhen wie die Products 
der Grundkänten. 

Gerade P. mit rechteckigen Grunilebe- 
nen verhalten sich wie die Producte der 
drei ungleichen Kanten. 

8. P. sind ähnlich, wenn ihre homo- 
logen Winkel einander gleich .sind und 
wenn zugleich ihre homologen Kanten in 
Proportion stehen. 

Die Inhalte ähnlicher P. verhalten sich 
wie die Cnhi ihrer homologen Seiten- 
kanten. 

9. Den I nh alt eines P. durch seine 
KantenundWinkelauszndrücken. 
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Es seien A, B, C die Längen der drei 
Kanten eines P.; der Winkel zwischen 
A and £ sei c, der zwischen A und C 
= i lind der zwischen B und C = a. Der 
^'eignagswinkel der Kante C fegen die 
Urnndfläche B) sei = rf. Es ist mit- 
hin der Inhalt der (irnndHächc = A • B sin c 
und der Inhalt des V. = A • ll-C • sine- sind. 

Man beschreibe nun aus der Ecke JV 
zwischen den Kauten A und B eine Ku- 
gelfläche, so bilden die Durcbschnitts- 
punJtte der Kanten mit der Kugelfläche 
spitxen für ein sphärisches Dreieck, wel- 
ches entsteht, wenn man diese Punkte 
durch grüfste Kreisbogen verbindet. Die 
Seiten des sphärischen Dreiecks sind die 
KantenwinkeL und zwar PB-=a, QR — h 
und PQ = e-, der normale Hogen von dem 
Durcbschnittspunkt R zwischen a und b 
auf die Seite c ist der Neigungswinkel 
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(der Kantenwinkel der Kante NR 
gegen die Seite c) d. 

Nun ist dieser Neigungswinkel d auf 
die Seite e nach dem Art. ,Kürpertri- 
gonometrie, No. 18, Formel III. ge- 
geben: 


• j ^ i/ ■ o + ä+c 

»I« ä = — 1/ Jin • 

ftn c 1 2 

irwiesen c 


. o-t-4—c . o-fc— i 

- 2 “ 2 ^“ 


b -}- c— a 


Es ist wie oben erwiesen der Inhalt des V. = ABC tinc • txnd. 
Mithin V. = iABC 


-fi-l-c . a\b—c 


a-|-c— 4 . 4-fc— o 

. Sill 

2 2 


10. Bei gegebenen Kanten und Win- 
keln eines P. die Figur und den Flächen- 
inhalt eines Diagonalschnitts zu bestim- 
men. 

Es sei ACFH der zu berechnende Durch- 
schnitt, gdh ein aus A beschriebenes sphä- 
risches Dreieck, »k ein Bogen von der 
•Spitze 4 nach dem Durchschnittspnnkt k 
des Bogens dg mit der Diagonam. Ist 
nun die Kante AB = a, die Kante Al) 
= 4, die Kante All = e-, ^BAI) = a, 
/.BAH = ß, ^DAH = y, .so hat man in 

dem geradlinigen Dreieck Ad) 

die Diagonale AC = 4*-t-2o4 co» n (I) 

Da nun AC : DC = tin A l)Q : tin l)AC 



DC 

so ist »in l)AC = tin dk = -- nn ADC = • „ _ 

I o’ 6* -I- 2a4 cos ci 

Nun ist in dem sphärischen Dreieck dgk nach No. IO 

CO» 3 — cot « • cot y 

cot gdh = , 

sm II ■ nn y 

und in dem sphärischen Dreieck dkk nach No. 11 

cot hk = cot dh • cot dk -|- sin dh • tin dk • cot kdk 

cot ß — cot n • cot y 
SIN n ■ tin y 
cot ß — cof tt • cot y 


d. h. 


cot hk = cot y • cot dk sin )’ • *in dk ■ 


= cot y • cot dk -f sin dk - 
Aus Gleichung 2 hat man 


16* 


( 2 ) 

(3) 


(.*) 
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c«M* äk = 1 — «ia’ dk = I — j- 
n* 4 


o* -f 2a6 CO» a 
a* CO» *« + Ä* + 2aö co» a ^ (^ + <i co» tr)* 

fgi .j. ^ 2af/ CO« u 


CO« dk = — ^ 


a*-f ^*+2oÄ CO» ft 
a CO» a 


Ya* + Ä* + 2ab co» a 
Diese Wertbe von sindk und co» dk in Formel 4 substituirt gibt 


t hk=- 1 


oder 


ros hk = co» CAH = 


6 + a co» n a {co» ß — co» u co» y) 

t < 1 * -f -f 2a6 cot a Y^^ 2ah co» tt 

a co» ß ö co» y 


a* + 6* + 2a^ co» a 


( 5 ) 


(6) 


Hieraus erhält man nun 

... . I’ [o>«n V + *’»*" V + 2 a*' (™* n - eo»y? . co» y)] 

ttn hk = ttnCAH = — -■ — — 10 


|/o* ^ 2ab cos a 

womit also der Winkel zwischen einer Seitenkante und der Diagonale der Oruad- 
fläcbe gefunden i.st. 

Der Flächeninhalt de.s Diagonalschnitts ACFH = J ist also = AC x AH x si« CAH. 
Nun ist AH = c, AC = \ a'‘ + b* + 2ak cot «, mithin ist 

J = c • P[b’ sin */9 + 4* sin *y + iah (cos a — cos ß • cos )')] (<*) 


11. An s de n ge gebe nen'Winkel n , den Bogen auf einander normal stehen, 
welche die drei Kanten eines P. die eben genannten Winkel als Neigungs- 
miteinander bilden, die Neignngs- Winkel der Flächen. Es sind also in dem 
Winkel dessen Seitenflächen zu sphärischen Dreieck die Seifen «, ß, y 
finden. g^ebeii und man hat nach dem Art. 

Verfährt man wie No. 10, so hat man , Körpertrigonomet rie“ , No. 10, For- 
in dem sphärischen Dreieck, weil die die mel I, pag. 41 , 

Winkel gdh, dgh und dhg repräsentiren- 


den Neigungswinkel dhj zwischen den Seitenflächen AE und BH 

■ , i/"" H« + r) • + r- Ä 

sin la = 1/ ; — 

~ ssn • sin y 

den Neigungswinkel dgh zwischen den Seitenflächen BD und BH 

... 1 /*•" i Cä -t- a - )-) ■ sin J (/J -(■ )• 

sin \b= y 


• a) 


sin a • sin y 

den Neigungswinkel gdh zwischen den Seitenflächen BD und AE 
I / "» 1 (?• -1- « - ;*) • »*” i (y +/- ") 

«in a • «in ß 


ic=\/ 


19. Bei gegebenen Kanten und 
Winkeln eines P. die Diagonale 
des P. und den Neigungswinkel 
des Diagonalschnitts gegen die 
Grundfläche zu bestimmen. 

Ziehe die Diagonalen AF, CH, so ist 
io den geradlinigen Dreiecken ACH und 


ACF: cos ACF= — cos CAH, daher 
CH^ = AH» -f AC* - 2AH • AC ^ cos CAH 
AF» = AH» + AC» + iAH-AC-cosCAU; 
die Werthe ron AC aus Gleichung 1 und 
cos CAH aus Gleichung 4 No. 10 genom- 
men (AH = c), gibt 


= c’ (o* -f &• -f 2a4 cos n):y2c- J'o*-)-i*-t- iabcasei 
= a* -f i* c> t- 2ai cos u 2ac cos ß ^ 2ic cos y 


0 cos ß .> 1 - b cos Y 
l'a* -f- Ä* -f- 2nA cos n 


Den Neigungswinkel dkh zwischen den aus dem sphärischen Dreieck dhk und ei 
Ebenen ACHF und ABCD erhält man ist bei gegebenem __€lh = ^ DAH = y. 
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Parallelogramm. 


/ihk = zBAF nnd ydk = zDAC 

, ron Ah — cot hk • cot Ak 


Nun ist Ah = y, eaihk siehe Gleichung 
6 , jin hk siehe Gleichang 7 und coi hk 
5. Gleichnng 6, No. 10. 

13. Der Art. .Maximum und Uini- 
mam‘ enthält in No. 8, 10, 12, 14 die 
Nachweise über die kleinsten Oberflächen 
der P. und in N<a 9, 11, 13, 1&, 16, 17 
über die gröfsten körperlichen Inhalte 
derselben. 

Parallelepipedam der Kräfte, s., Kräfte 
im Gleichgewicht“, No. 27, pag. 66. 

ParallelUchiK, (Kryst.), im Gegensatz 
Ton geneiglflächig, sind Krystalle 
der homoedrischen Form, bei welchen die 
parallelen Flächen durch die Vergrüfse- 
rnng der abwechselnden Flächengruppen 
zum Theil geblieben, während sie beiden 
geneigtflächigen verloren gegangen sind, 

Farallelkreiae sind Kreise auf einer 
Kngeloberfläche, die mit einander parallel 
lanfen. Besonders nennt man solche Kreise 
P,, die anf der hohlen Himmelskugel nnd 
den Weltkörpern , so auch auf der Erde, 
mit dem Äequator, der immer der gröfste 
der Parallelkreise ist, parallel laufen. Die 
P. au der Himmelskugel sind die astro- 
nomischen, die auf der Erde die geo- 

raphischen P. Alle unter demselben 

. liegenden Orte haben einerlei geogra- 
phische Breite. Die P. werden um so 
kleiner, je näher sie den Polen kommen 
nnd verhalten sich in ihren Län^n wie 
die Cosinusse der geographischen Breiten, 
.leder P. wird in 360 Grade getheilt, die 
Grade der P. nehmen also ebenfalls in 
dem Verhältnifs der Cosinusse ihrer geo- 
graphischen Breiten ab. 

Farallellineal ist ein Zeichneninstru- 
ment, mit welchem man parallele Linien 
anf dem Papier zieht. Es besteht aus zwei 
genan gearbeiteten neben einander geleg- 
ten Linealen und ist mit zwei parallelen um 
ihre Befestignngsdorne drehbaren Metall- 
bändern znsammengefügt, an welchen die 
Lineale leicht in der nöthigen Entfer- 
nung auseinander geschoben werden. 

FarallelogTunm ist ein Viereck, in 
welchem die gegenüberliegenden Seiten 
parallel sind. Die P. sind dieser Erklä- 
rung zufolge Vierecke mit Seiten als Pa- 
rallelen zwischen Parallelen; demnach 
sind je 2 gegenüberliegende Seiten nnd 
je 2 gegenüberliegende Winkel einander 
gleich. 

Ferner sind je 2 an einer der Seiten 
liegende Winkel znsammengenommen 


leich zweien Rechten, sämmtliche 4 Win- 
el zusammen also = 4 Rechten. 

Ans diesen Gründen können P. ihrer 
Form nach auf zweierlei Weise verschie- 
den sein. 

1. Es können die 4 Seiten entweder 
alle gleich oder ungleich sein, und 2. Es 
können alle Winkel entweder alle gleich 
oder ungleich, d. h. rechte oder schiefe 
Winkel sein. Man hat demnach vier- 
erlei P.: 

1. P. mit lauter gleichen Seiten nnd 
lauter gleichen (rechten) Winkeln. 

2. P. mit lauter gleichen Seiten nnd 
ungleichen (schiefen) Winkeln. 

3. P. mit ungleichen Seiten und lauter 
gleichen (rechten) Winkeln. 

4. P. mit ungleichen Seiten und un- 
gleichen (schiefen) Winkeln. 

Das erstgenannte P. eine reguläre Fi- 
gur, ist das Quadrat. 

Das zweite P. der Rhombus, die 
Raute. 

Das dritte P. das Oblongnm, Ree- 
tangulum, Rechteck. 

Das vierte das Rhomboid, die läng- 
liche Raute. 

Euklid hat den allgemeinen Namen: 
Parallelogramm nicht. Nur die vier 
einzelnen genannten P. nnd er setzt sie 
schon zu Anfang unter die Erklämngen 
mit Angabe ihrer Eigenschaften. 

Erklärung 30 lautet; Unter den vier- 
seitigen Fignren keifst diejenige ein Qua- 
drat, wel^e gleichseitig und rechtwink- 
lig ist , ohne also vorher nachzuweisen, 
dafs beide Eigenschaften möglich sind. 
Dieselben Fehler finden auch bei den 
drei fbigenden Erklärungen von Oblon- 
gnm, Rhombus und Rhomboid statt, nnd 
es ist dies um so aufifallender, da er erst 
die Erklärung von Parallel die 35te 
sein läfst. Die spätere Einführung des 
Ausdrucks, Parallelogramm, zuerst 
Buch 1, Satz 41 , ist wohl von dem Ueber- 
setzer geschehen. 

Parallelogramme werden von jeder Dia- 
gonale in 2 congruente Dreiecke getheilt. 

In rechteckigen P. sind beide Diago- 
nalen einander gleich, in schiefwinkligen 
ungleich. 

Nimmt man eine Seite eines P. zur 
Grundlinie, so heilst die zwischen ihr 
nnd der gegenüberliegenden Seite gezo- 
gene Normale die Höne des P. 

P. von gleichen Grundlinien und Hö- 
hen sind einander gleich. 

Der Inhalt eines P. ist gleich dem Pro- 
duct; Grundlinie mal Höhe. 
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Parameter. 


Die Samme der Quadrate beider Dia- 
'ooalen iat gleich der Summe der Qna- 
Irate der vier Seiten. 


Fig. 881. 



Also 

Denn es ist 

BD^=DP+BE‘=AI)^-AE^BK» 

AC‘=CF>+AE^ = BC^-BF> + AF^ 

Addirt gibt 

AC'+BD‘=AD^+BC^-2AE>+(AB+AE)' 

+ (AB-A£)*=AO> + ÄC’+Atf> + CD« 

In dem Art. „Constructionen aus 
der Elementargeometrie“ sind der 
Reihenfolge nach folgende Zeichnenauf- 
gaben gelöst pag. 67 n. f.: 

1. No. 71. Dasselbe Quadrat im llaib- 
kreise in ein Rectangel im Ilalbkreise zu 
verwandeln. 

3. No. 72. ln einen Kreis ein Kectan- 
gel zu beschreibeu, dessen anliegende 
Seiten wie n : m sich verhalten. 

3. No. 86. Eine gegebene gerade Linie 
nm ein Stück zu verlängern, dafs das 
Rechteck zwischen der ganzen verlänger- 
ten Linie und dem Verlängerungsstück 
einem gegebenen Quadrat gleich werde. 

4 . No. 86. Eine gegebene gerade Linie 
in 3 Theile zu theilen , so dafs das Qua- 
drat des einen Theils gleich wird dem 
Rectangel zwischen dem anderen Theil 
nnd einer zweiten gegebenen geraden 
Linie. 

6. No. 87. Eine gegebene gerade Linie 
so zu schneiden, dafs das unter der gan- 
zen nnd einem der beiden Abschnitte 
enthaltene Rectangel dem Quadrat des 
übrigen Abschnitts gleich sei (Euklid II, 11). 

6. No. 99. Ein Parallelogramm in ein 
Rechteck zu verwandeln. 

7. No. 100. Ein Parallelogramm in 
ein anderes P. mit denselben Winkeln 
nnd einer gegebenen Seite zu verwan- 
deln. 

8. No. 101. Ein Parallelogramm in ein 
Dreieck zu verwandeln. 


9. No. 102. Ein Rechteck in ein Qni- 
drat zu verwandeln. 

10. No. 133. Ein Parallelogramm gleich 
der Hälfte eines gegebenen Vierecks zu 
zeichnen. 


ParaUelogramm der GeichTiadigkel 
ten, s. u. , Uittelgeschwindigkeit.* 

ParaUelogramm der Hnerbel ist das 

Rectangel, dessen eine Seite eine vom 
Mittelpunkt der lltrperbel ab auf einer 
Asymptote gemessene beliebige Länge 
unci dessen zweite .Seite die von diesem 
genommenen zweiten Punkt der Asymp- 
tote parallel der anderen Asymptote bis 
znm nächsten Hyperbelzweig gezogene 
gerade Linie ist. 

In dem Art. „Hyperbel“, pag. 265, 
Fig. 718 ist .M der Mittelpunkt beider 
zusammengehörigen Hyperbeln, von de- 
nen die eine QDEF gezeichnet ist ML, 
MX sind ciie beiden Asymptoten. Die 
eine Seite des P. ist MV, tue zweite ist 
die mit MX parallele VD nnd das ge- 
zeichnete P. der Hyperbel ist JlFxFA 

In No. 18 desselben Art. pag. 270 ist 
nachgewiesen , dafs jedes dieser P. einen 
constanten Werth =4«’ hat, wo e die 
Excentricität = |a’-(-c’ = \'WE^-\-NP. 
Je* heilst die Potenz der Hyperbel. 

ParaUelogramm der Kräfte, s. u. 

„Kräfte im äleichgewicht“, Mo. II, 
pag. 60. 

Parallelograph ist ein Instrument, nm 
auf dem Papier Parallelen zu zeichnen. 


Paralleltrapex oder Trapez ist ein 
Viereck mit zwei parallelen Seiten, die 
beiden anderen gegenüberliegenden Sei- 
ten sind nicht parallei. Der Flächenin- 
hait des.selben ist, wenn die Höhe zwi- 
schen beiden mit A, die parallelen Seiten 


mit «, l> bezeichnet werden = 


o-)- A 


Parameter sind constante Gröfsen, die 
sich auf die Durchmesser, zunächst anf 
die Axen der Kegelschnitte beziehen. 
Die Parabel hat nur eine Axe, daher 
nur einen P. y* = A.r. x die Abscisse, 
vom Scheitel aus genommen, ist eine 
Länge, ein Theil der Axe, y die recht- 
winklige Ordinate und der Parameter A 
also die dritte Proportionale zwischen 
beiden. 

Ellipse und Hyperbeln haben zwei Axen, 
also auch zwei P. 

Die Gleichung für die Ellipse ist y' 
= Ax — ßx’; die Parameter A und B be- 
stimmen die Gröfsen der Axen: die eine 
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Aie ist , die zweite --(s., Ellipse“, 
n ] n 

No. 6, pag. 42). Ist Ä > 1, so ist ^ ^ die 

grofse, die kleine Axoj Ul B 1, so 

ist die grofse, —j die kleine Axe. 
B ^ B 

Bezeichnet man die eine Axe (wie »El- 
lipse“ pag. 43) mit 2a, die andere mit 
2c, so ist 

•>r* c‘ 

A = — nnd B = —, 
a a- 

Die Gleichung für die Hyperbel ist 
y’ = Ax -f ßx’. Anch hier ist die eine 

Axe = 4 -, die zweite = / (s., Hyper- 

D V B 

bei“, No. 3, Formel 16, 17, pag. 262) 
and es ist 


Partlaldlrlsloi, FartialdivideDd, Par- 
tlalqnotieat, s. n. »Bnehstabenreeb- 


niing“, No. 3, pag. 439 undanter.Di- 
Tision“, pag. 317. 

PartlalmaltipUcatioD, P.-moltiplicaB- 
dna, F.-maltiplicator, P.-prodact, s. u. 
»Buchstabenrechnung“ und »Hnl- 
tiplicator“, pag. 438. 

Partielle Differenxen ron FaDtionen. 

Wenn man in einer Function U die Ver- 
änderlichen X, y, a ... derselben, jede um 
eine kleine Grofse A*, Ay, A* wachsen 
läfst, die neue Function bildet, und zieht 
die erstere von der zweiten ab, so erhält 
man die Differenz beider Functionen, die 
von denselben Veränderlichen abbängt. 
Ites Beispiel. 

1/ = ax -f iy 

U -f AP = «(x-i- Ax) -b»(y -f Ay) 
woraus AP = «Ax-l-äAy 
2tes Beispiel. 

V = ax* -|- iy* 

also f/-l- AP = a(x-|- Ax)’-f 4(y -f Ay)* 
Die Klammern aufgelöst und abgezo- 
gen gibt 


A = (2 ox -I- a A x) A * -f (3 iy’ -I- 3 iy A y -b 4 A y“) Ay 


Die aus beiden Gliedern bestehende allein veränderlich und y constant, die 
Differenz heifst die Totaldifferenz oder zweite D. diejenige D., wenn y allein 
die vollständige D., jedes der beiden veränderlich und x constant betrachtet 
Glieder Ut eine partielle Differenz, wird. 

Die erste D. ist diejenige D. , wenn x 


3tes Beispiel. 

f/ = X* + axy -f y* 

1/ -b A = (x -I- Ax)* -b a (x -b A*) (y + A y) + (y -b Ay)’ 
lind AP = (2x-bAx-b«y)A»-b(<*x-f 2y-bAy)Ay-b«Ax • Ay 


Diese partielle D. hat noch ein drittes Gliedes, wenn man darin x .'Ulein varia- 
Glied, welches das Product beider' Zn- bei und y constant setzt. Es ist mithin 
wachse zum Factor hat, und dieser Fall die Formel mit dreien Gliedern die all- 
tritt jedesmal ein, wenn in der Function gemein gültige; denn man sieht, dafs in 
zwei und mehrere Veränderliche ein Pro- den beiden ersten Beispielen das Glied 
duct bilden. Diese.« dritte Glied ist die mit Ax>Ay==0 werden mufs, weil in 

S artielle D. des ersten Gliedes, wenn man jeder das erste Glied kein y und das 
arin allein y variabel nnd x constant zweite kein x enthält, 
setzt, oder die partielle D. des zweiten 

4tes Beis piel. 

(7 = y*x -b yx* -b ax^ 

U + Af/ = ^-b Ay)*(x-b Ax)-b(y-b Ay)(x-b Ax)’-bo(x -b A»)* 
hieraus At' = (y’ + 2yx4 y Ax 3ax’-b 3ax Ax -b « Ax*) Ax 

-b (2yx -b X Ay -b X*) Ay -b (2y -b Ay + 2x + Ax) A* • Ay 


5tes Beispiel. U = - 


also V + = 


x + A x _ X 
y+ Ay y 


yAx-xAy 

y(y+Ay) 


Nimmt man die Differenz auf die blofs 
Variabele x, so erhält man 


Das erste Glied = — 

y* y 
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Die Differen* auf die blofe Variabele 
y genommen, 

daa iweite Glied — 

» (y + Ay) 

Und wenn man das erste Glied auf y 
oder das zweite auf x sich ändern läfst, 
das dritte Glied 

A*' _ Ax _ A X • A y 

oder " + ^ 

(x+Ax)Ay ^ xAy Ax 

y(y+Ay) y(y+Ay) y(y + Ay) 

^ 2. Es sei Z eine Function zweier ver- 
änderlichen Gröfsen x, y, und gegeben 
Mt die Differenzengleichung: 

A Z = ^ ^x -)- ff Ay 

wo A^x und ÄAy die partiellen Diffe- 
renzen von AZ, erstere auf x, letztere 
101 y allein and A und B Functionen 
T®° * ““d y sind. Ist ferner die par- 
tielle Differenz von A in Beziehung auf 
y = pAy, die von ff in Beziehnng auf 
f = y Ax, so hat man die partiellen Dif- 
ferenzengleichnngen 

A>4 = p Ay 
Aff = f Ax 

und wenn blols A veränderlich und ff 
eonstant genommen wird: 

AZ = (il -1- Ai4) A» -I- ff Ay (1) 

= (.4 -I- p Ay) Ax -I- ff Ay 
= i4Ax + ff Ay + pA*'Ay (2) 
Setzt man (sUtt 1) A eonstant und ff 
veränderlich, also 
AZ = i4A*-t-(ff + Aß)Ay 
und verfährt wie so oben , so erhält man 
AZ = Ax ff Ay + ? • Ax • Ay (3) 
Es geht also hervor, dafs die auf x 
and y von A und ff genommenen Par- 
tial-Differenzen p und g einander gleich 
sind. 

Partielle OlfferenxlilgleiehoitgeD. Der 

Begriff von Partiellem Differenzial ist in 
dem Art. „Differenzial*, No. 46, pag. 
273 angegeben. So wie partielles Diffe- 


renzial dem Totaldifferenzial, so bildet 
die partielle Differenzialgleichung den Ge- 
gensatz von Totaldifferenzialgleichnng. 

Man ersieht übrigens aus dem vorste- 
henden Art. dafs partielle Differenzen 
gegen die vollkommenen Differenzen in 
demselben Verhältnifs stehen, wie es hei 
den Differenzialen der Fall ist. 

Ist eine Differenzialgleichung gegeben, 
in welcher mehr als zwei Veränderliche 
Vorkommen, die alle eine Beziehung, eine 
gegenseitige Abhängigkeit zu einander 
haben, und man dilferenzirt in Beziehnng 
auf irgend eine derselben, diese als die 
Urveranderliche betrachtet, alle übrigen 
als abhängig veränderliche genommen, 
so entsteht eine Total-Differenzial- 
gleichung. Dilferenzirt man aber nur 
eine einzige der übrigen Veränderlichen 
als veränderlich, die anderen Veränderli- 
chen dagegen als eonstant angesehen, so 
entsteht eine partielle Differenzial- 
gleichung. 

Es sei z. B. gegeben die Differenzial- 
gleichung 

AOx-f ffOy=C0i 

so sind folgende sechs Gleichungen To- 
tal-D. -Gleichungen: 

1 + 

■ 9x ff Ä ■ 9x 

2 + ± ^y 

■ Ox C C ■ 8x 

3 ^ 

9y A A ' dy 

4 -4. 

9y C C ‘9y 

5 + A f- 

• 9» A 9s" A 


6 . 


9y A 
9*+ ff ‘ 


9x_ _C 
9 j~ ff 

Die folgenden sechs Gleichungen, in 
welchen jedesmal eine dritte der Verän- 
derlichen eonstant gesetzt ist, sind par- 
tielle D.-GIeichungen. 


1 = 0 ^ , ÖX B 

■ fix B ' &x~ C ’ 


8x‘ 

9y “ C ’ 


9y" 


6.^*=-^: 6.t« = £- 


9s A ’ 


9* ff 


2._ Eine Function von einer einzigen 
Veränderlichen wird allgemein bezeichnet: 
^(*)> «jr (x), wo .r die einzige Ur- 
veränderliche ist und die also keine par- 
tiellen D.-Gleichnngen znläfst. 

Eine Function von mehreren Verän- 


derlichen : F(x, y); f(x,y, s); tf (x, y, „) 
n. s. w. 

Die Differenzialquotienten der 
Functionen werden bezeichnet: 
von ff{x) mit F’(,r); von w (x) mit <r'(x): 
von f{x,y) mit f {x,y). 
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Die Totaldifferentiale der Func- 
tionen werden heteichnet 
Ton /-'(x) mit von i/-x mit 

8.ra’(x); von f{x,y) mit 9x f(x, j) und 
r (■*•. S) , je nachdem x oder y als Ur- 
veränderliche gilt. 

Die Partialdifferenzialqnotien- 
ten einer Function z. B- von > werden 
bezeichnet: 


(L‘)^ & & 

Die Part ialdillerenziale der Function einer 
Function, z. H. von i werden bezeichnet 

0 ^'-' 

Die Partial-Differenziale einer Function 
von mehreren Veränderlichen werden be- 
zeichnet 




je nachdem x, y, j als ürveränderliche 
angesehen wird. 

Die eingeklammerten Quotienten be- 
deuten Functionen von y, x, «, >, die 
Nenner derselben sind also mit den gleich 
bezeichneten Factoren, welches Ditleren- 


zialo sind, nicht aufzuheben. Die einge- 
klammerten Oröfsen sind einzige nntrenn- 
bare Oröfsen. 

Das vollständige Differenzial 
einer Function z. B. u wird allgemein 
geschrieben 




Die Partial-Differenziale derselben Func- 
tion können (all|?eiucin) immer mir in 
einem einzigen Gliede dos Total-Differen- 
zials bestehen 

©'■Ms)»-®»-- 

3. Es sei Z eine gleichartige Function 
von X und y, d. h. die Summe der Ex- 
ponenten von X und y haben in allen 
(iliedern dieselbe Dimension m. Ist nun 
gegeben 

8Z = .4 Dx -f ß (1) 

so läfst sich beweisen , dafs 
mZ = Ax -f By 

Setzt man nämlich y = ux, wo u eine 
von y abhängige veränderliche Gröfse ist, 
so bat man 

9y = u 0x f X 8« (2) 

ond ans Gleichung 1 

DZ = y4 8x -(- ßu 8x -f ßx Dm (3) 

Es ist mithin Z allein abhängig von 
X dargestellt und man kann Z als ein 
Product »x’" betrachten, in welchem r 
nur von y oder von w abhängig ist. Ans 


Z = tx" und ans 3 entstehen die Diffe- 
renzialgleichungen 

9Z = mex'"“'Da -f a’" Dr 
Hierzu Gleichung 3 

DZ = A 8x + ßu Dx -f ß,i Dk 

woraus mr x'""‘ Dx -(- x"' Dr 

= A Dx -f ßw Dx -f B r Du 
Da aber hier nur von Partial-Differen- 
zialcn die Rede ist, so fallen die Diffe- 
renziale anf andere Veränderliche als Ür- 
variabele enthaltende Glieder, also x"' De 
und ßxDu aus, und man hat 

me x'"~’ Dx = A Dx -f ßu Dx 

Für den Werth von tx"‘ den Werth 
Z gesetzt und mit Dx dividirt, gibt 


woraus erwiesen 

wiZ = Ax -f- ßux = .-ix -J- By (4) 
I. Beispiel. 

ü* 4- 

Gegeben Z = 

Man erhält das Differenzial 


^ _ (y — x) (3i)* O y -f 3 x* Dx) — (y'* -(■ xD (Dy — Dx) 

Xy-xY 

Dieses Differenzial in Beziehung anf x genommen, also y als constant betrach- 
tet, gibt 

DZ = (y ~ • 3x' D x - (y > -f X») (- Dx) _ - 2x» -I- 3x » y -I- ,f 

Xa-xY (,-x)» 
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, (y- ») f'tf - + a*) 0.V _ - f.‘ a„ 

^’^' = (,y:^ry “ (y-*-)’ 


Also mit öj: iinil öy (livklirt 
t'* _ 4 - -2x H3.r» y + y» 

~ ~ (y - ■>•)’ 


9Z 


2 y* — 3 y’x x’ 


<)x 


‘ = « = ■- 

9 y (y - r)* 

Nun A mit X, B mit y miiltipUcirt, 
beide Producte addirt geben 


2 Cy* - X«) -_2xy C» /^ - -r») _ , , _ „ ^ 2 (y* - x») (y - x) ^ ^ y’!^ ^ 2 Z 

(y - x)» ■ ^ y - * y - 


Ibi nun in der gegebenen (ilcichung 
der Zähler drei, der Nennet eixio Di- 
mension hat, so ist m = 2 und da.s Re- 
sultat stimmend. 


2. Beispiel. 

Ciegeben Z = ■ (also w = — I) 

l'x* -b y’ 

X 9x-b yOy 

Man erhält das Dinereniial 

(x»-b y’)* 


Also 

folglich 


9x--^‘- 


- X , oz , 

— und s— = " = 

Oy 


-y 


(x= -1 y»)^ 
(x*-by=)* 


i'** + y* 


(*’-!- y“)* 

; = mZ = — Z 


4. Es ist Z irgend eine Function von 
X lind y und es sind folgende Differen- 
r.ialgleichnngen (^gebeii : 

9Z = A 9x -b B 9y 
OA = r 8x -b p Oy 
OB = 9 Ox -b » Oy 
so ist in allen Fällen p = y 

Dann logt man Satz 3 des vorigen Art. 
zu eirunde, nämlich 
Gleichung l: 

AZ = AAx-b BAy-fpAx* Ay 

Gleichung 2: 

AZ = AAx-b BAy-i 9 Ax • Ay 
so entsteht, wenn man zu den Orenz- 
werthen übergeht: 

OZ = A Ox -b ß Oy + p Ox • Oy 
0Z = A8x-bß0y-b ySx-^y 

woraus die Richtigkeit des Satzes p = 9 
hervorgeht. 

Beispiel. 

Es sei Z = X sin y -b y cot x 
SO ist 

8Z = (xro»y-bco»x)0y-b(»*ny-y»iMx)0x 

also A = tiny — yiinx 
und B = X CO» y-b CO» X 

OA OB 

= _ = CO» y - sm X 
Ox 


hat man folgende symbolische Bezeich- 
nung des -Satzes 4. Es werden ausge-, 
drückt : 

Die partiellen Differenzialquotienten A 
mit (1=;); B^mit P mit g-^) 

und 9 mit 

ADx mit g^)9*; B9y ;mit g^)öy 

Der behauptete Satz mit: g”) = (gf) 

C. Der Satz No. 4 ist in sofern wichtig 
weil man bei einer vorliegenden Diffe 
renzialgleichung mit p = 9 prüfen kann, 
ob dieselbe reell ist oder nicht, d. h. ob 
»io aus einer vollkommenen Stammglei 
chung abgeleitet ist oder nicht, »er 
gleiche No. 33, pag, 305 des Art. .. 1 nte 
gral“, wo erwähnt ist, dafs es Fnnetjo 
nen gibt, von welchen kein Integral mög- 
lich ist; ferner vergleiche No. 4 de» Art 
„Differenzialjtlcichung*, pag.i 287, 
wo dasselbe ausführlicher nachgewiesen ist. 

Beispiel. Gesetzt cs sei von einer 
unbekannten Function Z das auf x ge- 
nommene Differenzial A = 2o xy gegeben ; 
es ist mithin auch B unbekannt, so hat 
man die Gleichung 

ÖZ = 2fl xy Ox -b B • 9y 

woraus 


Oy 

Es ist r-t = cot y 

pzz q-= — »in X 

5. Den Erläuterungen No. 2 zu Folge Z =/2oxy 8x -b/BOy = oyx* -b/B • 9y 
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Pascal» Dreieck. 


Es könnte nun scheinen, als wäre B 
ganz willkührlich zu nehmen , allein das 
ist nicht der Fall, es hat B einen ganz 
bestimmten Werth, und dieser Umi^tand 
führt zu folgender wichtigen Aufgabe; 


7. Es sei Z eine Fnnction zweier Ver- 
änderlichen X, y\ das partielle Differen- 
zial nach X sei A Qx gegeben, es soll 
ans diesem das zweite partielle Differen- 
zial B(F)y, das Tollständigo Differenzial 
von Z und die Function Z selbst ge- 
funden werden. 


OA 

0» 


Da 


daher 


0 «. 

0x= 8x 
öy Ox 

ÖB. 


Nun ist aber partielle Dif- 


ferenzial von B nach x bei constantem 
y, und somit B das Integral von 


8A j, rhA 


8y 

d. h. Es wird das Differenzial von A auf 
die alleinige Veränderliche y genommen. 


und die daraus hervorgegangene Oröfse 
nach X integrirt; 

1. Bei dem Beispiel des vorigen Satzes 
ist .4 = 2oxy, 

Hieraus 

B=y^^^-!/)0x=/2«x0x = nx. 

Es ist demnach 
OZ = 2fl xy Ox 4 ox’ Ox 
9A = 2oy 4 2ax 
OB = 2o,r 4 0 
die Function 

Z =/2a xy Ox 4 /ox* Oy = ax‘y 4 o.r’y 

2. Beispiel. Gegeben A = x. 

Hieraus B = / ^ . Ox = y ■ Ox 
Off 

folglich OZ = X Ox 4 y Oy 
0.4 = Ox 4 0| 

0B = 0 4 8y 
Z = 4 x’ 4 } y’ 

3tes Beispiel. 

Es ist gegeben A = — 

l'x’ — 2xy 


Mithin B= P^Bx= 

J oy ^^y\ J^~-2xy </(x3-2a 




Hieraus OZ = . 


X Oy 


(x’-2xy)5 r*’-2xy 


p'x’ — 2xy V'x’ - 2xy 


Man erhält 0.4 = 0 


x-y 


xy 


|/x> - 2xy (xS _ 2xy)* (x‘ - 2xy)* 


0ß = O 


xy 


und 


(x»-2xy)t (x>-2xy)* 

Z= r Ox 4 ^ Off = l X*- 2xy 

l/x> - 2xy ,/ I x> - 2xy 


Pucals Dreieck, Arithmetisches Drei- 
eck; eine Reibe von Zahlen wird so ge- 
nannt, weil man sie als von Pascal er- 
funden angenommen bat, wiewohl sie 
schon früher dagewesen ist. Sie besteht 
in der Untereinanderstellung der Bino- 
mial-Coe^cienten sämmtlicher Grade vom 
Oten Grade ab, weshalb man auch die 
Reihen mit der Oten anfangend bezeich- 
net. 

Die Ote Reihe enthält eine, die erste 
2 u. 8. w. , die rate (ra 4 1) Zahlen. Die 
Reihen sind also arithmetische Reihen 
der Oten, Iten, 2ten .... raten Ordnung. 

Wenn man in jeder verticalen - Reihe 
jede obere von der zunächst unteren ab- 
zieht, so entsteht die links neben ste- 


hende verticale Reihe, und auch die ver- 
ticalen Zahlen bilden Reiben nach stei- 
enden Ordnungen: die erste eine Reihe 
er Oten Ordnung, die 2te eine der ersten, 
die rate eine der (ra — l)ten Ordnung. 

Nach der untenstehenden Reihenbe- 
zeichnnng hat die Ote Reibe die einzige 
Zahl 1 ; jede Reihe hat 1 zum ersten 
Gliede, die erste Reihe 2 Zahlen , die 2te 
3 Zahlen .... die rate (m 4 1) Zahlen. Be- 
zeichnet man die Zahl der Reihe, (den 
Grad der Potenz) allgemein mit n und 
die Zahl des Gliedes darin allgemein mit 
m, so hat man für eine ntel Reihe 
die Gröfsen der Gliciler der Reihenfolge 
nach 
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Pendel. 


Glieder 12 3 4 

n -r. 1 . »(«— l)(n-2) n(» — 1) (» — 2) m +2) 

”"‘'® ’ 1’ 1-2 ’ 1 .■•'2 3 1 . 2 • 3 .... m - 1 

Dies gibt folgende Zusammenstellung, wobei zugleich die Summe S angegeben 
ist, welche für jeden Grad = 2" ist. 


Potenz- 

grade. 



Reihe der Binomial-Ooefficienten. 

Summe. 

0 

1 








2® 

= 1 

1 

1. 

1 







2* 

= 2 

2 

I. 








2* 

= 4 

3 

1. 

3. 

3. 

1 





2> 

= 8 

4 

1. 

4. 

6. 

•4. 

1 




2‘ 

= 16 

5 

1. 

5. 

10. 

10. 

5. 

1 



2* 

= 32 

ti 

1. 

ti. 

15. 

20. 

15. 

6. 

1 



2* 

= G4 

7 

1. 

7. 

21. 

35. 

35. 

21. 

7. 

1 . . . . 

2» 

= 128 

8 

1. 

8. 

28. 

56. 

70. 

56. 

28. 

8. 1 

2' 

= 256 

9 

1. 

9. 

36. 

84. 

126. 

126. 

84. 

36. 9. 1 . 

2* 

= 512 

10 

1. 

10. 

45. 

120. 

210. 

252. 

210. 

120. 45. 10. 1 

2» 

= 1024 


Fassageninstroment, s. v. w. , Mit- 
tagsfernrohr*, auch ,Dnrchgangs- 
instrument“ genannt. 

Pedometer, ein Instrument, welches 
auf einer Reise zu Wagen dio Län^e 
des zurückgelegten Weges an^ibt, ein 
Schrittzähler von den verschiedensten 
Constructionen. 

Pendel. In dem Art. „Fall durch 
einen Kreisbogen*, pag. 72, ist die 
Theorie des einfachen Pendels ansführlich 
Torgetragen, dessen Schwingungszeit ( 
ermittelt und mit Formel 15 ausgedrückt. 

Dieses einfache Pendel besieht nun in 
einem Massenpunkt, der an einer massen- 
losen unbiegsamen geraden Linie in der 
Entfernung r von der Drehaxe befestigt 
ist. 

Die Formel ist weitläuüg. Wenn man 
aber den Schwingungsbogen klein an- 
nimmt, so ist die Zeit der Schwingung 
näherungsweise 



Die Sebwingungszeit ist also um so 
gröfser, je grufser der Abstand des Mas- 
senpnnkts von der Drehaxe ist. 

Hängt man also eine giofse Anzahl 
einfacher Pendel neben einander anf, de- 
ren Abstände des Massenpnnkts von der 
Drehaxe von der kleinsten Länge bis zn 
einer Länge ! allmählich gesteigert sind, 
so schwingt der kürzeste eine viel kür- 
zere, der längste eine viel längere Zeit, 
als ^e oben gedachte Zeit ( beträgt, und 


es wird das Pendel von der Länge = r 
gerade die Zeit ( zn einer Schwingung 
gebrauchen. 

Stellt man sich nun alle diese Mas- 
senpunkte in einer einzigen geraden un- 
biegsamen massenlosen Linie neben ein- 
ander fest vereinigt vor, so bat man ein 
physisches Pendel, und es hat dieses 
die Eigenschaft, dafs die der Drehaxe 
näheren Massenpunkte in der ihrer Lage 
entsprechenden Schwingung verzögert 
und die der Drehaxe entfernteren Has- 
senpunkte in der ihrer Lage entsprechen- 
den Schwingung beschlennigt werden. 
Oder dafs die der Drehaxe näheren Punkte 
die Schwingung des unter dem Abstand 
r befindlichen Punkt beschleunigen, 
die entfernteren Punkte sie verzögern. 

Die Länge r des einfachen Pendels, 
welches mit dem physischen Pendel gleiche 
Schwingungen macht, erhält man fol- 
gender Weise. 

Es sei C die Drehaxe, G der Schwer- 
punkt des Systems , S der Schwingnngs- 


Fig. 885, 
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SS.'I Periodischer Kettenbruch. 


S ankt, d. b. CS sei die Länge r des mit 
iesem physischen Pendel gleich schwin- 
genden einfachen Pendels, lU das Vulum 
(uder die Masse oder das (iowicht) des 
Systems. Es sei das Trägheitsmument 
in Beziehn^ auf den Schwerpunkt (1 als 
Drehaxe = SJt’, das Trägheitsmoment in 
Beziehung auf die Axe C als Drehaxe 
= der Abstand CG des Schwerpunkts 
G von der Axe C = a, der Abstand SG 
= k, so ist nach dem Art. „Momente 
der Trägheit“, No. 8, pag. 16ä mit 
Fig. 81ä 

üR = iar -f o» • »I 

Nun bat die durch das Moment W 
auf den Schwerpunkt G reducirte Masse 
M in Beziebifng auf die Drehaxe C den 
Uebelsarm CG — a-, die durch das Mo- 
ment W iu S behndlich gewesenen auf 
C reducirte Masse JU den Hebelsarui r. 

Ferner bei Reduction der in S vereinig- 
ten Masse M auf G 

m' = h^M 

bei Reduction derselben aus G nach C 

m = a^M 

Es ist also r a*il = a{k’ + il 
oder ra = k’ a* 

k'^ 

woraus die verlangte Länge r = — |- o 

Pendel, ballistisches, s. „Ballisti- 
sches Pendel“. 

Pentaeder wird mitunter ein Prisma 
genannt, welches gleichseitige Dreiecke 
zu Grundflächen bat. 

Pentagon, s. v. w. „Fünfeck“. 

Pentagonalxahlen, fünfeckige Zah- 
len sind die Reihe von Zahlen, deren 
Bildung das Fünfeck zu Grunde liegt 
(vergl. „Dekagnnalzahlen ‘ ). Die 
Zahlenreihe ist 

1 . 5 • 12- 22 -35 .... Jn(3n- 1) 


Ite DilTerenzenrcihe 

4 . 7 • 10 . 13 

2te DitTerenzenreibe 
3 • 3 ■ 3 

Summo der ersten n Glieder 
N = 4 n* (» -t- 1) 

Pentedekagon, s. v. w. „Fünfz ebn- 
eck“. 

Perikanstika, ist eine von Jacob Ber- 
noulli ans der Kaustika hergeleilete I.inie: 
ln Fig. 251, pag. 415, Bd. 1. sind die 
punktirten Linien die ans dem leuchtenden 
Punkt A gesendeten Strahlen wie A,, 
A,, A, u. s. w., die aiisgezogenen Li- 
nien die von diesen Strahlen zurückge- 
worfenen Strahlen. Der Strahl A, re- 
flectirt nach 1-2, der Strahl A, nach 
2 . 4 u. s. w. Wenn man nun den Strahl 
A, über I hinaus verlängert und diese 
Verlängerung dem zugehörigen reflectir- 
ten Strahl gleich macht, so ist der Eud- 

nnkt der über 1 verlängerten Linie ein 

unkt der Perikaustika. Eben so ist der 
Endpunkt des um die Linie 3,'G verlän- 
gerten Strahls /l, ein Punkt der P. 

Perigenm ist bei der lim die Erde lie- 
genden Mondbahn der der Erde nächste 
Punkt, er liegt im Scheitel der grofsen 
Axe (s. „Apogeum“). 

Poriheltnni ist bei den Planetenbahneu 
der der Sonne zunächst liegende Punkt. 
Er liegt im Scheitel der grofsen Bahii- 
axe. 

Perimeter ist der l’mfaug einer Figur. 

Periodischer Declmalbmch , s Bd. II, 

pag. 249; Verwandlung derselben in ge- 
meine Brüche und die 4 .Species mit den- 
selben. 

Periodischer Kettenbroch ist ein sol- 
cher, dessen Nenner periodisch abwech- 
seln, wie bei den periodischen Decinial- 
brüchen die Decimalstellen. 


J 

’fl + l 

a-t-1 

a-t- 1 


» = ^41 


5 4J 

a 4 i 

a (in iiif.) h 41 

«4-1 _ 
b (in inf.) 


1 

a + 1 

b 4-J 

c4J 

«41 

*41 _ 
r (in iiif.) 


Diese periodischen Kettenbrüche haben „ „ _ J 

die merkwürdige Eigenschaft, dafs sie auf ^“od-r 

eine quadratische Gleichung gebracht wer- Was dem zweiten Gliede 1 des Nenners 
den können. zugefügt werden mufa, nämlich die un- 
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Permutationen. 


endliche Anzahl von — , . ist offenbar hieraus *’ + = 0 

0 + 1 o 


= X uiul man hat 

1. , , woraus j’+or — 1 = 0, 

0 ■(• X 


wi>raus X 

J 

o+_l 

4 + x; 


a -1 /«* 

= -y+V 4 +■■ 


2, X = • 


und 


* X lA'' 

"=-Y+yT 


1 


n t 1 bjc + Ar -f 1 

h fl <i& -f- j’ -f + <» 4" ** 
r i 

woraus 

(aÄ -f l)ar* 4- (aftr + =0 


:i)>o 


rtAr -f- rt - A + f /rfl6f 4- a - 6 + c\* ^ 

^ = - 2 ÖY+T)- + y {- 2 (o4 H -l” ) ^ '> 


Periodischer Monat, s. .Asironomi- 
scher Monat“, No. 3, pag. 153. 

Periöci, s. V. w. „Nebenwohner“. 

Perioptrik,' Perioptik ist der Theil 
der Optik, welcher mit dem auf Oberflä- 
chen Ton Ködern fallenden und von den- 
•selben refiectirten Lichtstrahlen sich be- 
.schäftigt. ' 

Peripherie i.st dem Worte nach das- 
selbe mit Perimeter, dem Umfang je- 
iler Figur, es bedeutet aber ausschliefs- 
lich einen Kreisumfaug. 

Peripheriewinkel ist jeder Winkel, den 
zwei .Sehnen in einem Punkt der Peri- 
herie mit einander bilden. Der P. ist 
alb so grofs als der mit ihm auf glei- 
chem Kreisbogen stehende Centriwinhel. 


Periscii, Umichattige sind die Rewob- 
ncr der kalten Zone, weil dort zur Zeit 
des Tages, indem die Sonne einen Kreis 
um sie beschreibt, ihr Sonnenschatten 
nach allen Richtungen fällt 

Pariscopisohe Brülea sind solche, de- 
ren eines Glas für Kurzsichtige, das au- 
dere für Weitsichtige eingerichtet ist, um 
den Nachtheil von den Augen abzuwen- 
den , welche aus der Kugelgestalt der 
Glä-ser zu befürchten ist. 

PermntatiOBea, Versetzung von Ele- 
menten. Pie F.lemente n6cde sollen in 
geordneter Reihenfolge .so verschiedenar- 
tig versetzt werden, dafs die letzte tdeta 
hervorgeht. 


1 Element o P. =; a 

2 Elemente n, h P. = ab, ba 

3 Elemente a, 4, c P = o4c, acb, bar, bea, cab, eba 

4 Elemente a, 4, c, il P. = abcd, abdr, aebd, aedb, adbr, adeb 

baed, bade, bcad, beda, bdac, bdca 
eabd, cadb, ebad, ebda, edab, edba 
dttbe, dacb, dbae, dbca, deab, deba 


Dieser Darstellung zufolge ist nun die 
Be.stimmung der Anzahl von möglichen 
Versetzungen sehr leicht. Geht man 
nämlich von ei n cm Element aus, so hat 
dieses nur eine Versetzung. Bei Hin- 
zutritt eines zweiten Elements hat Jedes 
für sich diese eine, beide also 2 Ver- 
.setziingen. Tritt nun ein drittes Ele- 
ment hinzu, so haben die Versetznngen 
von zwei Elementen jedes einzelne Ele- 
ment zum Begleiter und es entstehen 
mithin 3x2 Versetzungen, mit 4 Ele- 
menten , also 4 X 3 X 2 = 24 , folglich mit 

n Elementen n • (n — 1) (n — 2) 3 • 2 • 1 

Versetzungen. 


Sind unter »Elementen 2 gleiche, so 
geben die n Elemente 1 • 2 • 3 ... n Ver- 
setzungen, wenn man sie sämmtlicb als 
iingleiidi ansieht, die beiden gleichen aber 
veranlassen, dafs nur die Hälfte von den- 
selben wahrnehmbar bleibt. Bei 3 glei- 
chen Elementen bleiben so viele unbe- 
merkbar, als drei ungleiche Elemente 
Versetzungen geben, also 1 • 2 • 3; es ist 
also nur der Gte Theil der Versetzungen 
von ungleichen Elementen wahrzunehmen. 
Bezeichnet man der Kürze wegen die An- 
zahl, iu welcher ein Element vorhanden 
ist, mit dieser Zahl als Exponent, so 
schreibt man beiden Elementen a, 44, eee. 
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Perturlationen. 


lUiU, «, 6*, c*, d* lind hat nun hei 10 F.lemontpn die mögliche Anzahl der wahr- 
nehmbaren Versetzungen. 


: 4 • 5 • 7 • 9 • 10 Vertetznngen 


1 . 2-3-4-5-G-7-8-9- 10 
l X 1 • 2 X 1 • 2-3 X 1- 2 • :i .4 ■ 

Allgemein bei a‘" • h‘l • c’ • rf' in Summa n Klemcnten 

, 1 . 2 ■ 3 • 4 • 5 (ii - 2)(rt- l)ti 

die Anzahl der \ ersctzuiigen = 


• 2 - 3.../I X 1 •2-3... 7 X 1 •2-3... rx 1 - 2-3 


PermnUreD, .Versetzen, die Permu- 
tatioiien geordnet dar.stellen. 

Perptndicalär, lothrecht, nach dem 
Mitteljiunkt der hirdo hin gerichtet; l.i- 
nien, die rechte Winkel mit einander 
bilden, sollten winkelrecht oder nor- 
mal genannt werden. 

Perpendicularmethede. Dies ist in der 

FelJmefskunst die Arbeit bei Aufnahme 
von UMregelrnäfsig gekrümmten Linien, 
gewöhnlich Grenzlinien mit Hülfe von 
Absci.ssen und rechtwinkligen Ordinalen 
darauf, die um so näher an einander ab- 
gesteckt werden, je krummer und unre- 
gelinäfsiger die aufzunehmende Linie ist. 
Die Abscisse oder mehrere unter Nei- 
gungswinkeln an einander wählt man 
möglichst nahe der aufzumessenden Linie, 
so dafs sie dieselbe auch durchschneiden 
kann. 

Die Absteckung' der Ordinalen, »|e 
diese einfache Arbeit mit Kette und Stä- 
ben oder Maafsstäben geschieht, ist in 
dem Art. , liac ulo m e t rie “ mit Hülfe 
von Fig 1&9 lind 160 beschrieben. Man 
bedient sich aber auch des Diopterkreuzes 
oder des Mefsti.srhes , wie dies im Art. 

, Parallelen abstecken“ erklärt wor- 
den ist. 

Perpendikel ist die nach dem Mittel- 
punkt der Erde gerichtete Linie. Auch 
werden Linien so genannt, welche rechte 
Winkel mit einander bilden, aber mit 
Unrecht; sie .sollten winkelrecht oder 
normal heifsen. 

Perpendikel waige , s. v. w. „Setz- 
waage, Bleiwaage“. 

Perpetnnm mobile Dt eine Idee, welche 
schon viele sonst intelligente aber in 
diesem Punkt mit gänzlichem Mangel 
an Einsicht behaftete Leute unglücklich 
gemacht hat. Dem Begriff nach ist P. m. 
eine Maschine, welche die zu ihrer me- 
chanischen Thätigkeit consnmirte Kraft 
aus sich seihst heraus fortwährend wie- 
der ersetzt. 

Es hat seine Iticbtigkeit, dafs in Folge 
des von der Natur gegebenen Beharrungs- 
sUndes ein in Rune befindlicher Körper 


nur durch eine äiifscro Kraft in llewe 
gnng und ein in Bewecung belimilicher 
Körper in Ruhe gebracht werden kann. 
Hut ein Btofs oder ein anhaltender Druck 
ein System von Körpern in Bewegung 
gebracht, so kann sio Ibrtgcnommen wer- 
den und das System bleibt des Behar- 
rungsstandes wegen in Bewegung. 

Dies würdo unausbleiblich in jedem 
einzelnen Fall statt linden, wenn nicht 
die Ursache, welche diese Regel zu einer 
Regula falsi macht, in dem bewegten 
Körper selbst eingegraben wäre. 

Wenn nämlich ein Körper in Berüh- 
rung mit einem ruhenden Körper ist, so 
hat er das Bestreben diesen in die Be- 
wegung mit hinein au ziehen ; da aber 
der zweite Kör]ier in Ruhe bleiben will, 
so widersteht er dem sich bewegenden 
Körper, er übt einen Widerstand gegen 
ihn aus , der seine Bewegung offenbar 
hemmend vermindert. Jener nur einen 
Augenblick ausgeübte Widerstand ver- 
mindert die Kraft, und soll sie nicht ver- 
mindert werden, so bedarf .sic des Er- 
satzes. Da nun der Widerstand perpe- 
tuell geschieht, so ist er ein Perpetuum 
immulabile, welches mit dem Perpetuum 
mobile in gleichem Grade sich schwächt 
und endlich erschöpft zu Null wird. 

Diese Behauptung bc.stätigt die Natur: 
der liebe Gott hat die Welt nicht aus 
Nichts geschaffen; das ist nicht möglich, 
es ist jedenfalls der Stoff dazu vorhan- 
den gewesen. Die bis heut vollendete 
Welt aber ist immer kein Perpetuum 
mobile; man ersieht dies aus den Aende- 
rungen, welche sichtbar Vorkommen, und 
welche mit dem Namen Störungen be- 
legt werden. 

Jedenfalls sind diese sogenannten Stö- 
rungen Ortsänderungen von Kräften und 
mit diesen Abänderungen der Kräftegrö- 
Iscn seihst, also wei.se Maafsregeln sind 
diese sogenannten Störungen, dafs das 
Weltgebaude in seinem Laufe und Be- 
stände nicht gestört werde. 

PertnrUtionea sind die attractorischen 
Einwirkungen der Weltkörper auf ein- 
ander, durch welche sie aus den ellipti- 
schen Bahnen, denen sie, um ihren Cen- 
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tralkörper laofend, ohne solche eintreten- 
den Gegenwirkungen, dem allgemein gel- 
tenden Anriohungsgeseti gemäfs streng 
folgen würden, ahgelenkt worden. 

Ks ist nicht ein einziger Planet, 
der einem anderen Planeten diese Ab- 
lenkung verursacht, sondern es geschieht 
dieselbe von jedem einzelnen der ande- 
ren Planeten des ganzen Sonnensystems, 
weil dasselbe Attractionsgesetz jedem ein- 
zelnen Weltkörper inne wohnt, so dafs 
die verursachten Seitenbewegungen die 
nothwendigeu Folgen desselben Gesetzes 
und an Gröfse und Richtung denselben 
streng unterworfen sind. 

Es sei S die Sonne, E die Erde, FSIIW 
die elliptische Ekliptik, welche die Erde 
um die Sonne herum durchläuft, so kann 
die Erde auch um die geringste Länge 
nicht aus derselben sich entfernen, wenn 
nicht andere Weltkörper ihr attraclorisch 
entgegenwirken. 

Ist aber ein anderer Weltkörper, z. B. 
der Jupiter J, da wo er gezeichnet ist, 
der Erde nahe gekommen, .so übt er mit 


Fig. 886. 
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seiner grofsen Masse sein attractorisches 
liecht auf die Erde aus, und während die 
Erde nach // ihren Lauf ruhig fortsetzen 
will, zieht er die Erde zu sich aus der 
Ekliptik heraus. 

Ist zugleich ein zweiter Weltkörper, 
z. B. der Saturn (Sn) auf die gezeichnete 
Stelle gekomiuen, so macht dieser es eben 
so, und die drei Pfeile geben ein Bild 
von der Verlegenheit, in welcher die Erde 
sich befindet. 

Aber mit dem Jupiter und dem Sa- 
turn ist es nicht abgetban, es kommen 
noch viele andere kleinere Planeten hinzu; 
feruer die beiden grofsen Greuzbüter, der 
Uranus und der Neptun, welche die dem 
Verhältnifs ihres Fonds entsprechenden 
Rechte fordern, geltend machen und durch- 
setzen. 

Die Uonarchen Deutschlands sollten die 


Regiemngsweise des Sonnensystems, als 
eine unmittelbar von Gott eingesetzte 
Disciplinar-Verwaltung zum Muster neh- 
men: Die Grofsmacbt Sonne ist nicht 

nur nicht ungehalten, dafs sie durch die 
Mittel- und Kleinmäcbte in ihren Rechten 
verkürzt wird, sie ist im Gegentheil so 
freundlich, jeder dieser Mächte ein dem 
Verhältnifs ihrer materiellen Mittel genan 
entsprechendes mit sich selbst gleich gro- 
fses Recht freiwillig zu überlassen und 
vor allen Dingen beweisen die Central- 
und Specialregierungen die gänzliche 
Nutzlosigkeit eines Bundestages. 

Die Perturlationen, auf einen Weltkör- 
per zusammen wirkend, sind während 
eines und mehrerer Jahre unbedeutend, 
aber von zweierlei Art: Einige sind im- 
mer im Ziinehnien begriffhn , nach einer 
Reihe von Jahren erheblich genug und 
werden deshalb ans den Säcularande- 
rungen der Babnelemente entnommen. 
Diese enthalten nämlich die summarischen 
Elenientenänderungen von Jahrhundert 
zu Jahrhundert, deren Mittelzahlen auf 
den verlangten kürzeren Zeitraum ver- 
hältnifsmäfsig redneirt werden. 

Die anderen sind periodisch, d. h. sie 
sind eine Zeit lang zunehmend und dann 
wieder abnehmend, so dafs sie sich im 
Laufe der Zeit ausgleiehen. So z. B. ist 
dies bei dem Monde der Fall, dessen Dm- 
lanfszeit der Säculargleichung nach im- 
mer kürzer wird, aber mit der Zeit auch 
wieder zur Verlängerung kommt. 

Der Erfolg der Störung eines Weltkör- 
pers durch mehrere andere in ihren Ele- 
menten bekannte Körper zu gleicher Zeit, 
in Betreff seiner Bewegungsveränderung: 
also zu ermitteln, welche Bewegung er 
machen wird, ist wegen des nnthwendi- 
gen Ansatzes vieler von einander abhän- 
gigen Gleichungen unmöglich. Es bat 
si^ aber gefunden, dafs bei der Gering- 
fügigkeit der einzelnen Störungen die 
Störung durch jcilen einzelnen Himmels- 
körper für sich, also so berechnet werden 
kann, als wenn die übrigen störenden 
Körper nicht vorhanden waren. Hat man 
nun diese Einzelnstörungen sämnitlich 
ermittelt, so gibt die .Sumnie'derselben 
die Gesanimtstörung sämiiitlicher gleich- 
zeitig störender Körper Diese Aufgabe, 
die Ermittelung der Gesainiiitstöriing von 
mehreren Himmelskörpern auf einen ein- 
zigen anderen ist daher unter dem Na- 
men: Problem vo n drei Körpern be- 
kannt. 

Lagraiige setzt dieses Verfahren unge- 
fähr folgender Art auseinander: Für die 
Darstellung der Bewegung eines von der 
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Sonne anf^exo^oen Planeten «erden drei 
Differenzialgleichungen dea zweiten Ora- 
dea angeaetzt, bei deren Integrirung alao 
sechs (instanten, nämlich sechs Ton den 
constanten Bahnelementen allein abhän- 
gige Grörsen Torkommen. 

Wenn man nun die Gleichungen für 
die Anziehnng eines dritten Himmelskör- 
pers mit einfübren wollte, so wünlen sich 
jene Differenzialgleichungen nicht mehr 
integriren lassen. Die Glieder aber, welche 
binzutreten würden, enthalten die im 
Vergleich mit der Sonne nur kleine Mas 
sen des dritten Körpers, sind also selbst 
sehr kleine Zahlen , deren Werth man 
näberungsweise ermitteln kann. Diese 
Näherungswerthe eingelührt und integrirt, 
als wenn diese Glieder nicht hiiizngekoni- 
men wären, gibt eine der wahren Stö- 
rung möglichst nahe kommende. 

Diese Veränderungen sind nun theils 
periodisch, theils sind sie es nicht. Die 
ersteren bangen ab von der gegenseitigen 
Stellung des störenden und des gestör- 
ten Körpers, sie erhalten also hei der w ieder 
eintretenden selbigen Stellung denselbi- 
gen Werth; die anderen hangen von die- 
sen Stellnngen nicht allein ab nnd kön- 
nen mit der Zeit wachsen und abneh- 
men. So z. B. ergab sich , dafs die Be- 
wegung des Jupiter beschleunigend und 
die des Saturn verzögernd war und dafs 
diese Aenderungen nicht auf .Säcularglei- 
ebnngen bemhten. Genaue Beobachtun- 
gen haben dann ergeben, dafs die Wech- 
selwirkungen zweier Planeten in Bezie- 
hung auf Bewegungsändernngen, deren 
Periode sehr lang ist, die Summe der 
Quotienten: Masse dividirt durch die Länge 
der grofsen Axe constant bleiben. 

Phasen sind LichtersebeinUngen, Licht- 
gestalten, das Aeufsere eines Körpers bei 
dessen rerschiedenartiger Beleuchtung. 
Besonders gebraucht man diese Bezeich- 
nung für Planeten und Monde, je nach 
deren Gestalt, in welcher sie uns bei 
verschiedenen Beleuchtungen durch die 
Sonne, je nachdem die Krdo ihre Lage 
zu dem beleuchtenden nnd dem beleuch- 
teten Woltkörper hat. Die Phasen des 
Mondes sind in dem Art. , Mondpha- 
sen* mit 12 Figuren ausführlich be- 
schrieben. 

PhOTOmetrle, s. v. w. .Phoronomie*. 

Phoronomie ist die Lehre von den Ge- 
setzen der Bewegung, wenn bei dersel- 
ben von einer Kraft, welche dieselbe her- 
Torgebracht bat und erhält, ganz abge- 
sehen wird. Die Erklärung von Bewegung, 
von beschleunigter und verzögerter, von 

rv. 


gleichförmig und nngleichförmig beschleu- 
nigter und verzögerter Bewegung sind in 
verschiedenen Artikeln dieses Wörter- 
buchs schon gegeben und die Gesetze 
selbst ausführlich abgohandelt. 

Es soll hier nur, der möglichen Voll- 
ständigkeit wegen, noch folgendes hin- 
zngefügt wcnlen : 

1. Vergleicht man die ungleichförmige 
Bewegung in Hinsicht des zurückgeleg- 
ten Weges von irgend einem Augenblick 
oder von irgend einem Punkt des W'eges 
an mit derjenigen gleichförmigen Bewe- 
gung, die als das Maafs aller übrigen 
zum Grunde gelegt wird, so heilst das 
V'erhältnifs der Wege beider Bewegun- 
gen in einerlei Zeit die Mittlere Ge- 
schwindigkeit der ungleichförmi- 
gen Bewegung in dieser Zeit. 

Ist nämlich o der Weg bei der un- 
gleichförmigen Bewegung in der Zeit r, 
so ist in derselben Zeit der W'eg der 
gleichförmigen Bewegung =<i, also die 
mittlere Geschwindigkeit der ungleich- 
förmigen = — . Nun ist andererseits — 
r T 

die Ge.schwindigkeit derjenigen gleichför- 
migen Bewegnng, vermöge welcher in 
der Zeit i der Weg n zurückgolegt wird, 
folglich kann man auch die mittlere Ge- 
schwindigkeit bei der ungleichförmigen 
Bewegung als diejenige Geschwindigkeit 
bezeichnen, welche derjenigen gleichför- 
migen Bewegung znkommen würde, ver- 
möge welcher in derselben Zeit derselbe 
Weg wie bei der ungleichförmigen durch- 
laumn würde. Ist nun das Gesetz der 
ungleichförmigen Bewegung so beschaf- 
fen, dafs die mittlere Ge.schwindigkeit 

~ sich einem bestimmten Werth als 

T 

Werthgreiize immerfort nähert, wenn r 
immerfort kleiner und kleiner genommen 
wird, oder sich so vermindert, dafs diese 
Zeit unendlich klein wird, so nennt man 
diese Werthgrenze die Geschwindig- 
keit der ungleichförmigen Bewe- 
gung im ersten Augenblick der 
Zeit r oder in dem Punkte des We- 
ges, wo das Bewegliche in diesem 
Augenblick sich befindet. 

Ist z B. der in der Zeit l zurnckge- 
legte Weg t = a + 41*, so ist der Weg in 
der Zeit »' = I -f r = o -|- 6 (i -f i)>, daher 
der in der Zeit i znrückgelegte W'eg 
i' - s = 4i (2/ -I- i); daraus die mittlere 
Geschwindigkeit «ährend der Zeit r — 

— = 241 -1- 4r ; folglich — — 24l = 4r. Da 

nun der Subtrahend von r unabhängig 
ist und 4f offenbar mit r zugleich un- 

17 
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endlich klein wird, .so ist 24/ die Werth- 
Kreuze von mithin die Geschwindig- 
keit der unKleichförmIgen liewrcgung am 
Knde der Zeit / oder im ,\nfaiigo der 
Zeit r = 2t/. 

Das Gesetz, wonach sich die eben er- 
klärte Geschwindigkeit während der gan- 
zen migleichförmigen Bewegung ändert, 
bestimmt die verschiedenen Arten dieser 
Bewegung. 

2. Es ist der Weg eines materiellen 
Punkts als Function der Zeit gegeben. 
Die Ge.schwindigkeit am Finde diese.s We- 
ges oder am Ende dieser Zeit zu be- 
stimmen. 

Es sei » der in der Zeit / zurückge- 
legte Weg und > — fl ilio gegebene F'une- 
tion, .so i.st der Zuwachs iles Weges in 
der Zeit = f (.' + AO - fl 

folglich 

^ AI AI 

die mittlere Geschwindigkeit während der 
Zeit A/. 

Bezeichnet man daher die Geschwindig- 
keit am Finde der Zeit / mit e, so ist 
diese die Werthgrenze der mittleren Ge- 
schwindigkeit unter der Voraussetzung, 
dals AI unendlich klein werde. 

.\ndere'rseils ist aber die Werthgrenze 

von — * das Differenzial der Function i 

Al 

auf /; also = i),«, wenn I die Urverän- 
derliche ist, dagegen der Quotient g- 

der Differenziale von » und / in Bezie- 
hung auf irgend eine aber ihnen gemein- 
schaftliche Urverändeiliche. Man hat also 

I. r entweder = 0,« oder = ^ 

3. Ist umgekehrt die Geschwindigkeit 
v als F'unctiou der Zeit gegeben , so hat 
man gegenseitig 

0« = r 0/ und daher 

II. szzfv* Ol 


Beschleunigung des materiellen Punkts 
für diesen Augenblick zu bestimmen. 

Da r als Function von l gegeben ist, 
so ist die Geschwindigkeit am Finde der 
Zeit / + AI = e + A»> folglich ist A* die 
Aenderung der Geschwindigkeit in der 

Zeit A( und daher ^ die mittlere Be- 
schleunigung während der Zeit Al- 
Beschleunigung am Anfänge der Zeit A* 
oder am Finde der Zeit / ist aber die 
Werthgrenze der mittleren Beschleuni- 
gung für die unendliche Abnahme von 
A<- Bezeichnet man also diese Beschleu- 
nigung mit «, und da andrerseits die 
Wertjigrenze des Zuwachsquolienten das 
Differenzial der Geschwindigkeit, also ent- 
weder D r oder „ ist, so hat man 
‘ fl/ 

IV. K = Ö,r oder g' 

Nun ist noch r = D,» 

folglich 0,r = D,’f 

G. Betrachtet man dagegen «, r, und / 
als Functionen irgend einer anderen ge- 
meinschaftlichen Orveränderlicbeii, so bat 

folglich bat 

1 UI 

man auch 

V. « = 


man c = „ und Oe = 0 „ 
öl 0 / 


und 


”ö/_a/-ö»i-as.aa/ 

8/ " 9/* 

7. Ist bei einer Bewegung die Beschleu- 
nigung uud der Weg als Function einer 
und derselben lirveranderlichen gegeben, 
die Geschwindigkeit am Ende dieses We- 
ges zu bestitnmen. 

Nach dem Vorigen ist 

0» , ör 

' = 91 "■“* “ = 9-| 

Mao hat also 8t = c dl 

und daher multiplicirt 

VI. u • Ot = t • 9e 


4. Soll nuu dieser Weg mit der Zeit 
zugleich anfangend gezählt werden, so 
muCs « für l:::0 selbst = 0 werden; folg- 
lich mufs man das Integral zwischen den 
Grenzen 1 = 0 und l = i nehmen. Man 
bat also unter dieser Voraussetzung 

III. 5=/'«. 8/ 

• 

5. Es bewegt sich ein materieller Punkt 
durch den Weg t in der Zeit / und hat 
am Ende dieser Zeit die Geschwindigkeit 
» als Function der Zeit ausgedrückt. Die 


beiderseits mit 2 multiplicirt und dann 
integrirt gibt 

2/« 8x =/2r 9e = t“ -H C. 

Ist nun C die Geschwindigkeit im An- 
fänge des Weges t, so mufs für t v: o 
auch e = 0 werden. Man bat also 
2/'u0. = c’-( C 

folglich 

VII. 2/‘mÖ. = i>’- r« 

0 

Woraus gegenseitig 
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VIII. » = I 'r> + 2/'» 0. 

8. Beispiel. Die Bewegung eines 
Körpers lu hestimmen, dessen Beschleu- 
nigung von dem Quadrat der in jedem 
Augenblick st.ntttindenden Geschwijndig- 
keit bedingt ist und sich ansdrückt durch 
die algebraische Summe zweier Glieder, 
Tun welchen das eine constant, das an- 
dere aber das Quadrat der Geschwindig- 
keit so einem Factor hat. 

Nach Erfahrung bewegt sich ein phv- 
siseber Körper an der Oberfläche der Erde 
im luftleeren Raum in jeder Verticalen 
mit einer gleichförmig beschleunigten 
oder verzögerten Bewegung, je nachdem 
er sich der Erdoberfläche nähert oder 
entfernt, und zwar mit einer Beschleuni- 
gung 2g = 31,25 Fnfs. Bewegt sich da- 
gegen derselbe Körper in derselben Art 
io der umgebenden Luft, so nimmt jene 
Bescblennigung ab um ein Product aus 
dem Quadrat der Geschwindigkeit mit 
einem constanten Factor, welcher durch 
die Gestalt des Körpers und die Menge 
seiner materiellen Tlieile bestimmt wird. 


Wird nun dieses Gesetz allgemein ge- 
dacht, so bestimmt es die Beschleuni- 
gung des vorliegenden Falles. Es be- 
wege sich nämlich zuerst der Körper so, 
dafs die coiistante Beschleunigung addi- 
tiv, die mit r veränderliche aber subtrac- 
tiv ist, welches dem Falle in der wider- 
stehenden Luft entspricht, so bat man 
w = j — Ae’, wo A (ler gedachte Wider- 
standscoefßcient ist. 

Beginnt nun die Bewegung von der 
Ruhe aus und ist r die Geschwindigkeit 
am Ende des Weges <, so hat man 
nach VI. 

u 8i = r Or 

, „ e • Or ei/r 

also OS = — = — - ,-r. 

H f — Ar’ 

Mithin s = 

./ 9 *v 

SeUt man nnn ^ - Jkr* = i, so ist 
— 2Jkr = 0» 

Mithin e • Ör = - 


daher s = ß ^ (/« [ln - 


kr% 




folglich /h — ~ 
Oder 




g — Ar* 

= oder 


oder 


S — Ar* 


also , = (I) 

Mithin bleibt e stets kleiner als 

kann aber diesem Grenzwerthe mit dem 
Wachsthum von s beliebig nahe kom- 
men. 


Ferner ist nach 
daher gegenseitig öl 


f)c 


Ol 


mithin I 


-.n-r 


Or 


■ Ar’ 


Man setze = n’, so ist j = An’ 


j r Z’ 1 Z' Or \ r Or ^ fl ^ ^ 

* ” J g — kxi‘~ kJ Ii’— t’~ kJ (n-r)(n-hrj kJ - r n -p r/ 

SO dafs A — B und cr*(A-|-Ä)=:l. 

o(-A-pB)-f-( A — B) r t>oideii Gleichungen folgt 2 oA = 1 , 

(n-r)(n-Pe) (n -- r) (o -P r) 0ndj4=ß=’!- 

Setzt man [A-B)=0, so erhält man 2« 

17 • 
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M,n hat also = | T i ^ ^ ) ör 

y («— c)(rt+0 *j»_/ \a—v n—tf 

^akj \a + f3 IC — ®/ 2ak 
"2«*\ «-®/„ 


1 / rt + t\** 

Also t = ^ ( fn I 
2n« \ « — r/ß 


( 1 ) 


Hieraus « + »=(«- 

, 2 

rc (e 


1) 




Nnn bebaut die Bewegung; aus der woraus 
Ruhe, folglich ist für t = 0 auch r = 0, 

1.0 1 • . ft 1 / 7 

Nun war « = j/ — 


foiglich ist C = — In — = — r fn 1 = 0 
^ 2oA a ink 


1 n + r 1 n + e 

I = In = — , IB 

2ftft « — r 2na n — v 

Hieraus gegenseitig 

ln =2iikt 

n — e 

folglich lL±I=e2*^' 
a — v 


( 2 ) 


Mithin 


/y e^t/^1- 1 

k ir*. 


+ 1 


(II) 


Setzt man nun die beiden Wertbe toa 
r (1 uud 2} einander gleich, so erhall 
man 


( 3 ) 


,‘■»1 / rk _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 c “'- 1 

,»<> 1 "V e«‘ " f ~ >• 

Um nun ( aus > zu bestimmen hat man aus dieser letzten üleichung 

,1* (,*' I Vl_ 1) = (*»'l y* + 1) 

. J“ X V', 2 *»_ 1 
2M /rl _ * + ' * 1 

woraus #? • " = T-" - 

el‘_V 1 

Nimmt man nun beiderseits die Logarithmen irgend eines Systems, so erhält 


( 111 ) 


, _ («** + 0 - los 1) 

2 V'j* • foy e 

Soll dagegen s aus ( gefunden werden, so hat man, die Gleichung 3 quadrirt: 

(.2n>l+i)s'' 

/«“'' ■ff* _ i\’ 


1 _i\2 4e^'‘ 

Hieraus = 1 - | 


,S'I >< 

+ 0’ 




woraus 

* - 4,211^1 

oder 



2.“ 


gung subtractiv, so hat man ii = — y - är’, 
und wenn nun die Bewegung mit der 
Geschwindigkeit c beginnt, so hat inan 
für die Geschwindigkeit r am Knde des 
Weges s 

t* = 2 /k Dz 

Beiderseits die Logarithmen genommen differenzirt 

, _ log^ f* + 1) - foy 2e'l r Or = « Or = (- y - *i ») 0s 

k log e -rfiT 

diso Or V 

S. Ist zweitens auch das beständige g + A»’ 

Glied in dem Ausdruck der Beschleuni- folglich 
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-A. 


r 

S + kt* 


2 *./ 

r 


~ 2k (s + *'*)“ (5 + *'’)] 


I 

2» 


1» (j + *«>’) 


1 j + *<?’ 
also t = — In ^ 

2k kc> 


.. Geschwindigkeit au bestimmen, so erhält 
man aus I. 


jM. _ 9 + *c * 


(III) 


Da die Bewegung wegen der ne^atiren _ 

Beschleunigung eine rerzögerte ist, so 5 + *r‘ 

wird die Geschwindigkeit e am Ende eines i ' 1 /a 4- kr* \ 

Wegea s, = 0 werden, nnd folglich hat woraus »=[ y(- - ff) 

saan ans I. * \ « / 

_ * + 1 . /■ , * »iiN Ferner lur Bestimmung der Zeit bat 

•~2k g ~2k \ g W ^ ^ “>*“ 

ö« 

g - kt* 


Entwickelt man t*, nm für jeden zn- 
rückgelegten Weg die hoch statthndende 


ot = ?^: = 




+ c 


für t = c ist Bewegungsanfang, also t = 0 , . 

und man hat Tollständig; 


lgr|/A = ,;, 

ykgl.'^’^* ~ »ff I“I >"»» fff <T = ff 

Setat man den Bogen ylrc lg = (p and ig ■/> = e V^— 

• 0 * a 


daher 


c^/l-tl/A 

Imltt- i'd = <g (jP - fff _ fff fff 

' "i + «ff<ip-»ff i + cj/A.,^A »+*” 


(c - t) Vkg 


g ’ 9 

Uithin gegenseitig f — tp = ^Irc lg L_? 


daher also 


1 , , 1 , (ff — ff) l'kff 

I tr (fp — »/•) = ,4rc lg = — - 

ykg'-f^ ykg f g 4 kct 


oder H‘kg-=Arclg 


(ff- ff) k'*ff 
ff 4- kct 


_ _ c t *ff - ff »ff (« y kg) 

woraaa 9 = 


oder ffffl'ff* = ^A44*'' 

C|,/A _ lg (I , *y) 


ykg 4- kc (, (I ykg) ^ ^ 


(IV) 


(T) 


10. Nimmt man an, d.ifs wenn die Ge- 
schwindigkeit der verzögerten Bewegung 
auf Null gebracht ist, dann eine Bewe- 
gung nach gerade entgegengesetzter Rich- 
tung nach dem Gesetze des vorigen Satzes 
erfolge, so kann man fragen, mit welcher 
Geschwindigkeit dann der Körper in dem 


Punkt wieder anlange, von welchem er 
seine verzögcTte Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit c anfing. Und so ent.<iprichl 
denn dieser .kufgabe die iihjsische hrage: 
Mit welcher Geschwindiglteit wird ein in 
der whierstehenden Luft vertikal anfwirts 
geworfener Körper wiederum in dem Punkt 
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ankommen , aus welchem derselbe mit 
einer cetfobeuen Cieschwinüigkeit gewor- 
fen wiirJe. 

Jene Geschwindigkeit bei der Rückkehr 
sei c„ Ist nun », der Weg, den der ver- 
rögerte Körper znrnckgelegt hat, bis seine 
Geschwindigkeit auf Null gebracht ist, 
so bat man nach No. 9, I, wo nun t = o 
ist, 


I g + Ac» 

’" = 2Ä'"- 


" 2» gl 2* \ 

woraus ln{^l + — c»j = 24», 


Also 


(0 


9 

Nach dem vorigen Satze findet man 
für die Geschwindigkeit c,, mit 
welcher der Körper durch neschleunif'tc 
Bewegung am Ende des Weges »„ wie- 
«ler ankommt (No. 8, I.), wenn man », 
statt » und c, statt e setzt: 


also 




woraus 


1 


= 1 c « 

9 


9 — Ac,* 


Diese Gleicbunir mit üleichunff 1 muU 
tiplicirt 

oder redncirt 


ic 

9 


woraus c,’ = — 

1 -b — c» 

9 

11. Bewegt sich ein materieller Punkt 
nach irgend einem Gesetze in einer ge- 
raden oder krummen Linie, und denkt 
man sich von einem Punkt aus drei ver- 
schiedene gerade Linien gezogen , dann 
in jeder dieser Linien einen beweglichen 
Punkt sich so bewegend, dafs er sich in 

i edem Augenblick mit dem materiellen 
’unkt in einer und derselben Ebene be- 
findet, die stets mit der Ebene der bei- 
den anderen Linien parallel ist, so nennt 
mau die Bewegungen, welche diese drei 
beweglichen Punkte in ihren Geraden be- 
sitzen, die relative Bewegung des 
materiellen Punkts nach diesen 
drei Geraden, die man Richtnngs- 
axender relativeuBewegung nennt. 
Zur Vereinfachung pflegt man die drei 


geraden Axen rechtwinklig auf einander 
zu nehmen, und sie dienen dann zugleich 
als Axen der Coordinaten, welche die 
Stelle des materiellen Punkts in jedem 
Aupnblick bestimmen. Hiernach ist nun 
auch leicht zu verstehen, was man nnter 
den relativen Geschwindigkeiten 
eines materiellen Punkts nach drei Rieh- 
tungsaxen begreift. Eben so, was man 
die relativeBeschleunignng des ma- 
teriellen Punkts nennt. 

Bewegt sich der materielle Punkt im- 
mer in derselben Ebene, so nimmt man 
nur zwei Richtungsaxen in derselben 
Ebene. 

12. Bewegt sich ein materieller Punkt 
in einer geraden Linie {Heichförmig , so 
ist auch seine relative Bewegung nach 
drei Richtungsaxen gleichförmig, und sind 
die Uichlungsaxen unter einander win- 
kelreclit, so ist die relative Geschwindig- 
keit nach jeder Richtungsaxe = dem Pro- 
duct aus der absoluten Geschwindigkeit 
mit dem Cosinus des Winkels, den ihre 
Richtung mit jener Richtunnaxe macht. 

Dasselbe, was hier von den relativen 
Geschwindigkeiten gesart ist, gilt auch 
von den relativen Beschleunigungen. 

13. Erklärung. Bewegt sich ein ma- 
terieller Punkt in einer geraden Linie, 
so heifst diese Gerade in der Aufeinan- 
derfolge ihrer Punkte, wie sie nach ein- 
ander die Orte des bewegten Punkts wer- 
den, betrachtet, die Richtung derBe- 
wegung. Bewegt sich dagegen der 
Punkt in einer Curve, so heifst die Ver- 
bindttngsgerade zweier Punkte seines We- 

:es die mittlere Richtung seiner 
lewegung von dem einen Punkt 
zum anderen. Dagegen heifst diejenige 
Gerade durch den einen Punkt in einer 
solchen Lage, dafs der Winkel zwiKhen 
ihr und der mittleren Richtung unend- 
lich klein wird, die Richtung der Be- 
wegung in jenem Punkt. Bekannt- 
lich ist aber diese letzte Gerade die Tan- 
gente- 

14. Ein materieller Punkt bewegt sich 
in einer ebenen Curve nach irgend einem 
Gesetze, seine relativen Bewegungen nach 
zwei unter sich normalen Ri^tungsaxen, 
die in derselben Ebene liegen, zu be- 
stimmen und gegenseitig. 

Es habe sich m der Zeit t der mate- 
rielle Punkt von A bis B durch den Weg 
> bewegt, seine Geschwindigkeit in B sei 

r, so ist r = 0-Y, OY seien die bei- 

den Coordinatenaxen, so hat während der 
Zeit I der materielle Punkt relativ nach 
der Abscisse OX den Wog x — x' la- 
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räckg«I»gt. Dagegen ist sein relativer 
Weg nach der Axe OK in derselben Zeit 
= y — y'. Beieirhnet man also die rela- 
tive liesi-hwindigkeit am Kode der Zeit I 


Fi-'. H«7. 



nach der Abscisseiiaxe mit r^, die nach 
der Ürdinatenaxe mit r , so bat man 
9 (x - x’) 

e = . und da x' constant ist, 

•V 9l 


9* 

so bat man ®x=^- 


Eben so erhält man 

V 9* Ot 
Nun entsteht die Frage, nach welcher 
(ieraden, durch den Punkt ß gehend, 
müfste der materielle Punkt sich von ß 
aus bewegen, und zwar nach demselben 
Gesetz io Absicht auf I und die Gröfse 
des Weges, damit dieselben relativen Ue- 
sebwinoigkeiten nach den beiden Axen 
stattfänden. Diese Gerade mache mit 
der Abscissenaie den Winkel , so hat 
man die relative Geschwindigkeit nach 
der Axe der X, weil die Geschwindig- 
keit jener geraden in ß = r sein soll, 
9 # 

= e cot ^ ~ '/ • 


Eben so hat man die relative Geschwin- 
digkeit nach der Axe der F = c sin 

= ®*sin<r. Nnn sollen diese Geschwin- 

9( ' 

digkeiten den vorhin gefundenen relati- 
ven einzeln gleich sein. 

9y 

Man hat also r sin if = t^ = 

9x 

und c cos if = = -j- 

Dividirt man beide Gleichungen durch 
einan-ler, so bat man 

9y 


f) tf 

Nun ist diu trigouumetristli« lau- 

gente des Winkels, den die geometrische 
Tangente der Curve in ß mit <ler .Ab- 
scisse macht, nnd folglich ist die gesuchte 
geraile Linie die Tangente in ß, und 
daher sagt man, dafs die Richtung der 
Geschwindigkeit, die ein materieller Punkt 
in irgend einem Punkt seiner Bahn hat, 
nach der Tangente der t'nrve in diesem 
Punkt statt finde. 

Bewegte sich der materielle Punkt in 
einer Geraden statt in einer t'nrve un-l 
zwar nach demselben tiesetz, .so dafs in 
der Zeit A* auch iler Weg A* durch- 
laufen würile, so sinil die gleichzeitigen 
relativen Wege nach den unter sich nor- 
malen Kichtungsaxen A» • cos « und 
A* * sin n, folglich sind auch die mitt- 
leren Geschwindigkeiten nach den Ktch- 

. A» I A* . I 

tungsaxen ~ rot a und s)n n, und 

hieraus die relativen Geschwindigkeiten 

im Anfänge der Zeit A< = cos n nnd 

^ • sin «. Also = r cos n nnd c sin «, 
Ol 

wenn « die wirkliche tieschwindigkeit in 
demselben Augenblick ist. 

Aendert sich nnn die wirkliche Ge- 
.schwindigkeit in der Zeit A* von o auf 
c -t- Ac, so ändern sich die relativen Ge- 
schwindigkeiten von 0 cos n und c sin k 
in (r + Ac)cosn und (t -1- Ar) sin o. 
Also sind die relativen Gescbwiudigkeils- 
änderungen in der Zeit A* = Accosn 
und Ae sin a. 

Die relativen mittleren Beschleunigun- 
gen sind also ^ cos « und ^ sino, mit- 
hin sind die relativen Beschleunigungen 

am Kn<le der Zeit l = -- cos « und 

91 

sin II. Nun war aber die absolute 

9l 8* . . 

Beschleunigung in der geraden Linie, 
folglich ergelien sich die rebitiven Be- 
schleunigungen aus der absoluten wie die 
relativen Geschwindigkeiten aus den ab- 
soluten Geschwindigkeiten. 

Anders verhält es .sich aber, wenn die 
Bewegung in einer Curve statt findet, 
d. h. die relativeu Beschleunigungen las- 
sen sich nicht nach dem eben angege- 
benen Gesetze bestimmen wenn man 
annehnien wollte, die Bewegung erfolge 
nach der Geraden, die der Curve in ir- 
gend einem Punkte möglichst nahe kommt, 
also nach der Tangente. 
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Denn es mache die Gerade, in welcher 
sich der Pnnkt bewegen müfste, um die- 
selben relativen Beschleunigungen nach 
den beiden Axen zu geben, mit der Axe 
der X den Winkel </■, die Beschleunigung 
in dieser Graden am Ende der Zeit < sei 
= H, so sind die relativen Beschleuni- 
gungen nach der Axe der X = u co$ cp 
nnd nach der Äxe der ¥ = u sin q>. 

Sollten nun diese Beschleunigungen 
dieselben sein, welche sich aus der Be- 
wegung des Punkts in der Curve erge- 
ben, und weil die Beschleunigung das 
Differenzial der Geschwindigkeit ist, so 
müfste hiernach sein 


M cos <f 






9» 8i 


wenn man I als unveränderlich annimmt, 
Ö*’« ® 9» 

und « siii <jp = ^ = 9,*j 

Werden beide Gleichungen quadrirt nnd 
addirt, so bat man 

*’ = (9,>»)» + (9,‘y)> (I) 


woraus m = |/(9,’ x)* -j- (9,* y)* 
9,»x 9,’ X 


cos (f. = 


“ K(9,'i)> + (9,*y)> 

9,*!/ 9,* y 


«in y = 7 -— 

“ V'(9,«x)* -b (8/y)> 

Dagegen würde die Beschleunigung in 
der Tangente, wenn darin die Bew^ung 
nach demselben Gesetz, wie in der Cfurve 
statt lande, weil die Geschwindigkeit darin 
am Ende der Zeit t nach dem Obigen 
= t ist = sein 

r«-'9r-®'* 

Nun ist aber 

(9^)>=(9^)«-(.(9,y)* (2) 

Also differenzirt 

2 9,s . 9,*s = 29^ • 9,>x + 29,y . 9/y 

9 ar X 9,*x + 9, y X 9,*y 
woraus 9,»s = ' 


nnd quadrirt 


9,s 


_ (9*)’ • (9**y + (9»)’ (9*y)* -I- 2 9x . 9y • 9»X . 9*y 

s; 

_ [( 9x)» + (9y )»] [(9*X)* -f (9»y)>) (9x)* (9'y)‘ -f (9y)> (9>x)» 

(9s)« ^ 

2 9x • 9y • 9*x ■ 9’y 
(8s)> 


Setzt man nun für den ersten Factor 
des ersten Gliedes aus Formel 2 den Werth 
(9,s)’ oder (9s)*, so hebt sich dieser mit 
dem Nenner; der zweite Factor ist nach 
Formel 1 = u*, die beiden letzten Glieder 
sind ein Quadrat. Man hat also 
(9,*.)* - (?•' • 9*y - 9 y • 0»x ^» 

Der Subtrahend ist aber niemals = 0, 
aufser wenn die Curve in eine gerade 
Linie sich verwandelt. Denn in diesem 
Fall ist 


Diese Gleichung noch einmal integrirt 
gibt * 

y = cx -b c’ 

eine Gleichung, welche nur der geraden 
Linie angehürt, folglich ist die wirkliche 
Heachleiiniguiig u des in einer Curve be- 
wegten Punkts stets grüfser als die Be- 
sebleunignng nach der Tangente; letztere 
kann also nur eine relatioe Beschleuni- 
gung sein. 

15. Um ohne Rücksicht auf einwirkende 
Kräfte, also rein pboronomisch die wirk- 


8x . 8»y - 9y . ö»x 9y 

" Oi “ ° 


weil 


(9x)» 

9y 

ö5 = 0.st. 


folglich auch der Zähler = 0 nnd 
<)x • 9‘y - Oy • 8*x , , ,, 

ebenfal s - 0. 

Os 


9 y 0 w 

Da - 0 , so ist eine Constante 
und 9y = c • Ox. 


Fig. 888. 



Digilized by Google 


Phoronoinie. 


265 


Pboronomie. 


liehe Bahn eines Hassenpnnkts ans de- 
ren reJativen Beme^aageu fnaa «ll|;emein 
in beetimmen, seien CX und CY die 
reehtwinklieen Coordinatenazen , x und 
y die Coormnaten für einen augenblick- 
lichen Ort des Hassenpunkta M , in wel- 
chen dieser nach Yerlaaf der Zeit ( ge- 
kommen ist, und t der Ton der Basse M 
bis dahin rurückgelejgte Weg. 

Nach phoronomischem ürnndgesetz ist 


nun die Geschwindigkeit von M in die- 
sem Augenblick = deren relative Ge- 
.«chwindigkeiten nach CX und CV sind 
undg^; beide Geschwindigkeiten ge- 
ben, zu einem Rechteck insa'mmengesetzt, 
in der Diagonale die Mittelgeschwindig- 
keit 



Nnn ist aber nach der Rectifikations- 
fonnel 

d. h. die Geschwindigkeit des Mas- 
senpnnkts M in der Bahn ist = der 
Uittelgeschwindigkeit ans den 
beiden relativen Geschwindigkei- 
ten. 

Setzt man die beiden relativen Ge- 
schwindigkeiten mit deren Hittelgeschwin- 
digkeit zu einem rechtwinkligen Dreieck 
MAB, Fig. 875 zusammen, so kann UA 
als die Tangente des Curvenelements in 
dem von m berührten Punkt betrachtet 
werden, folglich ist die Richtung 
der Mittelgeschwindigkeit beider 
relativen Geschwindigkeiten zu- 
gleich die Richtung der Bahntan- 
gente in demselben Punkt. 

Ans diesem Grande nennt man auch 
die Tangente an irgend einem Punkt 
einer Bahn die Richtung der Ge- 
schwindigkeit des Massenpunkts 
in seiner Bahn, oder die Richtung 
der wirklichen Bewegung in dem 
Ort der Bahn. 


Nach phoronomischem Grundgesetz ist 
die Beacnleunigung eines Massenpunkts 

d*< 

nach Verlauf der Zeit * = k gjii 

also nach der Axe der .V = ^ g-,- 
9*if 

und nach der Axe der F = ^ 

Projicirt man nun diese relativen Be- 
schleunigungen auf die Tangente der 
Bahn in M, so erhält man me Summe 
beider 


8>x 9‘y 

Nach der Cnrvenlebre ist aber der Co- 
sinus des Winkels, den die geometrische 
Tangente mit einer der Coorainatenaxen 
bildet = dem Differenzial der Coordinate 
als Function des urvariablen Bogens. 
Mithin, wie auch die Figur angibt: 

cot a = V,- und CO» ,‘i = ' 

ül ü« 

und die Summe beider relativen Beschleu- 
nigungen auf die Bahn reducirt; 
rO’x Ox . O’y 


5 = i 


9(> ■ 9» 9(> 9 




.. . , 9x Ox 9 f , 9y Oy 0 » 


Or /0>, 




also nach Gleichnng 1 
S = i^^O 


\0»/ *0. 


0» . 0» _ - 0^ _ 0*» 
dl bt ~ *'^9i " ’ 0(> 


m 


Wie aber oben die Seitenbeschlennigungen nach den .\xen der X und der Y, 
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so ist i Bescbleuiiigiing des M:is- 

senpunkts in seiner Bahn. Folglich ist 
für jaden Punkt der Bahn; 

Die Summe der auf die Bahn- 
tangente reducirten rel atie e n Be- 
schleunigungen gleich der Be- 
sohlen iiigung des in seiner Bahn 
sich bewegenden Massenpunkts, 
weshalb dieselbe auch die Tangential- 
beschleunigung genannt wird. 


Projicirt man beide relativen Beschleu- 
nigungen auf die Normale !>tC, so gibt 
die 4= mit « gerichtete Beschleunigung 

die Projection mn = ) coi n, die Be- 


wegung nach t’.M hin gerichtet; die +• 
mit X gerichtete Beschleunigung die Pro- 

jection Mn = \ gjj- cos ß, die Bewegung 


Fig. 889. 



nach MC hin gerichtet. 

Also die Summe beider Projectioneu 


’l9i> 


coi ^ - 




•'] = *( 


0*4* 

0<*' 


s -1 


9>x 

' 9l» ■ 


9x 

97 


9»sf\ 

9(»/ 


(3) 


Nun ist der Krümmungshalbmesser der 
Bahn in M 


daher 


9» _ 9 ’j 

’Bj 9<» "9f/ 



9t ■ 9t» 9i ■ 9t* 



Dm diesen Ausdruck auf t als Urver- 
änderliche zu gestalten hat man für den 
Zähler 

9s _ fl, et 
9x 9 t Ox 

also 

/9s\»_ /9,y /9t\»_/9,y 1 

\9x/ '9t/\9x/ \9t/‘/9x\» 
\9t/ 

für den Nenner 

»fö), . 

9x* 9 t 9x flt 

\Öt > 


/8y\ Öx fl»j_9y e»j: 
_lflx/ _ |.9t / ^ 9t' ' 9t«' 9^ ’ 0^ 

flt 

Vot; '9i/ 


folglich 


9Jjf _ 
9x» “ 


9x 0*jf flji 9*x 
Ot ' Öl» ~ fl"t ' flt» 



und die Summe der Beschleunigungspro- 
Jectionen nach Formel 3 


(-)’ (-V 

, fltVflt/ V9t/ 

9r e“"“2r 

Nun ist ^ die (Jeschwindigkeit o des 

Massenpunkts M iu dem Punkt (x, y) 
der Bahn, mithin 




Diese Beschleunigung wird die Centri- 
petal bcschlennigu ng genannt; sie 
ist, wie die Formel zeigt,, umgekehrt pro- 
portional dem Krümmungshalbmesser, mit 
welchem die Richtung jeder Curvennor- 
male znsammenfällt. 


Da die Tangentialbeschleunigung und 
die Centripetalbeschleunignng mit den 
relativen Beschleunigungen gleichgeltend 
sind, so kann die Bahn nach jenen wie 
nach diesen bestimmt werden. 


Photometer ist eine Vorrichtung zur 
Messung von Lichtintensitäten. Die Licht- 
stärke bat keinen Maafsstab, keine allge- 
mein geltende Einheit, es mufs also eine 
solche gewählt werden, als z. B. die Hel- 
ligkeit eines Lichtes, einer Lampe bei 
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einer besUmmtcn Entferminx 'un dem 
in beteacbtenden GegenataDC&. 

Eine Methode, das Verhältnifs der Wir- 
knnfr iweier erleuchtender Klammen zu 
finden ist die, dafs man von Heiden l.irh- 
tern Schalten auf eine helllarliijie Fläche 
werfen läfst In einem dunklen Ziimuer 
wird eine weifse Ebene, z K. eine Pa- 

f iierfläche anfRestellt, vor dieser ein sclinia- 
er Körper; das zu prüfende und das prü- 
fende Licht neben einander iijestellt, wer- 
fen nun Schatten »iin diesem Körper ge- 
fmn die weifse Fläche und man verschieM 
das zn prüfende Licht so lani'e, bis beide 
Schatten dein An|se f;leich dunkel er- 
scheinen. Die Entfernungen beider Lich- 
ter Ton der Ebene geben im Quadrat das 
Verhältnifs deren Lichtintensitäten. Steht 
das prüfende Licht 2 Fufs von dem dunk- 
len Körper, dieser 1 Fufs von der weifscn 
Ebene, und »enlen beide Schatten gleich 
dunkel, wenn das zn prüfende Licht :l 
Puls Ton dem Körper, also 4 Fufs von 
der weifsen Ebene entfernt ist, dann Ter- 
halten sich die Lichtintensitäten beider 
wie 3* ! 4* = 9 ! 16. D. h. das zu prü- 
fende Licht ist 11 mal stärker als das 
prüfende Licht. 

Die anderen Methoden sollen hier nn- 
erörtert bleiben. 

Photometrle ist die Lehre von den im 
vorigen Art. gedachten Abme.ssungen des 
Lichts, die Kenutnifs aller Messungsme- 
thoden und die Reurtheilung deren An- 
wendbarkeit und Zuverlässigkeit. 

Pliftik, Naturlehre, die Lehre von 
den anfseren Erscheinungen in Folge der 
Wirkung von Natnrkräften. Sie steht 
der Chemie gegenüber, welche die innere 
Beschaffenheit der Natnrkörper zn ken- 
nen, und diese Keiintnifs auf Zusammen- 
setzung neuer Körper anzuwenden sucht. 
Die Physik ist eine reine und eine an- 
gewandte. Erstere sucht aus gegebe- 
nen Erscheinnugen durch Beobachtungen 
und Versuche die allgemeinen Naturge- 
setze anfznfiuden, welche diesen Erschei- 
nungen zu Grunde liegen. Die letztere 
erklärt die Erscheinungen .aus den von 
der reinen Pby.sik überlieferten Versuche 
und Beobachtungen und wendet diese 
zngleich auf die Erklärung neuer Phäno- 
mene an. 

Die Physik hat eine mathematische 
Seite: die Berechnung der dnreh die Phy- 
sik in ihren Eigenschaften dargestellten 
Naturkräfte in ihren Wirkungen, als die 
der Schwerkraft, der Attraction, des Mag- 
netismus. Es ist die angewandte Mathe- 
matik, welche die Lehren der reinen Ma- 


thematik auf die Physik rechnend und 
untersuchend überträgt. 

Plan ist eine Grundrilszeichnung, be- 
sonders eine im verjüngten Maafsstab anf- 
getrageoe Vermessung. 

PlancODCaTes 61 m ist ein zu optischen 
Zwecken durchsichtiges fl.vches Glas, des- 
sen eine Fläche eben und dessen andere 
die Form einer hohlen Calotte hat. 

Planconvezes eias ist ein Glas zum 
Zweck wie das vorstehende, dessen eine 
Fläche eben und dessen andere die Form 
einer erhabenen C'alotte hat. 

PlttDetArinni ist ein aus kleinen Ku- 
geln verfertigtes künstliches Sonnensy- 
stem, mit welchem durch Mechanismus 
die Bewegung der Planeten um die Sonne 
in kleinem Maafs.stab vor Augen gestellt 
wird 

Planeten sind die Weltkörper, welche 
sich um die Sonne bewegen. Es ge- 
schieht dies zwar auch von den Kome- 
ten, welche man früher als zufällige Er- 
scheinungen betrachtete, und die sich 
übrigens im Aeufseren von den Planeten 
nnz auffallend unterscheiden. Der Name 
Planet stammt aus dem Alterthum, son- 
derbarerweise von dem griechischen Worte 
.viiicnoiirci, berumirren; heilst also Irr- 
.stern, indem mau sich vorstellte, dafs 
diese Weltkörper im Weltenraum benim- 
irrteu; aber ungeachtet man jetzt weifs, 
dafs sie einen regelmäfsigen, immer wie- 
derkehrenden coDstanten Lauf haben, hat 
man ans Pietät gefmn die alten Astro- 
nomen den Namen Planet heibehalten. 

Der Name Komet kommt von dem 
Worte ao/ui), das Haar, wegen ihres haar- 
artigen langen Schwanzes, woher diese 
Gestirne deutsch auch Haarsterne, 
Bchwanzsteriie genannt werden. 

In Beziehung auf unsere Erde, die mit 
zu den Planeten gehört, hat man obere 
und untere Planeten. Die oberen P. 
sind diejenigen, deren Bahnen die Bahn 
der Erde einschliefsen, die unteren P. 
die, deren Bahnen von der Erdbahn ein- 
geschlossen werden, deren es nur zwei 
gibt, den Merkur und die Venu.«. 

In Beziehung auf deren Entfernung 
von der Sonne und von der Erde hat 
man helische Planeten {qii ( die 
Sonne), den Merkur, die Venus, die Erde 
und den Mars, weil diese der Sonne die 
näheren sind. Uranische Planeten 
den Jupiter, den Saturn nml den 
Uranus, (oiioneuc, der Himmel) weil 
diese iler .Sonne am entferntesten sind 
und zu welchen jetzt noch der Neptun 
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gekommen ist. Telesko^ische Pla- 
neten nennt man diejenigen, «reiche 
man mit blofseii Augen nicht sehen kann; 
als die Vesta, die Asträa, die Juno, 
die Ceres, den Uranus, den J upiter. 
Endlich nennt man Asteroiden die 
kleinen Planeten, die Vesta, Juno, 
Ceres, Pallas und alle die vielen neu 
entdeckten noch viel kleineren zeriscben 
dem Mars und dem Jupiter hefindlichen 
Planeten. 

In dem Art. , Centralbevregnng'*, 
Bd. II, pag. 15 .sind von den sieben grö- 
fseren Planeten die Entfernungen L der- 
selben von der Sonne, deren Massen m 
im Verhältnifs zur Sonnenmasse = 1 und 

deren Momente — angegeben. Ferner 

ffl 

die Schvrerpunkte des Sonnensy.stems im 
Maximo der Entfernung vom Sonnen- 
mittel = 1,8S6 Sonnenhalbme.sser, also 
noch 0,886 Sonnenhalbmesser aufserhalb 
der Sonne nnd im Minimo = 0,3446 Son- 
nenhalbmesser nachgewiesen. 

Ueber die Gesetze der Bewegung die- 
ser Planeten ist Folgendes zu beachten. 

1. Eins der wichtigsten Gesetze, welche 
ermittelt worden sind, ist, dafs jeder Pla- 
net in gleichen Zeiten gleiche Sectoren 
durchläuft. 

3. Es sei, Fig. 890, C der Ort der Sonne 
8, i4Z ein Bogen der Bahn eines Plane- 
ten P. Ist dieser in A behndlich und 
hat im Abstande .4C von C die Geschwin- 
digkeit r, in einer anderen Entfernung 
Cr die Geschwindigkeit e, so ist r so 
grofs wie in IF, wenn der Körper von 
CIF = CK nach AC hin geradlinig be- 
wegt wäre. 


Fig. 890. 



Denn ist F sehr nahe an .4, so dafs 
die Kraft während der llcwegung als 
gleichförmig wirkend angesehen werden 
kann, ist die Schwerkraft = 1, die hewe- 
gemle Kraft in (’=p, dann ist die Zu- 
nahme an Geschwindigkeit nach dem 
Fall durch A IF In der Zeit I = 2; pl. 


Die ni^ch AV wirkende Seiteukrait 
= pri«C.4K, also die Zunahme in F 
in der Zeit I = 2g pl • cot CA F 

daher die Zeit l' für den Weg A l'= ; 

nnd die Zunahme in F 

cot CAV „ 


cot CAV 


3. Die Kraft, wenn der Körper io ge- 
krümmter Bahn läuft, hat als anziehende 
Kraft eine doppelte Wirkung: 

A. Vermehrt sie die Geschwindigkeit, 
wenn sich der Körper C nähert und ver- 
mindert sie bei dessen Entfernung. 

B. Erhält sie ihn in der Bahn, hindert, 
dafs er nicht dem Beharrungsvermögen 
zufolge nach der Tangente fortgeht; er 
macht also nähern ngsweise eine Kreis- 
bewegung nnd es ist die bewegende Kraft 
für diesen Augenblick 

c» 



4. Ist c die unveränderliche Geschwin' 
digkeit, so ist die Umlaufszeit 



e 


2nr 

woraus ® = — » 

T 

Nun ist nach No. 3 
e* =2g rp 

also c = p2g rp 

hierzu die vorige Gleichung 



2.1 r 


T 

ergibt 

„ 2nr 

F2» rp = ~Y 

oder 

4.7 *r 

oder 

2.7 »r 

9P — 


Da nun g und ir constant sind, so hat 
man für ein p', T', r' 


d. i. die Schwungkraft ist gerade pro- 
portional dem Ualbmesser uncT umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Umlaufe- 
zeit. 

5. Soll, wie es geschieht, die Sonne 
letschiedene Planeten in ihren Kreisen 
erhalten, so ist p in verschiedenen Ab- 
ständen ungleich. Nach dem dritten Kep- 
ler'sohen Gesetz sind die Quadrate der 
Umiaufszeiten wie die Cubi der Abstande. 

Also r> i r* = r* : r‘* 
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Nach No. 4 ab«c ist 

, _ r r* 

P • P ~ ft ' fi 

Di« zweite Proportion durch die erste 
dividirt gibt 

L f' = _ü_ . - 

ff yt fi^f ft^-i 


oder 



r’> 


Allgemeine Untersnehung über 
die Centralbewegung. 

6. Wenn die Bahn kein Kreis ist, so 
ist die Scbwnngkralt wie vorhin, sobald 
man in jedem Punkt der Ciirve statt r 
den Krümmungshalbmesser nimmt. 

Ist (Fig. 891 und 892) C der Central- 
punkt, A Bahnpunkt, AB Tangente an 
der Bahn, die beschleunigende Kraft AP 
in die Längen AE und AD zerlegt, so- 



Fig. 891. 


vermehrt AE die Geschwindigkeit, wenn 
Z.CAB spitz, und vermindert die Ge- 
schwindigkeit, wenn Z.CAB stumpf i.sl; 
AD hält aber der Schwungkraft das Gleich- 
gewicht. 


die Umlanfszeit in Seounden mit T be- 
zeichnet ; 


Fig. 893. 



Der in einer Secnnde beschriebene Sec- 
ab 

tor = ,1 

T 

A. Ist der Körper in A dem Perihel, 
so ist dessen Entfernung 

-4C = 0 - l/fl» - ft* 

AB, den in einer Secunde durchlaufenen 
Bogen setze man = e , 

so ist Sector ACß= je (n— | -4‘) = y 

, 2.vnÄ 



der Krümmmigshallimesser in .4 ? — = r 

also Schwungkraft 

_ c* _ 4a* a* b* ^ 2.r o* 

a 


Fig. 892. 



7. Beispiel. Da nach Kepler die 
Sonne im Brennpunkt steht und die durch- 
laufenden Sectoren der Zeit proportional 
sind, so ist zu schlielscn, aafs in der 
Sonne der Sitz der Kraft sei. 

Es sei, Fig. 893 
AE die halbe grofso Axe = a 
DE die halbe kleine Axe = 6 
so ist der Inhalt der Ellipse = aab 


B. Ist der Körper in G, im Aphel, 
Bogen GJ = e', Sector CGJ = Je' • CG, 

Sector Je' . CO = 


also 


e' = 2.r 


ab 

CGxl' 


so ist die Schwungkraft 

e* * _ c'* ^ a* 

" “ ■ fc * “ g . Cä* - f* 

2y . — 


die Schwungkräfte in A und G verhalten 
sich also wie 


1 1 
AC* ■ CG* 

Also eben so die Anziehnn^kräfte der 
Sonne in C, weil diese den Körper hin- 
dert, dem Beharrungsstande zu folgen 
und ihn nöthigt in der Bahn zu ver- 
bleiben. 

C. Der Körper sei in D, die Richtung 
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der Bewefpine also normal auf DE, BC 
= a , Bogen DH = c„. 

Uitbin Sector DCH = ) e„h = .t 

Denn ic„ ist = ^ -y o*!®'’ iOW = halbe 

Ellipse ADG und weil y- sich zn DH 
verhält wir I i ADG 

der Krünimnngsbalbmesser in D = -— 

b 

also die Schwungkraft 


2gr 


2g- y 


:2,r 


2g. 


sT‘ 


und der von dieser nach der Richtung 
DE normal der Tangente DH sich zer- 

b 

legende Theil ist p„ cot CDE = p„ — . 


Daher p" — = 2.^ 

A 


und 


P"=27i' 


b 

W' 

a 

pT' 


die drei anziehenden Normalkräfte sind 
demnach 


2n' 


sT' AC 


. ; 2;.> 


9 fr» . __ 

gT> CG'' gT* «• 


und verhalten sich wir Ist nämlich g die Beschleunigung in 

1 1 1 der Entfernung r, so ist 

JC> ' CG' ■ CW' - 1 I 

ii ; g = - 


Ä» 


8 Es sollen nun die Geschwindigkeiten 
rj c,; c betrachtet werden. 

„k woraus - 

c in it ist 2n • c4C = « — ( o*— 4* 

fallt der Körper um die I.änge H, so ist 


G = g 


^c-r 

ab 


r, in Cist 2,7 • CG = a+\'a'-b' 


c> = 4CR = 4r>4 

A 

also C» = 4gr*i; C,*=4,r* 

Vorausgesetzt ist, wenn C, C die Ge- “ " 


c„ in D ist 27t • - AD = a 
' AD-T 


scbwindigkeiten des Körpers in den Knt- C' — C ' =4ar' • '.i-- L\ 

fernungrn li, H' sind, das Gesetz: ' ’ RE, ' l Ä Ä'l 


C" - C,' = 4gr' 


R,-R 

RR, 


das allgemeine Gesetz nach dem Obigen 
ist aber 


~4ti' 

= 4ti' 
Ebenso 


o»4» 

/ 1 

1 \ 

T*~ 

\AC» 

CG») 

«»4» 

CG» 

- AC' 

T» 

■ AC' 

•CG' ~ 

o»4» 

2a 

CG-AC 

r» 

■ 4» ■ 

AC . GC 


, a'b' 
T' 


(CG -I- .40 (CG - AQ 

AC' . GC* 

CGj-^ 

CG- .IC 


(JV) 

C* * C„> = 4.7» 


(*) 

= 4rr » 


^ _ JL\ _ /V (* + A C)(,b- AO 

f' \yic» 4»)“” 4».4C» 

«» 4» - .4C» 2 (6> - o» -I- o l^a» - 4» ) 

r» ■ .tc» “ AC' 


= 8 , 7 » 


tt* 

T* 



l'o» - 4» (a — j/a» — 4») 
(a-l'a»-4»)’ 

_CE , ^ a-AC 
a^AC~^’' 'T'' a.AC 


a' I a» — 4» 
7^ n — l^fl» — 4» 


Beides der allgemeinen Formel gemäfs. mungen über die Planeten ohne Analy- 
Die vorstehende Darstellung soll als ais zu übersehen. 

Mittel dienen, die theoretischen Bestim- 9. Genauere Bestimmungen. 
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Es sei, Fi(f 894 
C der Mittelpunkt der Kräfte 
AB die noch uiiliekanntc Bahn des 
Körpers. 

BD die Tangente in ß'. 

P die in B wirkende beschleunigende 
Kraft. 

Der Kadiusvector BC für den Ort B 
de* l’laneten = j. 

Die Fliehkraft desselben hierbei = p,. 


Fig. 894. 



Dann ist p:p,= BC: BD = i : BD, 
woraus der beabsichtigte Weg des Pla- 
neten 

BD = ^i 
P 

Nun ist die Krall, wenn CD — ic nor- 

— II* 

mal BD bt, ron p nach BD = p • - — - — 
die normal auf BD = p 

s 

Ist die Geschwindigkeit in B = v. 


so ist l>e = igp 


r>’ 


dt 


^ l i* — m 

r 8r = Igp ! 0» 

PIT P* 

und — = 2 ^, wenn r der Krnmmungs- 
ballimesser in B ist. 

0s DB 

co.CBD=-^^ = — = —~ 

daher r0e = — ‘igp 0j 

und ^ = 7 /p9s, 

4jr 4ir 


wenn e an einem bestimmten Ort die An- 
fangsgeschwindigkeit ist. 

Planetenbahn. Die Weltkürper schwe 
ben frei im Kaum, daher sind die Be- 
schreibungen von Bahnen, entweder um 
Centralkürper oder um gemeinschaftliche 
Schwerpunkte das einzig mögliche Mittel 
zu deren Krhallung, und es kann kein 
einziger Weltkör^ier in Ruhe gedacht wer- 
den. Das von Newton entdeckte Attrac- 
tionsgesetz hat sich nicht nur bei allen 
Planeten, Kometen und Monden, sondern 
auch bei Gestirnen aofserhalb unseres 
Siiniiensysteins, namentlich den Hoppel- 
sternen als streng richtig bewährt, so 
dafs man es als zur Frhaltung des gan- 
zen Weltalls zu Grunde liegend ansehen 
innrs; der Art also, dafs die Sonne mit 
ihrem ganzen Planetensystem mit meh- 
reren anderen Sonnensystemen gemein- 
schaftlich wieder eine Centralsonue um- 
kreist, die ein Sonnensystem zweiten 
Grades bildet n. s. f. (Vergleiche den 
Art. , Attraction“ ülier die muthmaafs- 
liche Entstehung der Weltkörper und de- 
ren Systeme.) 

Kepler hat zuerst bewiesen , dafs jeder 
iler tillkreise, welche ein Weltkörper um 
seinen Centralkörper macht, als die Pla- 
neten und Kometen um die Sonne, die 
Monde um die Planeten, eine Ellipse ist, 
dafs der Centralkörper in deren einem 
Brennpunkt sich befindet , durch Attrac- 
tion (Centripetalkraft) ihn lu sieh 
zieht, während eine auf den umlaufenden 
Körper nach der Tangente in jedem Punkt 
seiner Bahn wirkende Centrifugalkraft 
den geradlinigen Stnn des nmlaufenden 
Körpers nach dem Centralkörper hin ver- 
hindert. 

Beide Kräfte sind für jeden einzelnen 
Bahnpunkt so genau untereinander aus- 
geglichen, dafs die Bahn auf ewige Zei- 
ten unverändert dieselbe bleibt. 

Wie eine solche Zusammenwirkung 
möglich bt, zeigt der Art. .Central- 
krafte* mit Fig. 282 bb 28ö mit aus- 
führlicher Erklärung; ferner der Art. 
, Ce n tralbewegung* mit dem BeU 
^iel der Bewegung des Mondes um die 
Erde, endlich der Art. , Bahn* mit Fig. 
163 bb 167 die Zusammenwirkung der 
beiden Kräfte mit bildlicher Darstellung 
des Umbufs eines Planeten und desaen 
verschiedene Geschwindigkeiten. 

ln Folge der elliptischen Form hat die 
Bahn eine grofse und eine kleine Axe; 
io der grofsen Axe hat der Planet seine 
Sonnennähe in dem Punkt des Pe- 
riheliums und seine Sonnenferne 
io dem Punkt des Apheliums. Der Ab- 
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atand awiachen dem Mittelpunkt der El- 
lipse und dem ßrenupunkt, dem Stand- 
punkt der Sonne heih-t die Excentri- 
cität der Ellipse. Eine ausfährKche 
Theorie über die Wirkung der Kräfte bei 
Hesregnng der Weltkörper, s. die Art. 
.Bahn, Hahn derWeltkörper,Bahn 
der Wel tkörper, die El lipse*. Siehe 
auch den Art. .Elemente der Bahn 
eines Planeten*. 

Planeten]ahr Ut die Zeit, in der ein 
Planet einen Umlauf um die Sonne macht. 

Planetensysteni ist die Zusammen- 
wirkung sämmtlicher der Sonne zuge- 
hörigen Planeten einzeln und summarisch 
anfgefafat. 

PUnetoldeB, s. t. w. .Asteroiden*. 

FUnetolabliuii, s. t w. .Planeta- 
rinm“. 

Planimetrie i>t der Theil der Geome- 
trie, welcher sich mit den Ebenen be- 
schäftigt. Vergleiche den Art..Uongi- 
111 e t r i 0 * . 

Platonisctie KOrper sind die fünf re- 
gefmäfsigen Polyeder. 

PUtonischee Jahr (grofses) der Zeit- 
raum Ton 2ÖS73 Jahren, innerhalb wel- 
ches die Weltaxe um die Axe der Eklip- 
tik ihren Umgang Tollbracht bat und die 
Nachtgleichenpunkte wieder an der vor 
dieser Zeit behaupteten Stelle sich be- 
finden. (Vergl. den Art. .Nachtglei- 
chen*.) 

PUt (-I-) ist das Zeichen für eine po- 
sitiTe Orolhe und das der Addition. 

Pneumatik, Aerodynamik ist die Me- 
chanik der Inftfürmipn Körper (s. die 
Art .Aerodynamik, Aerodynami- 
sche Gesetze“). Hie ganze Lehre der 
Pneumatik findet sich aii.^führlich in dem 
Art. .Ausflufs der Luft*. 

Pol (;ro liiü, ich drehe nm) ist immer 
ein Endpunkt einer nraden Linie in Be- 
ziehung auf etwas gleichförmiges , sym- 
metrisAes, was sich in gleichen Abstän- 
den Ton dem Pol um me gerade Linie 
herum sich befindet. 

Pol heifst der feste Punkt, von dem 
ans die Ordinaten (Polarordinaten) nach 
einer Gurre gezogen werden , wenn die- 
selbe durch eine Polargleichnng bestimmt 
werden soll. 

Pol ist jeder Endpunkt des Durch- 
messers einer Kogel in Beziehung auf 
den grüfsten auf dem Durchmesser (der 
Aze) normalen Kreis und allen mit die- 
sem parallelen Kreisen. 


Pole dos Uorizonts eines Orts der 
Erdoberfläche sind die unendlich weit 
entfernten Endpunkte der senkrecht auf 
dem Florizont befindlichen Linie, welche 
dnreh den Erdmittelpunkt nach der un- 
tern nimmelskugel geht; das Zenith 
oder der Scheite I po nkt über dem Ho- 
rizont, das Nadir oder der Fofspurnkt 
unter dem Horizont. 

Pole des Himmels sind die End- 

E unkte der Weltaxe, welche mit unserer 
rdaxe parallel läuft oder auch dieselbe 
i.st, weshalb es auch einen Nordpol und 
einen Südpol am Himmel gibt, welche 
mit dem Nordpol und dem Südpol der 
Erde in einerlei geraden Linie liegen. 

Pole der Ekliptik ' desgleichen die 
Endpunkte deren Axe, welche mit der 
Erdaxe einen Winkel ron 23^° bildet. 

Pole eines natürlichen Mag nets 
sind die einander gegenülieriiegenden 
Punkto, welche gegen Eisen die meiste 
Anziehungskraft aufsem Man erkennt 
dieselben, wenn man den Magnet in Eisen- 
feil« legt, wo dann diese Pole am mei- 
sten davon aogebäutt sind. 

Diese Pole eines natürlichen Magnets, 
so wie die einer künstlichen Magnetna- 
del üben auf die Pole eines zweiten na- 
türlichen Magnets oder einer Nadel die 
eigenthümliche Wirkung, dafs sin sieb 
Je zwei und zwei einander anzieben 
und abstofsen. Sie beifsen daher 
freundliche und feindliche Pole, 
und in Beziehung auf Nord und Süd der 
hier folgenden magnetischen Pole der 
Erde, Nord- und Südpole; der Nord- 
pol des einen stöfst den Nordpol des an- 
deren ab und zieht den Südpol des an- 
deren an, so dafs also die gleichnamigen 
Pole feindlich, die ungleichnamigen freund- 
lich sind 

Die Erde hat ebenfalls magnetische 
Pole, einen Nordpol und einen Süd- 
ol; deren Richtung findet man an jeder 
agnetnadel, denn sie zeigt nach ihnen 
hin und bildet mit ihrer Richtung die 
Richtung des magnetischen Heridisns 
der Erde. Die Magnetnadel bat anfser 
dieser Declination (Unterschied ihrer 
Richtung mit dem wirklichen Erdmeri- 
diau) noch eine Inclination, eine Ab- 
weichung von der Horizontalen, und es 
gibt Punkte auf der Erde in der Nahe 
der Pole, an welchen die Nadel ganz 
senkrecht steht, und wo die Nordspitie 
in der Nähe des Nordpols und die Süd- 
spitze in der Nähe des Südpols senkrecht 
abwärts steht. Diese Orte der Erde sind 
deren magnetische Pole. Kapitain Rofs 
hat den magnetischen Nordpol erreicht. 
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und iwar unter 263° 14’ östlich tou Green- 
wich und 70° 5' nördlicher Breite; er fand 
nämlich daselbst die Inclination 90°. 

Ptlabstand eines .Sterns ist gleich 90° 
weniger seiner Abweichung. P. eiiie.s 
Orts der Erde ist gleich dessen Aeiina- 
torhöhe. 

PolarcoordinateB. Deren Erklärung, 
s. den Artikel; .Coordinaten Deren 
Bildung und Anwendung, s. den Art. 
,C'u rre n lehre, pag. 186 mit Fig. 537, 
pag. 193 mit Fig. 541. 

PoUrdilUni, s. t. w ,Polaral>- 
s ta nd*. 

Polardreieck bei Kugeldreiecken, s. v. 
w. . Supplem en tar<rreiock *. 

PolargleUhnng ist eine Bostimmungs- 
gleichung für Curven mit Polarcuonlina- 
teu. 

Polarkarte ist die Karte derjenigen 
Erdhalbkugel, für welche der Pol als 
Standpunkt der Aufnahme geilacht ist, 
in welcher also der Pul Mittelpunkt und 
der Umfang des Aequators die Grenze ist. 

Polarkreise werden bei Umdrehung 
der Erde um die Axe ron den Endpunk- 
ten der Axe der Ekliptik beschrieben ; sie 
sind Ton den Polen 23j° entfernt. Der 
an dem Nordpol befindliche ist der nönl- 
liche, der am Südpol der südliche 
Polarkreis. 

PolarprqlOCtlOB ist die Proiection iler 
auf der Erdolwrfläcbe befindlichen Punkte 
und Linien zur Verzeichnung einer Po- 
iarkarte, indem also die wahre Lage jedes 
einxelnen Punkts in der ron diesem auf 
die Aequatorebene gefällten Normale an- 
gegeben wird. 

Polarstoro, ein sehr heller Stern in 
der Nähe des Nordpols, der letzte Stern 
im Schwanz des kleinen Bären , der mit 
den beiden Sternen des grofsen Bären, 
die dessen Schwanz am entferntesten 
sind, io einer geraden Linie liegt. Die 
Lage des Polarsterns ist veränderlich , er 
nähert sich immer mehr dem Pol , hat 
gegenwärtig einen Abstand von demsel- 
ben = 1° 35' und wird ihm noch 300 
Jahre lang immer näher rücken. 

Polarzirkol, s. v. w. .Polarkreis“. 

PolanOBOB sind die von den Polar- 
kreisen begrenzten Calutten, sowohl die 
auf der Erde als die an der Himmels- 
kugel. 

PoUrltatiOB du Lichts ist die Abän- 
derung, welche ein Lichtstrahl erfährt, 

IV. 


wenn er mittel.'t eines Spiegels reflectirt. 
Die Aendcrnng seiner Natur besteht da- 
rin, dafs er nur zum zweiten Mal mit 
derselben Kraft und unter demselben 
Winkel mittelst eines zweiten Spiegels 
reflectirt, wenn dieser zweite Spiegel mit 
dem ersten parallel ist. Je mehr mau 
den zweiten Spiegel von der Parallelität 
mit dem ersten abweichen läfst, desto 
schwächer wiril die Reflexion, ohne dafs 
dabei der Reflexionswinkel geändert wird, 
und wenn beide Spiegel unter einem 
Winkel von 90° sich befinden, so hört 
die zweite Reflexion auf, sie wird Null. 

Polemoikop ist ein Fernrohr, mit wel- 
chem man nach eiuer anderen Richtung 
hin siebt als dabin wo der zu beobach- 
tende Gegenstand sich befindet , indem 
ein schräger Planspiegel diesen auifängt 
und dessen Bild auf das Objectivglas 
wirft. Die Erfindung ist von llevel, der 
es zum Gebrauch im Kriege empfahl, 
daher der Name {nuliuoi der Krieg). 

Polhfthe, s. den Art. , Höhe des Pols * 
111, pag. 247, die Art.; .Astronomi- 
scher liorizont“, pag. 148 und; .Auf- 
gang und Untergangder Gestirne“, 
pag. 174. 

Für Lande.-vermessungen ist die Pol- 
höhe eines bestimmten Orts der Erde von 
Wichtigkeit; direct kann man sie nicht 
messen, weil in dom Pol kein Fixstern 
steht. Uan wählt daher einen der dem 
Pol zunächst stehenden Sterne, daher 
am zweckmäfsigsten den dem Pol nahen 
und hellen Polarstern, beobachtet und 
mifst in den Augenblicken seiner beiden 
Cniminationen seine gröfste und seine 
geringste Höbe, so hat man in der hal 
ben .Summe .seiner beiden Höhen die Pol- 
höhe. Oder man beobachtet und mifst 
die Höhe der Sonne in dem Augenblick 
des wahren Mitt^s, deren Abweichung 
man für jeden Tag des Jahres genau 
kennt. Ist die Abweichung nördlich, so 
subtrabirt man dieselbe von der Sonnen- 
höhe, ist sie südlich, so addirt man sie 
zur Sonnenhöhe und erhält in jedem der 
beiden Fälle die Aequatorhöhe. des Orts, 
welche von 90° abgezogen, dessen geo- 
graphische Breite oder Polhöhe gibt. 

Polyeder ist ein Körper, der von lauter 
ebenen geradlinigen Figuren begrenzt ist. 
Diese lOgureu heifsen die Seitenflä- 
chen oderGrenzflächen, deren Summe 
die Oberfläche des Körpers. Die Sei- 
ten der Figuren, welche zweien zusam- 
menliegenden Seitenflächen gemeinschaft- 
lich sind oder die Durchschnittslinien 
zweier Seitenflächen heifsen Kanten; 

18 
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die Enduonkte der lasammeotreflenden 
Kanten neiTsen Ecken. Ein N'cigiinf;s- 
winkel iweier zusammentreffenden Sei- 
tenflächen heifst deren Flächen wi nkel 
nnd der Ton den in einer Ecke zusem- 
menstofsenden Seitenflächen daselbst ge- 
bildete Winkel ein kürperlicher Win- 
kel oder Körperwinkel. 

2. ln jedehii P. ist die Anzahl der 
ebenen Oberflächenwinkel das 
Doppelte der Anzahl der Kanten. 

Denn jede Figur hat so viele Winkel 
als Seiten, da nun jede Kante zu zweien 
Seitenflächen gehört, also zwei Seiten 
ansmacht, so kann die Anzahl der Kan- 
ten nur die Hälfte der ebenen Winkel 
betragen. Hieraus folgt zu{;leich, dafs in 
einem P. die Anzaiil der ebenen 
Winkel immer eine gerade Eahl 
sein mufa. 

Ferner folgt daraus, dafs wenn das 
P. von Figuren mit einer ungera- 
den Anzanl von Seiten begrenzt 
wird, die Anzahl der Seitenflä- 
chen immer gerade sein mufs. 

Wird ein P. von m .Seitenflächen 
mit einer geraden Anzahl und von 
IS Seitenflächen mit einer unge- 
raden Anzahl von Seiten begrenzt, 
so dafs die Anzahl der Hegreiizungsflä- 
chen = m IS ist, so mufs » gerade 
sein, mmag gerade oder ungerade 


zahl der Ecken und als die drei- 
fache Anzahl der Qrenzflächen. 
Denn jede Ecke und jede Grenzfläche 
wird aus mindestens 3 ebenen Winkeln 
gebildet. 

Bezeichnet man noch die Anzahl dei 
Ecken mit £, so ist die Anzahl der ebe- 
nen Winkel W nach Satz 3 — 2A'. Es 
ist demnach immer entweder 2#C = 3£ 
oder 2K > 3E und 2K = ZF oder > Zt. 
Demnach kann in einem P. weder die 
Anzahl der Grenzflächen noch die der 
Ecken gröfser sein als ) der Anzahl der 
Kanten. 

6. In jedem?, ist dieSnmme der 
Anzahl der Ecken und der Grenz- 
flächen um 2 gröfser als die An- 
zahl der Kanten. (E -F K -b 2). 

Denkt man sich innerhalb des P. einen 
beliebigen Punkt, beschreibt um densel- 
ben eine Kugelfläche, zieht von dem Punkt 
aus nach den Ecken des P.. gerade Linien, 
beschreibt auf der Kugeloberfläche durch 
je zwei auf derselben entstandene Dntch- 
schnittspunkte, welche den Ecken einer 
Kante ues P. entsprechen, einen giöfsten 
Kreisbogen, so erhält man eine Summe 
von sphärischen Vielecken, die zusammen 
gleich der Kugeloberfläche sind. 

Es kommt nun darauf an, die Inhalte 
dieser sphärischen Vielecke zu bestim- 
men. 


sein. 

3. Die Anzahl der ebenen Über- 
flächenwinkel eines P. ist minde- 
stens dreimal so grofs als dieAn- 
sahl der Grenzflächen. 

Denn sind die Grenzflächen Dreiecke, 
so sind der ebenen Winkel gerade drei- 
mal so viel als die Anzahl der Grenz- 
flächen beträgt; bei Flächen von mehr 
als drei Seiten wird die Anzahl der Win- 
kel gröfser. 

Ist demnach /■' die Anzahl der Grenz- 
flächen, K die Anzahl der Kanten, so ist 
ZK die Anzahl der Winkel-, also entwe- 
der ZK = ZF oder ZK > ZF. Es gibt also 
kein P., in welchem die Anzahl der Kan- 
ten geringer wäre als 14 mal der An- 
zahl der Grenzflächen, oder die Anzahl 


In dem Art. .Kugel*, No. 19 ist abe< 
die Proportion als richtig erwiesen 
J : F = 7 - (it - 2) 2Ä : 2Ä 

woraus 

^ <p-(n-Z)ZK _ ^ y -( w-2).180° ^ 

2« ■ 180“ 

Hier bedeutet J den Flächeninhalt eiaei 
sphärischen Vielecks, if die Summe sämmt- 
licber Umfangswinkel, n die Anzahl seiner 
Seiten und F den Inhalt des 4ten Theils 
der Kugeloberfläche. Bezeichnet man 
die ganze Kugeloberfläche mit S, so hat 
mau 


Bezeichnet man ferner die Summea 


der Grenzflächen gröfser als { der An- 
zahl der Kanten. 

4. DieAnzahlalleranfderOber- 
fläche eines P. vorhandenen ebe- 
nen Winkel ist entweder gleich 
oder gröfser als die dreifache An- 


der Winkel der einzelnen Vielecke mit 
<f , <f', ... und die Anzahl der Seilen 

derselben mit n, n"... die Anzahl der 
Vielecke wieder mit F, so erhält nun 
die der ganzen Kugeloberfläche S gleiche 
Inhaltssumme J, sammtlicher Vielecke. 


<r + <f' + + -I- w’-bn "....- 2F) 180° 

720° ‘ " 

wonua <F -b v'-b ip" -b •• • — (»-b»’-b "’-b 9F’) 180° = 720° (*) 
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Simmtliche Winkel, deren Summe = 
iet <p + a' + + . . . liegen »ber um 

so viele Punkte als das P. Erken hat und 
die Anzahl der um eine Ecke liegenden 
Winkel machen zusammen 360° aus ; mit- 
hin ist <p + (p' + (f "+...= E . 360°. 
Nach No. 2 ist nun die Anzahl n 4 - a' 
+ n" + ... — 2K, Wenn man demnach 
diese Wertbe in die letzte Gleichung sub- 
stituirt, so hat man 

E . 360° - (2K - 2f) 180° = 720° 
oder £ -I- f = K + 2 (3) 

6. DieSumme aller ebenenWin- 


kel auf der Oberfläche eines P. ist 

f leich so vielen Rechten als die 
fache Anzahl der Ecken beträgt 
weniger 8 . 

Also H'=(4£-8)ÄZ = (E-2)4ÄZ. 
Denn sind », n', n".... die Seitenan- 
zahl der einzelnen Vielecke, so betragen 
deren Winkelsummen (2a— 4)Ä, (2a’-j£, 
(2""— 4) ft . • . Nun ist a -t- a' + a” + ... 
= der Anzahl aller auf der Oberfläche des 
P. befindlichen ebenen Winkel — W = 2K, 
mithin hat man die Summe sämmtUcher 
Winkel 


(a -h a’ -h a" -t- . . . ) 2 Ä - 4£ft = 2 W P - 4£ft = 4 £ä - 4 Fft = (£- £) 4R 


Oder W = (K-F)4H ( 4 ) 

Nun ist ans Formel 3; £- E= E- 2 , 
also die Somme W = (4K-8)ÄZ (5) 

7. In jedem P. ist die Anzahl der 
Kanten 6 kleiner oder eben so 
grofs als die dreifache Anzahl der 
Ecken oder der Seitenflächen. 

Alao 

Denn nach No. 4 i-st 2 Ä 5 3 £ und 
2K^3F. 

Hierin aus Formel 3: £ und £ sub- 
stituirt 

gibt 2Ä = 3£- 3 £-|- 6 

und 2£ = 3Ä-3£-t-6 

woraus £-t-6^3£ 

und £ -f 6 ^ 3£ ( 6 ) 

8 . NachNo.3ist£=J£. Diesen Werth 
io Gleichung 6 sobstituirt, gibt £ 56 . 
Es g^t hieraus hervor , dafs in einem 
P. die Anzahl der Kanten nicht 
kleiner als 6 sein kann. Sobstituirt 
man dieses Minimum von £ in Formel 
6 , so erhält man 

* + woraus ^ 1^4 

Es kann also in einem P. die An- 
zahl derEcken nnddie derGrenz- 
fläcben nicht geringer als 4 sein. 
(Diese Sätze geben übngena schon aus 
No. 4 hervor.) 

9. In jedem P. ist die Anzahl F 
der Grenzflächen -f- 4 entweder 
kleiner oder gleich derdoppelten 
Anzahl £ der Ecken nnd die An- 
zahl derEcken -1-4 entweder klei- 
ner oder gleich der doppelten A n- 
zahl der Grenzflächen. 


Denn da nach No. 4 : £ 


> j*£- 


so kann 


man Zahlen a, ä finden, 

so dafs £=|£-fa und £=JE -)-4 

da nun (Formel 3) K=E + F-2 


so hat 

man J£-fa = fi-f £-2 

und 

j £+ 4 = £- 1 - £-2 

woraus 

£ -b 2<i -1- 4 = 2fi 

und 

£ -1- 24 + 4 = 2£ 

daher 

£-f4<2Ennd £-b4<2£ 

10 . Da aas den No. 9 entwickelten Por* 
nein 

und 

£ = 2£-24-4 


so kann in einem P. die Anzahl £ der 
Ecken weder kleiner als ^£-|- 2 noch grü- 
fser als 2£- 4 werden. Diese beiden 
G röfsen ^ F 2 und 2£ - 4 sind also 
die Grenzen zwischen welche in 
jedem P. die Anzahl £ der Ecken 
fällt 

Da ferner F = 2E — 4 — 2a 
und zugleich £={£-1-34-4 
so kann £ nicht gröfser werden als 2B-4 
noch kleiner als {£-|- 3 nnd diese bei- 
den Gröfsen 2£-4nnd {£-f2 sind 
also die Grenzen, zwischen welche 
in jedem P. die Anzahl £ der Sei- 
tenflächen fällt. 

11. Kein P. kann von lanterseeha- 
nnd mehrseitigen Figuren einge- 
achlossen werden, auch gibt es 
keiu P., dessen Ecken ans sechs 
oder mehr ebenen Winkeln su- 
sammengesetzt sind. 

Denn es würde die Anzahl W der ebe- 
nen Winkel anf der Oberfläche ^ 6£, 
folglich £ ^ 3£ sein. Nun ist aber (For- 
mel 6) £ = 3£ - 6 , also £ immer < 3 £, 
welches der Annahme widenpricbt. 

Wären die Ecken sechs- oder mehr- 
winklig, so wäre die Anzahl W der ebe- 

18* 
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nen Winkel ^ GE, also K ~ 3E. Es ist 
ober (Formel 6) K “ 3E — 6, also K < 3 E, 
welches der Annahme widerspricht. 

12. DieSummealierebenen Win- 
kel auf der Oberfläche eines P. 
kann nie kleiner sein als 2Erechte 
Winkel und nie gröfserals 8(E-3) 
rechte Winkel. 

Denn da nach No. 4: 2K^3F 
so ist 4A.' — iE 5 2F 

Non ist nach Formel 4; 

(4A'-4E)ß= »F 
mithin W ^ 2F rechte Winkel. 

D. h. die Summe W der ebenen Win- 
kel kann nie kleiner worden als 2F rechte 
Winkel, d. h. nie kleiner als so viele 
rechte Winkel, wie die doppelte Anzahl 
der Vielecksiläcben ausdrückt. 


Kanten hat das P., folglich ist 

K = i{bp + G^) (6) 

Aus 4 den Werth von j in G gesetzt 
gibt 

K = Kä/> i CE - Cp) = 1 (CE - p) 
woraus p — CE — 2A’. 

Setzt man nun aus 1 den W'erth v(m 
K und ans 3 den Werth von E in die 
letzte Gleichung, so erhält man p= 12. 

Setzt man in die Gleichungen p = 12, 
so erhält man 

9 = JE - 10; K=3q + 30 
= 5E - 10; E= 2? -f 20 
= E- 12; £= 9-f 12 
Kann in dem Polyeder jede Ecke von 
der anderen verschieden viele Begreu- 
zungstlüchen haben, so kann eine der- 
selben von 1000 Flächen begrenzt sein. 


Nach No. 7 ist K + 6 ^ 3E 
oder (E - E) + C ^ 2E 

Also (E - E) 4H = (2E - 6) 4« 
also nach Formel 4 

W = 8E - 24 rechte Winkel. 

D. h. die Summe IF der ebenen Win- 
kel kann nie gröfser werden als 8E— 24 
und die Somme aller ebenen Winkel 
eines P. kann nie aufser den Grenzen 
2E rechte Winkel und 8E— 24 rechte 
Winkel fallen. 

13. Polyeder, die von lauter Drei- 
ecken ei 11 geschlossen sind und 
deren Ecken theils von fünf,theils 
von sechs ebenen Winkeln gebil- 
det werden, können nicht mehr 
und nicht weniger als zwölf fünf- 
flächige Ecken haben (sobald näm- 
lich jede Ecke aus gleich vielen 
Flächen besteht). 

Da die Flächen sämmtlich Dreiecke 
sind, so hat jede Fläche 3 Seiten nnd 3 
Winkel; bei F Flächen ist also die An- 
zahl der Seiten =3E und folglich die 


Anzahl der Kanten E = JE 
woraus 2E" = 3E (1) 

Hierzu Formel 3: 

E-i-E=E-f2 (2) 

Aus 1 den Werth von K in 2 gesetzt 

gibt 

£ = 4E -t- 2 (3) 

Hat nun das P. p fünfflächige nnd f 

sechsflächige Ecken, 

so ist E = p + q (4) 

Die Anzahl der ebenen Winkel 

W ist =bp + 6q (5) 


Eben so viele Seiten, also halb so viele 


14. Zusammenstellung der für sämmt- 
liche Polyeder allgemein geltenden Ge- 
setze : 


»F = 2E 
»F = (4E - 8) 

IF = (E - E) 4 ItZ 


»F>3E 


IFg 3E 

tF = 2E Rechte Winkel 1 
H' r 8E- 24 Rechte W. | 


Grenzwerthe 


F=K- E+2 

Fz h»' 

Er- JE 1 

Es? *E + 2 / 

Grenzwerthe 

E 52 E- 4 I 
E;; jE + 2 / 

Grenzwerthe 

E= E - E-f 2 

E = J »F 

1 

E51A + 2 / 

Grenzwerthe 

E5JE-1-2 1 
E^2F-i) 

Grenzwerthe 


E= i »F 
E= E-l- E-2 


3E-c) «"“*’*rthe 

JJ5e-c) 

In jedem P. sind mindestens 4 Kcken, 
4 Grenzflächen, 6 Kanten. 

Von den (irenzwertben hat man fei* 
gende Zusammenstellung. 
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Gegeben | 

der Gröfse | 

kleinster Werth 

j gröfster Werth 

F 

K I 


3F - G 

1 

£ 1 

4F+2 

2F- 4 



2F rechte W. 

(8F— 24) rechte W. 

K 

E i 

;,K + 2 

JK 


F 

.!£ + 2 

JK 

£ 

K 


3£-6 

1 

i 

i£-P2 

2£ - 4 


Ans der iweiten Rubrik: K gegeben 
läist sich folgendes schliefsen: 

1. Für ff = 6 ist £ = F = 4. Das P. 
ist eine dreiseitige Pyramide 

2. Kein P. kann 7 Kanten haben, denn 
xwischen J + 2 = 4J und Y ejüstirt keine 
ganxe Zahl. 

3. Für ff = 8 kann F. = F nur 6 sein. 
Das P. ist eine rierseitige Pyramide. 

4. Für ff = 9 ist £ = F = 5 bis 6. Das 
P. ist ein dreiseitiges Prisma, also von 5 
Flächen nnd 6 Ecken. 

6. Für ff = 10 ist £ = F nur = 6 Das 
P. ist eine fünfseitige Pyramide. 

6. Für ff = 11 ist K=F=6 bis 7. 
Das P. ist eine Snmme von einer drei- 
nnd einer vierseitigen Pyramide von ge- 
meinschaftlicher Spitze, deren beide Grund- 
flächen zwei Ebenen bilden, die mit einer 
Mittellinie Zusammenhängen. Das P hat 
also 5 Seitenflächen -|- 3 Grundflächen, 
und es ist F= 7; es hat eine Spitze nnd 
6 Omndecken, also £ = 6. 

ü- B. W. 

15. Die Anzahl derBest immun gs- 
stücke eines P. zu finden. 

Ist sine der Grenzflächen ein neck, so 
ist die Anzahl dessen Bestimmungsstärke 
= 2n - 3. ■ 

Es sind nun anfser diesen n noch £— n 
Ecken vorhanden, zur Bestimmung der 
Lage eines Punkts im Raum gehören 
aber 3 Bestimmungsstücke, mitnin zu 
(£ — n) Punkte noch 3 (£ — n) Bestim- 
mongsstöcke, im Ganzen also 3n — 3 
-P 3 (£ — n) = 3£ — n — 3 Bestimmungs- 
stücke. 

Diese Anzahl ist aber zu grofs. 

Denn haben die übrigen (F— 1) Uni- 
fangsflächen n’, n", n"’ ... Seiten, so lie- 
gen immer n’, n", h’" ... in einer Ebene; 
die Lage einer Ebene ist aber durch drei 
Punkte bestimmt. 

Ist nnn die Lage des n'ecks durch 3 
PnnÜe bestimmt, so bleiben noch n' — 3 


Punkte zu bestimmen ubng, nnd da nun 
Jeder derselben schon ein Bestimmungs- 
stück hat, so bedarf jeder nur noch zweier 
Bestimmungsstücke. Das n’eck hat also 
noch 2 (n' — 3) Bestimmungsstücke nö- 
thig und es sind für dasselbe n'— 3 zu 
viel gerechnet. Dies gilt für alle übri- 
gen Grenzflächen von den Seiten 
n"' ... 

Es sind demnach von den oben anfge- 
führten 3£ — * — 3 BestimmnUgsstücken 
abzuziehen 

{n’-3)-K»"-3)-t-(it"’-3)-t-... 

= (n'-P»"+»”'-p...)-3(F-l) 

= (» -P w’-l- w" [n -I- 3 (F - 1)] 
nnd da so viele Winkel als Seiten an 
den Grenzflächen sind, abznziehen 
lF-»-3(F- 1) 

nnd da nnr halb so viele Kanten als Sei- 
ten oder Winkel an den Grenzflächen 
sind: abznziehen 

2A - « - 3 (F- 1) 

Die erforderliche Anzahl Bestimmnngs- 
stücke für das P. ist demnach 

3£-n-3-2ff-Pii -p 3(F- 1) 

= 3 (£ -P F) - 2£ - G = £ 
d. h. die Anzahl der erforderlichen 
Bestimmungsstücke für ein P. ist 
= der Anzahl seiner Kanten. 

Es ist hierbei zu bemerken, dafs die 
Kanten allein ein P. nicht bestim- 
me n , es gehören diese und noch andere 
Stücke, besonders Winkel dazu. 

16. Polyeder sind gleich, wenn sie 
einen gleichen körperlichen Inhalt haben. 

P. sind congruent, wenn sie, in ein- 
ander gelegt gedacht, nnr einen einzigen 
P. ausmachen. 

P. sind ähnlich (nach Euklid XI, 
Erkl. 10), wenn sie von gleich vielen 
ähnlichen Ebenen begrenzt werden. Bes- 
ser ist wohl die Ertlärnng: Wenn die 
P. lauter gleiche Ecken in derselben An- 
oidnnng haben, oder wenn alle homo- 
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lose Linien derselben einerlei Verhilt- 
nifs heben nnd eile homologen Winkel 
einender gleich sind, euch noch die ho- 
mologen Stöcke in einerlei Anordnung 
neben einender liegen. 

Sind in swei P. zwei Seitenflechen 
einender ehnlich und liegen eile öbrigen 
Eckpunkte derselben in Spitzen je zwei 
nnd zwei ehnlicher Pyramiden, so sind 
beide P. einender ehnlich. 

Aehnliche P. serhalten sich wie die 
Gnbi ihrer Längenabmessungen. 

P. sind symmetrisch, wenn sie con- 
gmente Flechen haben, die aber, wenn 
sie auf homologe Grenzflächen neben ein- 
ander gestellt werden, mit den congru- 
enten Flechen nach gerade entgegenge- 
setzten Richtungen angeordnet sind. 

Symmetrische P. haben gleichen kör- 
perlichen Inhalt. 

Wenn man son den Eckpunkten eines 
P. enf eine enfserhaib des P. liegende 
Ebene Lothe feilt nnd ^es Loth auf 
der anderen Seite der Ebene um ein 
gleiches Stück verlängert, so sind die 
Endpnnkte der Lothe die Eckpunkte eines 
P. , welches dem ersten symmetrisch ist. 
RegelmUklge Po^eder. 

17. Ein regelmäfsiges Polyeder 
ist ein P., welches lanter regel- 
mefsige congrnente Orenzfleehen 
hat nnd dessen Ecken von gleich 
viel ebenen Winkeln eingeschlos- 
sen werden. 

Die Anzahl der regelmäfsigen P. ist 
begrenzt: Sie hängt ab von den regel- 
melsigen Vielecken, welche dessen Grenz- 
flächen sein können und von deren An- 
zahl zu Bildung deren Ecken. 

Weniger als drei Vielecke können keine 
Ecke bilden und wie viel mehr dazu mög- 
licher Weise genommen werden dürfen, 
hängt von der Gröfse deren Umfangs- 
winkel ab, weil die Summe dieser Win- 
kel kleiner als 4 rechte Winkel sein 
mnfs. 

Jeder Winkel eines regelmäfsigen Drei- 
ecks hat 60°, es können also sechs Drei- 
ecke, weil diese zusammen gerade 4 R. Z 
betragen, zu einer Ecke nicht genom- 
men werden. Es kann also nur regel- 
mäfsige P. geben, deren Ecken 3, 4 nnd 
5 Dreiecke zu Grenzebenen haben. 

Für Quadrate als Grenzflächen existirt 
aus demselben Grunde nur ein einziges 
regelmäfsiges P. 

Aas demselben Grunde gibt es nur ein 
einziges regelmäfsiges P. , dessen Grenz- 
flächen Fnmecke sind. Jeder Umfanga- 


winkel eines regelmäfsigen Fünf- 
ecks hat 108°, drei Umflingswinkel zu- 
sammen also 334°. Mit dem Fünfeck 
hört die Grenzfläche auf; denn ein Sechs- 
eck hat Umfangswinkel von 120°; es be- 
tragen also drei derselben gerade 360°. 

Ist die Anzahl der Seiten einer Grenz- 
fläche = n, die Länge der Seite = a, so 
ist der Umfang einer Grenzfläche = m. 
Um iede Grenzfläche läfst sich eia Kreis 
besenreiben; ist dessen Halbmesser = r,, 
so ist die Normale auf die Seite = 
(r,>- Ja>, also der Flächeninhalt einer 
Grenzfläche = \ - ia’. 

Um jedes regelmäfsige P. läfst sich eine 
Kugel beschreiben; ist deren Halbmesser 
= r, eine von dem Mittelpunkt auf di e 
Grenzfläche gefällte Normale ist = ; 

setzt man nun den Inhalt der Grenz- 
fläche — P, die Anzahl derselben = N, 
so ist der Inhalt des P. 

= J=\NP i'r* - r,>. 

18. Das regelmäßige P. , welches drei 
Dreiecke für jede Ecke hat, beifst Tetra- 
eder (rrrpa; vier) weil es vier Grenz- 
flächen hat. 

Das regelmäfsige P., weiches vier Drei- 
ecke für jede Ecke hat, heifst Oktaeder 
(Oxiac üht) weil es acht Grenzflächen 
hat 

Das regelmäfsige P-, welches fünf Drei- 
ecke für jede Ecke bat, heiCit Ikosaeder 
(Eixoaania Zeit von 80 JshrenX weil es 
zwaniig Flächen hat 

Das regelmäfsige P., welches drei Qua- 
drate für jede Ecke hat, heifst Hexaeder 
CK(nitia Zeit von 6 Jahren) weil es sechs 
Flächen hat 

Das regelmäfsige P., welches drei Fünf- 
ecke für jede Ecke hat, beifst Dodeka- 
eder G/iaiftan zwölf) weil ep zwölf Flä- 
chen hat. 

19. Den Neigungswinkel zweier 
aneinander liegenden Grensflä- 
chen eines regeimäfsigen P. sn 
finden. 

Der Neigungswinkel zweier Ebenen 
wird mit Hülfe eines Körperdreiecks ge- 
funden, wie dies in dem Art .Paral- 
lelepipedum* No. 11, pag. 344 mit 
Fig. 883 geschehen ist 

Es sei, Fig. 895, E eine Ecke eines 
regelmäßigen P , die Anzahl der die Ecke 
bildenden ebenen Winkel sei = w, ans £ 
beschreibe man mit beliebigem Halbmes- 
ser eine Kogel , EA , EB ... seien di* 
von der Kugel abges^nittenen Kanten- 
stneke, ABCDF sei das auf den GiMS- 
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fliehen entstandene Polygon, dessen Sei- 
ten und Winkel alle gleich sind. Jede 
Seite, wie AB ... sei = o, jeder Winkel, 
wie = y, die Dreiecke EBC.., 

sind alle gleichschenklig nnd es ist 

ZAEB = ZBEC = ^. 

Wird nun AB durch einen Bogen EG 
in G halbirt, so ist EG auf AB normal, 

j^AEG =^BEG = ^, folgUch ist für 


den halben Neigungswinkel (1)^) 


lin GAE 


n 

cot AEG _ H 

cot AG « 

cot 

o 


Ist nun die Auiahl der Seiten (-4ß, ...) 
jeder Seitenfläche = m, so ist der Cosi- 
nus der halben Seite AG ~ AH ^ dem 
Cosinus von — /.GEA) 
woraus 

ln = 90°-ZC£lV=90°-— n (0 

* fW 

mithin 

71 180® 

cot — cot 

«»0- = — J = — Ig"ö« 

Mfi — »m 

m m 

Für (las Tetraeder, das Octaeder, das 
Icosaeder, das Hexaeder, das Dodekaeder 
ist 

m = 3, 3, 3, 4, 5 und « = 3, 4, 5, 3, 3 
Demnach hat man sin (ly) für 


das Tetraeder 
das Octaeder 
das Ikosaeder 
das Hexaeder 
das Dodekaeder 


cos 60° 


= iV3; 


sin 60° 

= .-ülo'°-*‘'®’ 

cos 36° 


sin 60° 
cos 60° 

sin 45° 


= il'(2 + Ifü; 

= 1V2; 


y = 70° 31' 44" 
y = 109° 28' 16" 
y= 138° 11' 23" 
y= 90° 


- lTO-21'6; y = 116° 32' 54" 

sin 36° 20 ' 


20. Um A nnd r an bestimmen be- 
leichne, wie No. 19 
m die Aaeahl der Seiten jeder Grenz- 
fläche, 

n die Zahl der in jeder Ecke gehören- 
den Gtenzebenen, 
so hat man schon No. 19: 

y den Neigungswinkel zweier Ebenen 
durch die Formel 

180° 
cos 

"" = TTsV" 

sin 

m 

Es sei Fig. 896: ABFED die Grenz- 
fläche eines P., C deren Mittelpunkt. 
Denkt man sich von C ans in und nm 
dieses regelmäfsige Vieleck Kreise be- 
schrieben, so ist eil der Halbmesser (r*) 
des inneren, CE der Halbmesser (K') des 
äufseren Kreises, nnd es ist 


Tig. 896. 



CH = r' = EU • lg CEH 

(2) 

m 
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und 

1 

CE=R'=Eff.,fcC£ff=J*.c«»«c— (3) 

tn 

Bedeutet der Punkt J den Mittelpunkt 
des P. , und denkt man sich von J ans 
in und um das P. Kugeloberfläcben be- 
schrieben, so ist JC = r der Halbmesser 
der inneren und JE — R der Halbmesser 
der äufseren Kugeloberfläche, und man 
hat, da HCJ = Ä ist 


JC=r = CH.IgCHJ=r'lg ^ 


(*) 

(i) 


nnd JE’=R'=CE‘-\-CJ^=R'^ + r* 

Es ist mithin, wenn man für r' ans 
Formel 2 in Formel 4 seinen Werth setzt 
160 


r = J * cot 


lg. 


(6) 


nnd wenn, man ans Formel 3 nnd 6 die 
Werthe von R' und r in Formel 5 setzt 


»» m 

woraus R = ^* |/(l -|- cot> . sec’ y) 

Nun ist Formel 1, No. 20 

180° 


(7) 


. 180° 

sm 


Dnd wenn man der Abkürzung wegen — — = (p nnd — — = ip setzt, 

' L stm'ip — cot 'ipj ‘ r sin *ip — cei *ip 

_ ^ H I / 1 — cos *ij< in I / *'" cos 

r sin *<p — cot *tp F cos *ip sin *<p — cos *tp 

also R=iklg,p.lg^ = ik.lg — . lg ^ 

* fl 2 


180° 


( 8 ) 


21. Derlnhalt einer Grenzfläche 
ist 

II ■ i. . 180° 

J’ = I ma’ cot (o 

m ' ' 

Denn ist, Fig 897, ARfiDE eine Grenz- 
fläche eines regelmäfsigen P., und man 
zieht vom Mittelpunkt C derselben nach 
allen Spitzen A, R... gerade Linien, so 
hat diesellie m congrnente Dreiecke ACB, 
BCG ... Es ist also 

J' = m y. AACR 

Fällt man von C auf eine der Kanten, 
z. B. anf DG eine Normalo CE, so ist 


Fig. 897. 



= m- iDG.CF=^mk-CP (2) 
Es ist aber 


CF= GF. lg CGF= i k lg = ** ly (l - -1 r) = i* col 


2R 


(3) 


daher 


II ■ ZI . , .. 180° 

J* — col — = 1mA* col — ' 


und Formel 6: 
k = 2r lg 


180° 


ml - 


wie zn erweisen war. Diese Werthe in Gleichung 1 gesetzt. 

Um Js auch durch R nnd r ans- 
drücken zn können, hat man aus No. i, __ni 
20, Formel 8: J'- mR', col 


A = 2Rco|ü^.col-^ 
n 2 


, lg. 


180 
n 
180° 


180° V 

col col*i(4) 

m 2 


col« -i- 


(5) 


Dz — ^ CwtKjgIt 
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22. Der Inhalt dea P. ist gleich 
dem so rieler Pyramiden als der- 
selbe Grensflächen hat, die als 
Grnndflächen die gleichen Ab- 
stände des Mittelpunkts Ton den- 
selben SU Höben naben. 

In Fig. 896 ist ai.so die Kbene ABFED 
die Grundfläche und CJ = r die Höhe 
jeder solchen Pyramide P, 

Nun ist nach Satz 5, Formel 3; 


F=/f- fi + 2 
No. 21, Formel 1 ist: 

» 

Pyramide P= h (CJ) • J' = ^rJ'. 
Nach No. 20, Formel 6 ist 
, . 180° r 

r=ikro,-^.,g~ 

Daher eine Pyramide 


P = i • \k • eol Ij — X 1 m 4* co< 


180° 


0 ) 


oder P= Vi«i4* col* j (2) 

Also J* = **«k*cel* (3) 

M i 


Aus No. 20, Formel 8 ist 

4 = 2Ä • eot — . eol ^ 

n 2 


(4) 


Diesen Werth in Formel 3 gesetzt gibt 


y» = *mPx 8Ä« cot» ~ Y • ^ 

= imF-A».cot»H?!.’‘c...l^“.cot.^’" 

’ a in 2 




(S) 


= 2rlj 


180° 


Endlich ist, um J» anch durch r 
anszndrncken, aus No. 20, Formel 6 

4=2rt/J?!.co.^ 

* m 2 

Diesen Werth in Formel 2 gesetzt, gibt 
y» = Fr* tj — — • cot» (6) 

M 2 

23. Den Toranstehenden Untersuchnn- J*=:kmk*cot 
gen und Ermittelungen entsprechend hat 
man die Zusammenstellung folgender für 
regelmäfsige P. allgemein geltende For- 
meln: 

180° 

co» 

r " 


„ 180” 180° 

= n eol • eol • 

n m 

4 = 2Ä • cot • eol 

n 2 


“'f 


180° 


2 


180° 


Ä = i4lyAiO!,,|. 

180° 180° 
= r.lg-~.lg -- 

r=ikeol}^lg-r 


= mR* eol* 

1 

,, 180 
= mr» lg 


180° 


' eol 


180° 


. ool» - 


.eol*r 

2 


J*= Im FR* eol* — . „I» — - cot» ^ 
fl m 2 

= JmFH lg . eol* ^ 
m 2 

24. y und sin(j)'} s. No. 19. 

Nach den Formeln No. 23 ist nun 


R fürs Tetraeder 
fürs Octaeder 
fürs Ikosaeder 
fürs Hexaeder 


= 3 X r 
= i |. '6 X 4 
= j p 2 X 4 
= I 3 X r 

= il^lO + 2p5 X 4 
= p'3(5-2p'5)xr 
= il/3x4 
= V'3 X r 


= 3,000 0000 X r 
= 0,612 3724 X 4 
= 0,707 1068 X 4 
= 1,732 0508 X r 
= 0,951 0565 X 4 
= 1,258 4087 X r 
= 0,866 0264 X 4 
= 1,732 0608 X r 
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fürs Dedekaeder s t|/3 (6 + Sl'6) x k = 1,401 2585 x.k 
= V^(b-3k5)xr = 1,258 4086 x r 
r fürs Tetraeder = k x A = 0,333 3333 x R 

= =0,204 1241 X* 

fürs Octaeder = ) |'6 ^ k = 0,408 2483 x k 

= kV'3xÄ =0,577 3503 xR 

füre Ikosaeder = /,(3 + v'5) 1 3 x k = 0,755 7613 x k 

= |/^-^- X ft = 0,794 6435 x ft 

fürs Hexaeder = k x k = 0,500 0000 x k 

= kl'3xft = 0,577 3503 xA 

förs Dodekaeder= kl''I(^+23l/5)xk = 1,114 6381 x k 
= i VI (k + SV'S) X A = 0,794 6544 X ft 
k förs Tetraeder = }V6 x A = 1,632 9932 x R 

= 2 V6 X r = 4,898 9795 x r 

fön Octaeder = V2 x A = 1,414 2136 x A 

= V6 X r = 2,449 4897 X r 

fön Ikosaeder = Vk (1 - I V6) x R = 1,051 4630 x R 
= (3 — V5) V3 X r = 1,323 1691 x r 
förs Hexaeder = 1V3 x ft = 1,154 7005 x ft 

= 2 X r = 2,000 0000 x r 

fön Dod^eder = k)^(^- V6) xR ^ 0,713 6441 x R 
= k'k0-22'V5xr *0,778 7840 Xr 

J* fön Tetneder * kV3 x k> = 1,632 9932 x k> 

= |V3xR» = 1,154 7005 X R» 

= 2V3xr* = 3,464 1016 X r* 

fön OcUeder = kV3 + k> = 1,632 9932 x k> 

= kV3xR> = 0,866 0254 X R> 

= |V3xr> = 2,598 0762 X r» 

fön Ikosaeder = k V3 x k* = 0,433 0127 x k> 

= tV (6 - V8) V3 X ft* = 0,478 7270 X R* 

= 1(7 - 3 V6) V3 X r* = 0,758 1084 X r» 
fön Hexaeder = k* • = 1,000 0000 x k* 

= k X R> = 1,333 3333 X R* 

= 4 X r* = 4,000 0000 X r> 

förs Dodekaeder = f )'5 (5 2V 5) x k* = 1,720 4773 x k* 

= kV10(5-|/5)x R* = 0,876 218 x R* 

= kV* (65-29 V5xr*= 1,245 1340 x r* 

J* förs Tetraeder = ,*, v'2x k* = 0,117 8511 x k* 

= * V8 X R* = 0,513 200 X R» 

= 1 1^3 X r* = 1,539 6007 X r* 

fön Octaeder = k V2 x k* = 0,471 4045 x k* 

= t X R* = 1,333 3333 X R» 

= 4 13 X r* = 6,928 2032 X r* 

fön Ikosaeder = i*i (3 ^15) k* = 2,181 6950 x k* 

= |VlO + 2l5xR* = 2,536 1509 X R* 

= 10(7- 3V5)l'3x r* = 0,505 4056 x r* 
förs Hexaeder = k’ = 1,000 0000 x k* 

= I V3 X R* = 1,539 6007 x R» 

= 8 X r* • = 8,000 0000 X r* 
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fürs Dodekaeder = 1 (15 + 7 1 5) x A’ = 7,663 1189 x A* 
= 1»30(3 + l5)x H* = 2,785 1 64 X B* 
= 1 0| 2 (65 - 29| 5) X r’ = 4,980 5360 X r’ 

J,’ fürs Tetraeder = 1'3 x A’ = 1,732 0508 x A’ 

= !H 3x«* = 4,618 8022 X B> 

= 8 1 3 X r» = 13,856 4065 X r> 

fürs Oi’Ueder = 2 l 3 x A* = 3,464 1016 x A’ 

= 4)3x«> = 6,928 2032 X ß» 

= 12 I 3 X r» = 20,784 6097 X r» 

fürs Ikosaeder = 5 | 3 x A* = 8,660 2540 x A* 

= 2 (5 - 1 5) 1^3 X «> = 9,574 5412 X K» 

= 30(7-31 5) l3xr> = 1,516 2168 X r> 

fürs Hexaeder = 6 x A* — 6,000 0000 x A’ 

= 8 X ft’ = 8,000 0000 X ft‘ 

= 24 X r> = 24,000 0000 X r’ 

fürs Dodekaeder = 3 1 5 (5 + 2 | 5)x A> = 20,645 7273 x A> 
= 2|10(5-l5)xft*= 10,514 616 X ft* 
•=3012(65-291 5)xr*= 14,941 6080 X r» 


25. Stereometrische Construc- 
tionen. 

Von diesen haben diejenigen, welche 
durch Enklid zu uns gekommen sind, das 
gröfste, besonders ein geschichtliches In- 
teresse. 

1. Aufgabe (Buch XII, 17 Satz). Es 
sind zwei concentrische Kugeln 
gegeben, man soll in die gröfsere 
ein Poljederbeschreiben, welches 
mit seiner Oberfläche die kleinere 
Kugel nicht berührt. 

Es sei DEBP die grülsere Ilalbkiigel- 
obeifläche; durch beide Kugeln sei durch 
deren gemein.schafllichen Mittelpunkt C 
eine Ebene gelegt, so bildet diese zwei 
gröfste Kreise, den äufseren BEDF und 
den ihm concentrischen inneren GJKU. 

Fig 898. 



Zeichne deren normal auf einander befind- 
liche Durchmesser BD, EF, beschreib« 
in dem ersten Quadrant des gröfseren 
Kreises BEDF die Seiten eines gleich- 
seitigen Polygons von gerader Seitenan- 
zabl, welches den kleineren Kreis nicht 
berührt. 

Ziehe nun ans der an ft nächsten 
Spitze L des Polygons den Halbmesser 
LC, vedängere denselben, bis er den Kreis 
nochmals in 0 schneidet, errichte auf 
der Kreisebene BEDF in dem Mittel- 
punkt C eine Normale CP bis in den 
Umfang der gröfseren Kugel; durch die 
gerade Linie CP und jeden der beiden 
Durchmesser BD, LO lege zwei Ebenen, 
welche also auf der Kugeloberfläche 
gröfste Kreise bilden, deren Hälften DPB 
und OPL sichtbar sind. 

Die Linien DB, LO, EF als 
Durchmesser, und eben so die Qua- 
dranten BP, L P, BE derselben Ku- 
gel sind einander gleich und es las- 
sen sich also auch in BP und LP 
dieselben Polygonseiten eintragen. 
Ziehe hierauf die geraden Verbin- 
dungslinien L'l, iU'm, K'n, so sind 
jedes der Vierecke, so wie das oberste 
Dreieck N'nP ebene Figuren. 

Dadurch nun, dafs man Ton den 
Punkten JV’, n, .V', m, L‘, I nach dem 
Mittel C gerade Linien zieht, ent- 
steht zwischen den beiden Quadran- 
ten BP und LP ein ans Pyramiden 
zusammengesetztes Polyeder ron der 
geiiieinschaftlicben Spitze C und de- 
ren Grundflächen die schon gedachten 
Vierecke und ein Dreieck ausmachen. 
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Constniirt man nnn ebenso Polygon- 
seiten auf den drei ühri);en Quadranten 
BF, FD, DE, desgleichen in der zweiten 
Halbkugel, so erhält man das verlangte 
aus lauter Pyramiden zusammengesetzte 
Polyeder, welches mit seiner Oberfläche 
die kleinere Kugel nicht berührt. 

Euklid macht den Beweis etwas weit- 
läufig: In dem ersten Theil beweist er, 
dafs die vier- und dreiseitigen 
Umfangs-Figuren Ebenen sinn: 

Er fällt deshalb für das Viereck BLIL' 
die Normalen la, L’b auf die Grundebene 
BFDE, welche 4= sind und auch die 
Durchschnittslinien BD, LO treffen und 
zieht ab. Da Bogen BL' = LI, so ist 
Z_CBL= ^CLI, bei a und b sind rechte 
Winkel, auch ist L'B = IL, folglich ist 
L'b = ttt und Bb ~ La-, 
also auch Cb = Ca 
folglich Bb : bB = La aC 
folglich ab 4= LB 
Nun war L'B + und = la 
folglich ab = und IL' 
folglich ist auch IL' ^ LB 
Eben so wird bewiesen dafs mM' ^ IL', 
»N' 4= mM', 

Da IL' :4 BL, so ist das Viereck IL'BL 
in einer Ebene und so ist auch jede der 
anderen Vierecke in einer Ebene. 

Um zu beweisen, dafs die>Ebene 
LIL'B die innere Kngelfläche nicht 
berührt, hat man nur zu zeigen, dafs 
die kleinste Entfernung, der Abstand der- 
selben von C kleiner ist als der Halb- 
messer CG der inneren Kugel. Dieser 
Abstand ist aber offenbar die Normale 
Ce von C auf LIL'B. 

Nnn ist □ÄC = ncC-fncß 
ebenso C}LC = (JcC -i-QeL 
Da nun BC=LC 
so ist □Cß = DCt und CB = cL 
Es gilt dies von den beiden anderen 
Punkten des Vierecks ebenfalls und folg- 
lich hat man cB = cL' = cl = cL 
Es lilst sich also ans e um das Vier- 
eck ein Kreis beschreiben. 

Nnn ist BL > ba, ba = IL' also BL >IL'. 
Da nnn BL = LI = BL', so ist der zur 
Sehne IL’ gehörige Bogen der kleinste, 
^LeB ist stumpf und QLB >7QBc. 

Fälle (Fig. 899) die Normale Ld. Da 
nun BD < 2Dd, 

und BD-.Dd=BDxBd-.DdxBd 
so ist BD y. Bd <2Ddn Bd 
Zieht man nun die LD, so ist 


Polyeder. 
Fig. .899. 



BDyBd = ULB 
ebenso ist Dd x BD = □</£ 
Also ULB<2UdL 

und da nach Obigem 



□ Lß > 2{JBc 

so ist 

\JdL>OBe 

Da nun 

□ßc=Qßc-i-ncc 

und 

nLc=aBd + acd 

aber 

BC = LC 

also 

□ ßC = DtC 


so Ist □ffc-t-DcC = a£d-fDC<f 
Nun war □td>CBc 

folglich ist DConCd 

Also Ce > Cd 

folglich noch viel mehr Ce>CG 
woraus hervor geht, dafs die Oberfläche 
des P. die ObeAäcbe der inneren Kugel 
nicht berührt. 

2. Aufgabe. Ein Tetraeder , wel- 
ches sich von einer gegebenen 
Kngel umfassen läfst, zueonstru- 
iren. 

Es sei AB der Durchmesser der gege- 
benen Kngel, theile denselben in drei 
gleiche Theile, in einem der Theilpunkte 
C errichte eine Normale auf .AA bis in 
den Umfang des Kreises. 

'Fig. 900. 



Beschreibe nun um einen beliebigen 
Punkt H mit CD als Halbmesser einen 
Kreis, construire darin das gleichseitige 
Dreieck EFG, ziehe EH, FH, GH, er- 
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richte auf der Kreisehene in II die Nor- 
male' MK = AC, ziehe KE, KE, KG, .«o 
iat der Körper von der Grundfläche EEG 
und .der Spitze K das rerlangte Tetra- 
eder. 

Beweis. 1. dafs der Körper ein 
Tetraeder ist. 

KH bildet mit HE, HF, HG rechte 
Winkel. Da nun HE = HE= HG, so ist 
auch KE= KE= KG. 

Nun ist AB ■.BC = aAD .aDC 

Da nnn HK=AC-, HE=HE=HG=DC 
so Ut KE = KE= KG = AD 

Aber AC = 2BC, also AB = 3BC 
also □,<D = 3DDC 
und da DC = EH 

UAD = OEE = iUKH 
folglich AD=EE= EG = EG 
und zugleich AD= KE = KG = KE 
folglich sind säinmtliche den Körper ein- 
schliefsende Dreiecke gleichseitig und con- 
gment. 

2. Dafs der Körper von der ge- 
gebenen Kugel nmfafst wird. 

Verlängere die KH um die Länge HL 
— BC, so ist AB = KL. 

Da nun ,4C .CD = CD -. CB 

Aber AC = KH, CD = HE, CB = HL 
so ist auch KH : HE = HE. HL 
folglich EH normal KL, ^EHK ~^EHL 
= K und ein über KL beschriebener Halb- 
kreis geht durch den Punkt E. 

Dreht man nun diesen Ilalbkreis mit 
seinem Durchmesser KL um seinen Mit- 
telpunkt, so triSl er eben so durch die 
Spitzen G und F. Ks liegen al.'<o die 4 
Eckpunkte des Tetraeders in der Kugel- 
oberfläche, deren Durchmesser AB i.st. 

3. Aufgabe. Ein Uctaeder, wel- 
ches sich von einer gegebenen Ku- 
gel umfassen läfst, z u construiren. 

Ist, Fig. 900, AB der gegebene Durcb- 


me.«ser der Kugel, so errichte in dessen 
Mittelpunkt N den winkelrecbten Halb- 
messer .WiV, ziehe NA. 

t'onstruire nun, Kig. 902, ein Quadrat 
EEGII, von der Seite = AN, ziehe EH, 
EG, die sich in K schneiden. Krrjchte 
auf EEGII in K die Wiiikelrerlite KL mit 
Verlängerung rückwärts nach H, mache 
KL - KH = einer der Linien KE, KE, 
KG, KH. Ziehe von L und H gerade 
Linien nach E, E, G, II, so i.st der ent- 
stanilene Körper das verlangte Octaeder. 


Fig. 902. 



Beweis. 1. Dafs der Körper ein 
Octaeder ist. 

KE=KH, ^EKH= R 
folglich □WE = 2nff£ 

Nun ist auch LK= EK und 2 LLKE=R, 
also □ft = 2a£/f 

folglich □ HE = aLEani HE = LE 
Aus gleichen Gründen LH = EH, 
folglich {^LE.H gleichseitig. 

Auf ähnliche Art wird bewiesen, dafs 
die Dreiecke LEE, LEG, LGH auch gleich- 
seitig und dem C^LEH — s\nA, so wie 
auch die vier Dreiecke unterhalb der 
Ebene EEGII mit der gemeinschaftlichen 
Spitze H, folglich ist der von den Drei- 
ecken begrenzte Körper ein Octaeder. 

2. Dafs sich das Octaeder von der 
gegebenen Kugel umfassen läfst. 

Es ist LK = KH=KE; mithin liegt 
der Punkt E in einem über LH als Durcb- 
me.sser beschriebenen Halbkreis. Drehet 
man diesen Halbkreis um seinen festen 
Durchmesser LH herum, so geht er aus 
demselben Grunde auch durch die Punkte 
E, G, II, folglich liegen die Ecken L, H, 
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JE, F, G, H in dem Umfang einer Ku- 
gel, deren Dnrcbmeseer AB, Fig. 903 ist. 

4. Aufgabe. Einen Würfel (He- 
xaeder), welcher sieb von einer 
.gegebenen Kugel umfassen läfst, 
zu cynstruiren. 

Ist, Fig. 903, AB der Durebmesser der 
Kugel, tbeile wieder denselben, dafs AB 
= iBC , so ist der Würfel von der Seite 
BD der verlangte. 

Denn in dem Würfel ist jeder Um- 
fangswinkel ein Rechter, alle Seiten s 
sind einander gleich, mithin ist das □ der 
Diagonale d einer Grenzfläche = 3 x dem 
□ einer Seite *, d. i. □<J = 3D» Die 
Diagonale d bildet aber mit einer der ihr 
anliegenden Seiten > ebenfalls einen rech- 

Fig. 


ten Winkel und folglich mit dieser, mit 
jeder der beiden Diagonalen D des Wür- 
fels wiederum ein rechtwinkliges A und 
es ist □Ü = D</ + D» = 3C*. 

Nun ist Qi 4 ß : 080 = Aß : fiC = 3 : 1 
und da auch □D:Q» = 3;1 
so ist □ö :0 = DAß:aßD 

und da ßD = < also auch □Dß=C)a 
so ist □D = DAß 
also l) - AB. 

5. Aufgabe. Ein Ikosaeder, wel - 
ches sich von einer gegebenen 
Kugel umfassen läfst, zu con- 
struiren. 

Es sei I. der Durchmesser AB der ge- 
gebenen Kugel so getheilt, dab AB=öBC. 

903. 
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Enieht« auf AB in C das Lotb CD bis 
in den Umfang des Halbkreises und siehe 
BD. 

Beschreibe II. nm einen Punkt IP mit 
dem Halbmesser BD einen Kreis, be- 
schreibe in diesen das gleichseitige Fünf- 
eck EFGHK, halbire me 6 Bogen in L, 
M, N, 0, P, und leichne das Fünfeck 
I.BNOP. 

In den Punkten E, F, G, H, K errichte 
auf der Kreisebene die Normalen EQ, FR, 
GS, HJ, KV, mache jede derselben = BD 
und verbinde deren Endpnnkte zu einem 
gleichseitigen Fünfeck QRSJV-, ziehe fer- 
ner die Linien QL, RL\ RH, SM; SN, 
TN; JO, rO; VP, QP. 

Ziehe III. anf der Kreisebene im Mit- 
telpunkt W die Normale WZ + WV, 
mache tViC = der Seite der sechsseitigen, 
XZ nnd WY = der Seite der zebnseiti- 

§ en Figur, verbinde durch gerade Linien 
en Punkt Z mit den VVinkelpunkten 
der Figur QRSTV und den Punkt Y mit 
den Winkelpnnkten der Figur LMNOP, 
so ist das verlangte Ikosaeder construirt. 

Beweis der Con struction. 1. Dafs 
der Körper ein Ikosaeder ist. 

ln II. sind KQ, FR ... auf der Kreis- 
ebene normal, = und %, folglich sind 
auch QR und EF = und folglich ist 
QR die Seite eines in den Kreis EFGHK 
beschriebenen gleichseitigen Fünfecks. 
Dasselbe gilt von den übrigen Seiten nnd 
folglich ist QRSTV ein gleichseitiges 
Fünfeck. 

Es ist EQ = BD =■ des Kreises EFGHK 
Halbmesser, folglich = der Seite des gleich- 
seitigen Sechsecks, EL die Seite des 
gleichseitigen Zehnecks, ^L£(^ = A, also 
LQ die Seite des gleichseitigen Fünfecks, 
ans gleichem Grunde auch LR, aber auch 
QB, falglich AQRL gleichseitig nnd ans 
(Unselben Gründen die Dreiecke RSM, 
STN, TVO, VQP gleichseitig. 

In III. sieht man die Polygone RSTVQ 
nnd LMNOP, von den geiuchten Drei- 
ecken aber die, deren Grundlinien ST, 
TV, VQ und deren Spitzen N, 0, P sind ; 
desgleichen die, deren Qmndlinien NO, 
OP und deren Spitzen T, V sind, näm- 
lich die Dreiecke STN, TVO, VQP, NOT, 
OPV. 

Nun sind XIP, QE beide normal anf 
der Kreiaebene, also 4= nnd auch gleich; 
folglich ist XQ mit WE = dem Halb- 
messer = der Seite des Sechsecks. XZ 
ist. die Seite des Zehnecks und QXZ 
= R, daher wieder QZ die Seite des Fünf- 
ecks, aus gleichen Gröndeu VZ, und nach 
Obigem auch QV; folglich A P(?E gleich- 


seitig. Dasselbe gilt von den Dreiecken, 
deren Grundlinien PO, ON, NM, ML, 
L P sind uud deren SpMsn f ia^ Dem- 
nach ist der construirte Körper ein Iko- 
saeder. 

3. Dafs sich das Ikosaeder von 
der Kugel umfassen läfat. 

In 111. ist IPX die Seite des Sechs- 
ecks, XZ die des Zehnecks, folglich ist 
WZ-.WX=WX-, XZ 
also WZ-.WP=WP.WY 

Nun ist ^PWZ= /_PWY = R, also 
wenn nun PZ zieht, C^PWZ^ C^PWY, 
folglich /_YPZ = R, folglich gebt der 
über YZ beschriebene Halbkreis durch P. 

Aus obiger Proportion 

WZ : D V = WX : XZ 
wo 1PZ = XP und WX = XQ folgt 
XY:XQ = XQ-.XZ 

folglich ist, wenn man QY zieht, auch 
Z.‘Q^'= A, folglich geht der über YZ, 
beschriebene Halbkreis auch durch Q. 

Wird dieser Halbkreis um seinen festen 
Durchmesser PZ herumgedreht, so geht 
er aus gleichen Gründen auch durch die 
übrigen Eckpunkte des Ikosaeders; sie 
befinden sich also in der Oberfläche einer 
Kugel von dem Durchmesser PZ = AB. 

Denn da IPZ nach stetiger Proportion 
in X geschnitten ist, so ist, wenn man 
IPX in a halbirt: GZa = öOaX. Nun 
ist PZ = 3Za nnd lPX=3aX, folglich 
□ PZ = 5D»PX=5aOB Da nun AB 
= bBC nnd AB : BC=dAB .OBD, also 
aAB=baBD. Folglich □PZ = DAA 
und ¥Z = AB. 

6. Änfgabe. Ein Dodekaeder, 
welches sich von einer gegebenen 
Kogel umfassen läfst, zneonstru- 
iren. 

Constmire daz Quadrat für den Wür- 
fel No. 4, setze zwei derselben ABCD, 
CBEF rechtwinklig an einander, halbire 
ihre Seiten und verbinde die Theilpunkte 
durch die geraden Linien GK, HL, MH, 
NO. Schneide die NP, PO, HQ in den 
Punkten R, S, T nach stetiger Propor- 
tion, so dafs PR, PS, QT die gröfseren 
Abschnitte sind, errichte in A. S, T auf 
den Würfelflächen die Normalen AP, 
S IP, TX, mache diese den gröfseren Ab- 
schnitten PR, PS, QT gleich nnd zi^e 
die Linien PA, BX, XC, CW,WV, welche 
in einer Ebene liegen, gleiche Winkel 
einschlielsen und ein über der Seite BC 
des Würfels beschriebenes gleichseitiges 
Fünfeck bilden. Wird non auf jeder der 
zwölf Würfelseiten ein solches Fünfeck 
beschrieben, so bilden diese das verlangte 
Dodekaeder. 
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Reweis. 1. Dafs VUXCW eine 
gleichseitige Figur ist. 

Ziehe £/2, BS, BW. Der Theilnng zu- 
folge ist 

□ PiV-(-DiVR = 3af*Ä 
aber PN = BN 

und PR = Ä F 

folglich □ÄiV-bDA'R = 3GÄK 
NunUt □BAf-bCA'fl=DßÄ 
folglich UtD BÄ =3D«>' 

folglich 4DBF = Dß« +n«r = DBF 
folglich 'iRV =BV 

NunUt RS =2RP=iRV 

aUo RS=VW=2RV 

folglich ist BK = KVK 

Auf dieselbe Weise wird die Qleichheit 
der übrigen Seiten des Fünfecks BVWCX 
bewiesen. 

2. Dafs dieFignr in einer Ebene 

ist.. 

Ziehe durch P die PV 4^ den Linien 
äK, SIK, Terbinde ¥, II und H, X, so 
Ut YIIX eine gerade Linie. 

Denn da HQ in T nach stetiger Pro- 
portion geschnitten, und QT der gröfsere 
Abschnitt Ut, so ist 

HQ:QT= QT-.TH 

Aber HQ = HP und QT = TX = PY-, 
folglich diese Werthe eingeseUt: 
folglich HP:PY=TXiTH 
Non ist Hi>+ TX und LH mit TH4= PY. 
Erstere, weil sie auf der Ebene BD, 
letztere, weil sie auf der Ebene BP win- 
kelrecbt sind, folglich sind HY, HX in 
gerader Linie, folglich ist die Figur 
BKIKCX, in welcher die ganze XY ist, 
in einer Ebene. 


3. Dafs die Figur gleichwinklig 
ist. 

Da NP nach stetiger Proportion in R 
geschnitten und PR der grölsere Ab- 
schnitt, so Ut 

PN+ PR: PN = PN-.PR 
Nun ist PR = PS 

also NP+ PR = NS 

also NS:NP= NP-.PS 

folglich ist NS nach stetiger Proportion 
in P geschnitten und NP der gröfsere 
Abschnitt, folglich 

□ A'S-|-aSP=3nPiV 
aber PN = BN und SP = Slf 
folglich □ A'S -H □ S IK = 3D AB 
folglich auch 

□ iVB-t-DAS+nS»K = 4DAB 
Nun ist QA’B -|- QA'S =QBS 
folglich Ut 

4DA’B = DBS-1-DS»K = DBW' 
folglich BW = 2NB=BC 
Nun war nach Beweis 1. 
auch BK = BA' und V»K = CX 
Folglich ist Z BVW = Z BXC 
Auf eben die Art wird die Uleichbeit 
der Winkel KIKC, BXC bewiesen, folg- 
lich Ut BVWCX gleichwinklig. 

4. Dafs sich dieses Dodekaeder 
von der gegebenen Kugel umfas- 
sen läfst. 

Verlängere YP bis in das Innere des 
Würfels nach Z, so trifft FZ die DUgo- 
nale des Würfels, so dafs beide in Z ein- 
ander halbiren. Folglich Ut Z der Mit- 
telpunkt der Kugel, die den Würfel nm- 
fafst und PZ gleich der halben Seite PN 
des Würfels. Ziehe KZ. 

Da NS nach stetiger Proportion ge- 
schnitten und NP der gröfsere Abschnitt 
ist, so ist 

□ AS-t-DSP=33AP 
Nun ist NP=PZ und PS = PY 
also NS = FZ 

Auch ist SP= RP 
also SP=VY 

folglich □FZ-bDFK = QKZ = 3nAP 
Nun ist das Quadrat des Durchmessers 
der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat 
der Seite des Würfels, also auch das 
Quadrat des Halbmessers dem dreifachen 
Quadrat der halben Seite NP; folglich 
ist KZ der Kogelhalbmesser, Z der Mit- 
telpunkt und der Punkt K in der Kugel- 
fläche. Auf ähnliche Art wird bewiesen, 
dafs aufser K auch jeder andere Eckpunkt 


Digitized by Guoglc 




Polyeder. 289 Polygon. 


d«a Dodekaedera in der Kngelfläche li^ ; 
folglich wird das Dodekaeder von der Ku- 
gel nmfaist. 

26. Die Seiten der fünf regelmä- 
fsigen Körper lu finden. 

Es sei AB der Durchmesser der niu 
die Körper beschriebenen Kugel, in C 
und D so geschnitten, dafs AC = BC und 
AD = 2BD. Errichte in C und D Win- 
kelrechte CE, DF bis an den Halbkreis, 
ziehe AF, BF, schneide BF in \ nach 
stetiger Propo^on, so dafs Ä.V der grö- 
ßere Abschnitt ist. Errichte in A die 
Winkelrechte AG = AB »at AB ziehe CO, 
welche den Halbkreis in H schneidet, 
fälle die Winkelrechte HK auf AB, mache 
CL = CK, so dafs also LK = 2CK ist, 
errichte endlich auf AB in L die Win- 
kelrechte LM, so ist 
AF die Seite des Tetraeders 
BF die Seite des Hexaeder 
BE die Seite des Octaeders 
BN die Seite des Dodekaeders 
BM die Seite des Ikosaeders. 

Die Beweise der Constructioueu gehen 
aus den Untersuchungen No. 2ö hervor. 

Fig. 905. 




1. F ürs Tetraeder. 

Die Theilnng des Durchmessers AB in 
dem Punkt 0 stimmt genau mit der 
Theilung des Durchmessers AB in dem 
Punkt C der Fig. 900 für das Tetraeder. 
Dort ist 

AC=1BC, also AB = SBC und folglich 
AB = iAC. 

Da nun AB : AC = OAB -.OAD 
so ist auch nAÄ = \C\AD 
HO AB der Durchmesser der gegebenen 
Kugel und AD die Tetraederseite ist. 
Nun ist AF, Fig. 905 = AD, Fig. 900 
AB, Fig. 905 = AB, Fig. 900 
Folglich ist AF die Seite des in die 



Kugel vom Durchmesser AB besehriebe- 
nen Tetraeders. 

2. Für das Hexaeder. 

Auch hier ist durch D dieselbe Thei- 
lnng, Fig. 900 durch den Punkt C. Es 
ist dort Bü als die Seite des in der Ku- 
gel vom Durchmesser AB beschriebenen 
Würfels erwiesen, folglich ist auch Fig. 
904, BF die Seite des von der Kugel des 
Durchmessers AB uuifafsten Würiels. 

3. Für das Octaeder. 

Die Richtigkeit der Construction geht 
BUS No. 25, 3 hervor. 

4. Für das Dodekaeder. 

Nach No. 25, 6 ersieht man mit Fig 
904, dafs die Seite des in die Kugel ein' 
beschriebenen Würfels so getheilt werden 
mufs, um die Seite des Dodekaeders zu 
geben wie Fig. 905 dieselbe Seite BF des 
Quadrats, und dafs also die Construction 
richtig ist. 

5. Für das Ikosaeder. 

Fig. 905. ist AG=AB = 2AC 

also auch HK = 2CK 


also n«K = iOCK 

also □WC = D«fr-t-DCK=5DCK 
Da nun HC=BC, also QHC = QBC 
so ist □Cß = 5GCA' 

Nun ist AB = 2BC 
und LK = 2CK 

folglich OAB = *aBC = 20aCK 

also □AÄ = 5DtA’ 

Nach Nu. 25, 5 ist also LK die Seite 
des Secbsecks in demjenigen Kreise, von 
dem aus die Verzeichnung der Seite des 
verlangten Ikosaeders geschieht. 

Nun ist AK = LB 


also AB= LK + 2LB 

folglich ist LK die .Seite der sechsseiti- 
gen und LB die der zehnseitigen Figur 
in Jenem Kreise der die Verzeichnung 
der verlangten Seite bestimmt und die 
angeführte Construction ist richtig. 

PolyednluhleB sind in dem Art. ,Pi- 
gurirteZahlen" ausführlich abgehan- 
uelt. 


Folyedrometrie ist die Lehre von den 
Polyedern. 

PolyedrOB, s. v. w. .Polyeder*. 

Polygon, Vieleck ist sine ebene ge- 
radlinige Figur, welche von mehr als vier 
geraden Linien eingeschlossen wird. 

Figuren, die von drei, von vier geraden 
Linien eingeschlossen werden, heifsen 
Dreiecke, Vierecke. Die das P. ein- 


rv. 
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Bchlierseaden geraden Linien heiTsen Sei- 
ten, die von je zwei zusammentreffenden 
Seiten eingeschlossenen Winkel beifsen 
Polygon Winkel oder schlechtweg Win- 
kel, .Seiten und Winkel führen den ge- 
meinscbaftlicbeti Namen Stücke, Po- 
lygonstücke. Die Punkte, in welchen 
die Seiten Zusammentreffen sind die 
Spitzen. Gerade Verbindungslinien 
zweier Spitzen, ohne dals sie Seiten sind, 
die also innerhalb des P. fallen, heifsen 
Diagonalen. 

Das P. wird nach der Anzahl seiner 
Seiten speciell bekannt und beifst Fünf- 
eck, Sechseck u. s. w. Für Ermittelung 
Ton Gesetzen, die allen Vielecken, ab- 

esehen von der Anzahl deren Seiten zu- 

ommen, bezeichnet man die Anzahl der 
Seiten mit n und das Vieleck mit dem 
Ausdruck neck. 

8. Jedes neck hat n Seiten, n Winkel, 
n Spitzen. 

3. Jeder Polygonwinkel macht mit 
seinem änfseron Winkel zusammen 
4 Rechte, mit seinem Nebenwinkel 
znsammen 2 Rechte aus. 

Ist der P.-winkel hohl, so ist der Neben- 
winkel ein änfserer, ist er erhaben , ein 
innerer; auch mit diesem ist der P.- 
winkel zusammen = 2A, wenn der Neben- 
winkel negatir genommen wird. 

Die Summe der inneren und der äufse- 
ren P.winkel ist = 4nA, die der inneren 
= (2«— 4)A, also die der änfseren = 
(2n-i-4)A. Die Summe der äufseren ist 
also in jedem neck um 8R ^ als die 
Summe der inneren P.winkel. 

4 Ein nek kann höchstens (n — 3) er- 
habene Winkel haben, denn bei (n — 2) 
erhabenen Winkeln wäre deren Summe 
> (2n - 4) R. 

Ein neck, wenn es nur hohle Winkel 
bat, kann nicht mehr als 3 spitze Win- 
kel haben , denn bei 4 spitzen Winkeln 
würde die Snmmo der änfseren Neben- 
winkel > sein als 4A. 

b. In jedem neck beträgt die algebra- 
ische Snmme sämmtlicher Nebenwinkel 
= 4A, denn die Summe der P.winkel ist 
= (2n — 4) fi, die Summe derselben + der 
Somme sämmtlicher Nebenwinkel = 2nA. 

6. Ein neck mit nur hohlen Winkeln 
(n = 4 ausgenommen) kann nicht mehr 
als 3 Rechte haben, denn deren Neben- 
winkel würden znsammen mehr als 4A 
betragen. 

7. Die Anzahi der Ton einer Spitze ab 
zu ziehenden Diagonalen beträgt n — 3 ; 
es sind also überhaupt in einem neck 
n (« — 3) Diagonalen zu zieheu möglich. 


Ton welchen aber jede doppelt, rorwiits 
und rückwärts gezogen wird, die Anzahl 
der möglichen Diagonalen in einem neck 
ist also = j n (n — 3). 

Durch die too einer Spitze aus gezo- 
genen n — 3 Diagonalen wird das n eck 
1 n n — 2 Dreiecke getheilt, deren Winkel 
zusammen — der Summe der P.winkel 
sind. Da nun die 3 Winkel eines Drei- 
ecks zusammen 2 Rechte betragen , so ist 
die Summe der Umfangswinkel eines necks 
= 2 (h - 2) Ä = (2n - 4) Rechten. 

8. Macht man aus einem weck durch 
Uinzufügung einer Seite ein (n + l)eck, 
so Termehrt sich die Summe der Um- 
fangswinkel um 2A. 

Fällt das hinzukommende Dreieck aufser- 
halb der Figur, so ist die Richtigkeit augen- 
scheinlich. Es sei der Schluls des necks 
atcd-, durch Uinzufügung der beiden 
Seiten bx, cx mit Uinweglassung der 
Seite 4c entstehe das (n + Ijeck abxed. 


Fig. 906. 



Bei der Winkelbezeichnung 
bestanden die Winkel des necks aus; 
ft + d- y -f- J 

bestehen die Winkel des (n -p l)ecks aus: 
ft + 4Ä — f -f- J 

Und es soll sein 

n + ß + r + i + 2R=n + 4R-f + ,t 
ft und J beiderseits subtrahirt und ,i + y 
= 2A — f gesetzt ergibt die Richtigkeit 
des Satzes. 

9. Bezeichnet man die aufeinander fol- 
gentien Winkel eines P. mit tr, ,4, y, J 
...., denkt sich dann die Seiten alle 
entweder rechts oder links (aus einem 
Standpunkt innerhalb der Figur betrach- 
tet) rerlängert und bezeichnet die Win- 
kel zwischen jeder Verlängerung und der 
folgenden Seite mit a, 4, c, d...., so 
ist, wenn man diejenigen dieser Winkel, 
welche aolserhalb der Figur fallen , po- 
sitiT, die welche inoerhaln fallen, negs- 
tiv nimmt, die algebraische Snmme ■'> 
der Winkel n, 4, e, d ... jederzeit = 4K. 

Denn es ist o -f o = ^ -f 4 = y + c ... 
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— 2Ä; der«n Summe alio n • 3A, die 
Somme a+ß + y + .,. üt =(2»-4)«, 
die Differenz beider Summen also = 4Ä. 

10. Aehnliche Polygone. P. sind 
OB, wenn sie durch gleichUegende Seiten 
und Diagonalen in gleichliegende ähn- 
liche Dreiecke zeriegt werden. 

Oleichliegende Winkel io ähnlichen P. 
sind gleich. 

Oleichliegende Seiten und Diagonalen 
und die Umfänge ähnlicher P. stehen 
mit einander in fortlaufender Proportion. 

Oleichliegende Dreiecke und andere Fi- 
guren in ähnlichen P. sind ähnlich. 

Die Inhalte ähnlicher P. verhalten sich 
wie die Quadrate homologer Seiten , Dia- 

onalen und der Umfänge. Denn es ist 

ies bei ähnlichen Dreiecken der Fall, 
diese aber verhalten sich wie die ähnli- 
chen P. 

11. Bezeichnen a, h, c die 3 Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks und ist a 
die Hypotennse; denkt man sich nun 3 
geradiini^ ähnliche P., zu welchen a, 
i, e als nomologe Seiten oder Diagona- 
len gehören und bezeichnet deren In- 
halte mit A, B, C, so ist jedesmal A = 
B + C. 

Denn es ist = 6’ -f c’ 
ferner ß:C = 4*:c’ 
also ß-l-C:C=i> + c*:c»=a>!r* 

Weiter ist eben so 

AtC-a*-.c> 
auch B + C : C = a^: c* 
also B + C-.C = A.C 
woraus A = B + C 

12. Bezeichnen A, B, C die Inhalte 
ähnlicher P., a, b, c homologe Seiten der- 
selben, und ist yl = fi + C, so ist das mit 
a, 6, e als Seiten zu bildende Dreieck 
rechtwinklig und der rechte Winkel liegt 
der Seite a gegenüber. 

Denn ans B:C=6*:e’ 
folgt B + C;C = b’ + c*:e’ 

Da nnn B -|- C= A 
so ist A; C= c‘ : e’ 

und da AcoC 

so ist il ; C = a> :c* 


Fig. 907. 



Winkel mit dem Centriwinkel + y + iS 
+ f + 1 + auf demselben Bogen. Dem- 
nach ist 

^baA = a=i(ß + y + J + ( + ,, + ,9) 
c=Hd + r + i)-b»-M-t-o) 

* = Kv + ® + I + 0-P/J-I-J') 

S = Kl + <t-i-;»-by-|-d-(-i)) 

woraus 

o -b c -f c + J = K« 4 /» -f )■ -I- <I + » + ij + •’ -M ) 

= J4« = 6Ä 

Es ist aber 

a + i -(- c + d 4 e -b /’4 y -i- * = 1 2 R 
folglich a + e+e+g = b + A+f+A. 

14. Bei jedem Vieleck von einer ge- 
raden Anzahl von Seiten, welches um 
einen Kreis liegt, ist die Summe der 
Iten, 3ten, 5ten ... Seite so grofs wie die 
Summe der 2ten, 4ten, 6ten . . , 

Denn zieht man die Balbmesser nach 
den Berührungspunkten, wie Ce und Cd, 
denkt sich die Idnie Ck, so ist AOrk 
Si {y,Cdk, folglich ck = dk. 

Man hat demnach 

kc = kd 
le = ld 
me = mf 
ng = nf 
og = ok 
pa = pk 
gg = gb 
rc = r6 

die Reihen addirt geben 

kr Im i- no + pg = kt mn-^-op+gr 

1&. DieAnzahl derBestimmnngs- 
stücke eines P. zu finden. 


Mithin 6*4e* : c* = a* : c* 
woher 4*4c* = o* 


13. Bei einem P. von einer geraden Von den (it — 2) Dreicken , in welche 
Anzahl Seiten, welches in einem Kreis ein P. getheilt werden kann, bedarf jedes 
liegt, ist die Summe des Iten, 3ten, 5ten .. . dreier Bestimmungsstücke. Es wurden 
Umfangswinkels so grofs wie die Summe also für ein P. 3 (n - 2) Bestimmungs- 
dea 2ten, 4ten, 6ten... stücke erforderlich sein , wenn nicht, von 

Denn es steht ^bah als Peripherie- einem der beiden Anfangsdteiecken ab, 

19 * 
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jede.« folgende Dreieck in dem vorher an- 
schliefseuden io der gemeinscbafllichen 
Seite schon ein Bestimmungsstück mit 
erhielte. Also nur ein Dreieck bedarf 
dreier, von den übrigen jedes Dreieck 
nur zweier Bestiminungsstücke ; das P. 
folglich 3 + 2 (n — 3) = 2n — 3 Bestim- 
mungsstücke. 

Zu den Bestimmungsstücken eines 
Dreiecks gehört mindestens eine Seite; 
es würde also zur Bestimmung eines P. 
ebenfalls nur eine Seite erforder- 
lich sein, wenn die übrigen Bestim- 
mungsstücke aus den Winkeln besländen, 
welche die aus einer einzigen Spitze ge- 
zogenen Diagonalen mit einander bilden. 
Da die.« aber wohl nur aus Kuriosität 
einmal Vorkommen könnte, so sind min- 
destens so viele Seiten , als Dreiecke vor- 
handen sind, also mindestens n — 2 Sei- 
ten , erforderlich. 

Dem Art. .Congrnenz der Drei- 
ecke,“ pag. 43, zufolge sind Dreiecke 
nicht congriient, wenn zwei Seiten und 
der der kleineren von beiden gegen- 
überliegende Winkel einander gleich sind, 
es ent.stehen zwei verschiedene Dreiecke, 
die beide der Bedingung genügen. Es 
ist demnach auch bei den Polygonen 
zweifelhaft, oh die gegebenen 2n — 3 Be- 
stimmungsstücke auch genügende Be- 
stimmungsstücke sind. 

Kegelinäfsige Polygone. 

16. Ein regelmäfsiges P. ist ein P. von 
lauter gleichen Seiten und gleichen Win- 
keln; deren Anzahl ist unbegrenzt. 

Die Summe sämmtlicher P.winkel ist 
(2n-4)ft, 

jeder P.winkel also = — Ä. 

fl 

4 

Jeder Nebenwinkel ist = — H, 

n 

jeder Aufsenwinkel = - " ^ - R 

der Unterschied zwischen dem P.winkel 

und seinem Nebenwinkel ist = 2 R, 

n 

der Unterschied zwischen dem P.winkel 

g 

und seinem äufseren Winkel = — R. 

n 

Die Winkel eines regelmäfsigen P. sind 
nur hohl und stumpf, die Nebenwinkel 
nur spitz, die Aufsenwinkel nur erhaben. 

Jedes regelmäl'sigo P. liegt in und um 
einen Kreis, beide Kreise haben densel- 
ben Mittelpunkt und dieser ist zugleich 
der Mittelpunkt des P. Dieser Mit- 
telpunkt liegt in einem Durchschnitts- 
pnnkt der HalbimngsUnien zweier ein- 


ander nicht gegenüber liegenden Seiten 
oder Winkel, Die Normalen auf den Sei- 
ten in deren Mitten errichtet und die 
Halbirungslinien aller W’inkel schneiden 
sich alle in einem Punkt, dem Mittel- 
punkt. 

17. Zwischen zwei concentrischen Krei- 
sen, so nahe sie auch an einander liegen 
mögen, ist im gröfseren immer noch ein 
regelmäfsiges P. denkbar, dessen Seiten 
die Peripherie dos Kleineren weder schnei- 
den noch berühren. 

Denn denkt man sich an einem belie- 
bigen Punkt des kleineren Kreises eine 
Tangente und diese von beiden Seiten 
bis zum Umfang des gröfseren Kreises 
gezogen , so wird diese Sehne des grö- 
iseren Kreises, und es lassen sich 4= mit 
derselben noch viele kleinere Sehnen zie- 
hen, die also von dem Umfang des klei- 
neren fern liegen. Unter allen diesen 
kleineren Sehnen l&fst sich aber offenbar 
eine ermitteln, von deren Bogen der 
Kreisumfang ein ganzes Vielfaches ist 
und man hat in sämmtlichen Sehnen 
dieser Bogen das verlangte P. 

18. Zwischen zwei concentrischen Krei- 
sen, so nahe sie auch an einander liegen 
mögen, ist um den kleineren immer noch 
ein regelmäfsiges P. denkbar, dessen 
Spitzen innerhalb der Peripherie des grö- 
fseren Kreises liegen ohne dieselbe zu 
berühren. 

Der Beweis wie der zu dem vorigen 
Satz. 

19 Zwischen dem Inhalt A eines re- 
gelmäfsigen P. um einen Kreis und dem 
Inhalt a eines ähnlichen P in demselben 
ist der Inhalt b des regelmäbigen P. von 
doppelt so viel Seiten in eben diesem 
Kreis die mittlere geometrische Propor- 
tionalfläche also A : b = b : a. 

Ist die Seitenzahl von A, also auch 
von a = n, so ist die von b = 3n, A und 
a bestehen aus n, b aus 2n congruenten 
Dreiecken. 

Stellt Fig. 908 diese Dreiecke dar, so 
dafs 

Fig. 908. 
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/I = I» • A 
a = n • A^ml 
i = 2n • hme 

Da nan ^pmc = ^yme, so kann man 
aach schreiben 

A = 2n- Apmc 
a = 2n • C^kmk 

b = 2n • A*"»c 

Es folgt hieraus 

1. : i = Apm® ! A*“»c 

= pm : km = cm : km 

2. b-.a = /^kmcxAkmk = cm'.km 

Aus beiden Proportionen folgt 

Ax b x: t i a 

20. Ist die ganze Zahl n mindestens 3, 
BO yerhält sich der Inhalt a Jedes regel- 
mälsigen necks in einem Kreis k zur 
halben Summe der Inhalte desselben und 
des regelmärsigen 2necks in k, wie der 
Inhalt B des regelmälsigen 2necks um 
k zum Inhalt A des regeTmäfsigen necks 
am k, d. i. 

Es ist wie im vorigen Satz 

kt eine der n Seiten von a 
kc eine der 2n Seiten von i 
pg eine der n Seiten von A 
qd eine der 2n Seiten von B. 


Han hat demnach 
a = m ^kmt = 2n i^kmk 
b = 2m • Ahme 
A = n- Apmg = 2n AP"*c 
B X= 2h ^qmd = in • ^qmc 
und hieraus wie im vorigen Satz 
a xi = km X cm 

auch 

a X b = km X km = cm X pm xzoqx pq 
folglich 

1. o : a + 4 = C 9 :cp 
ferner BxA = 2Aci»9 : A c»*p 
oder 

2. B x2A = t^cmq X /^emp = cq xcp 
Also ans 1 und 2 

axHi-b — Bx 2A 
oder ax \{a + b) = B X A 

21. Betrachtet man a und A als ge- 
geben oder bekannt, so folgt aus Jen 
beiden vorigen Sätzen 

/ . .. 2oA 

I. 4 = (/a • A und 2. B = r_i;= 

a -f t o ■ A 

Für n = 4, r der Halbmesser des zu- 
gehörigen Kreises 

o = 2r»; A = 4r« 

Also die Inhalte der regelmälsigen Acht- 
ecke in und um den Kreis 

4 = j/2r> • 4r> = 2r> p2 


2 • 2r« • 4r« 
2r> -1- V'2r>T4r* 



= 8a2-l)r* 


Setzt man wieder a = 2r’v2 und A 

= 8(p2-l)r* 

so erhält man die Inhalte der regelmä- 
lsigen Sechzehnecke in und um den Kreis 

4 = 4r’ •\/2 — \ 2 und 
B = 16r> (- 1 - I 2 -1- 1 4 -f 2 V 2) 
u. s. w. 


23. Bezeichnet man Fig. 908 
mit r den Halbmesser mc des Kreises, 
mit V die Seite kt des regelmäfsigen necks 
im Kreise, 

mit «' die Seite Ac des regelmälsigen 
2necks im Kreise, 

mit S die Seite pg des regelmälsigen 
necks um den Kreis, 


22. Jedes regelmäbige P. ist = einem 
Dreieck, welches den Umfang des P. zur 
Grundlinie und die Normale (*) aus dem 
Hittelpunkt auf einen seiner Seiten (a) 
znr Höhe hat : J = 1 noA. 

Die Höhe h oder der Halbmesser r des 
inbeschriebenen Kreises ist = 

. . /2n-4„\ 


«9 • {- 


der Halbmesser ß des darum beschriebe- 
nen Kreises ist =: 


e-^‘4 


mit z den Centriwinkel pmg für eine Seite, 
nut y den ümfangswinkel, 
mit J den Inhalt des inneren necks, 
mit J' den Inhalt des änfseren necks, 
so hat man 

1. r = — _ — 

r4*,>-»> 

2. , = ) 4r* - »,* 

3. », = k 2r» - r I 4r* -7* 

24. Aus Formel 2 und 3 findet man 
die Seiten der regelmälsigen P. im Kreise 
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= rJ'S 

— r 

= r J 2 — |^'3 


Polygon. 


des Vierundzwanzigecks = r V2 — |'2 + v'3 

des Achtundvienigecks = r 2 - V 2 + (<2 + j^3 

des Sechsondnennzigecks= r 1^2 - |/2 + V^2 + v'2 +1'3 


D. s. 

< des Vierecks 


= ry: 


des Achtecks = r J 2 — 1 2 

des Sechzehnecks = r V ‘2 — j 2 + ) 2 

des Zweinnddreifsigecks = r j. 2 - 1^2 + I 2 + V2 

des Vienindsechzigecks = r ^^2 - 2 + l" 2 + j'r+ 

II. s. w. 


$ des Fünfecks 

<’ des Zehnecks 

des Zwanzigecks 

des Vierzigecks 

des Achtzigecks 
n. s. w. 

» des Funfzehnecks 


1 4 - V 5 
= — 2“ 

- 1 + V6 


,/5 + V'5 
2 


= r|/2-[ ^ 

= rl / 2-]/2 + y?+(/^'-^ 

= ir (j/Io +^5 - V15 + K3) 
z, des Dreifsigecks — jr — 3(6 1 + 

25. Ferner findet man die Seiten der nm den Kreis liegenden P. : 

2t, r 


S = - 


Zur Bestimmung der folgenden Formeln nimmt man also », ans den No. 24 
anfgestellten Formeln. 

Es sind also die um den Kreis liegenden Seiten: 

S des Dreiecks _2rV3 

V4r*-(rv3)‘ ‘ 


des Sechsecks 
des Zwölfecks 

des Vieriindzwanzigecks 
des Achtnndvierzigecks 


2t • r . „ 

: = = |r t'3 

|V* - r» 


_ 2 ■ r )'2 - V 3 • r , '2 - | 3 „ „ 

= — — ’ = 2r I - — - = 2r (2 - J 3) 

I 4r«-r‘(2 - V'3) ^ 2 + |'3 


2rV2-v2 + V3 
V4r’-r’(2-l2 + 1 


= 2r(2 + l'3)(2v2^ V3- l) 

= 2ri/ 

^ 2 + (/ 2 + 1^2 + l'2’+ V3 
= V'14 - 3V^ [2 - V2 + V2 + Ts] 


2 - 1 2 -i V 3 
2 + 1'2 + 1 3 
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des 8echsundaennii|;ecks 

n. s. w. 

S des Vierecks 
des Achtecks 

des Secbtehnecks 
des Zweiunddreifsigecks 

des Vieiandsechzigecks 
n. s. w. 


j-i - \-2 + 1^2 + \'2 + t-3 . 
2 + j/'^2 + l'T+l-2 + t'3 


1 -|^=2r(,2-l) 

[/ = 2r [ I 2 (3 + Vä) - I 2 - 1 ] 
’ 2 + | '2 + I 2 

h-Vj Jrti + V2 
3 + V2 + (2TF2 
/ 2-|/2 + V '2 + v '3 + V 2 


2 + ^^^2 + K2 + j-2 + V2 


S des Fänfecks 
des Zehnecks 


des ZwsDzigecks 


des Vierzigecks 


des Achtzigecks 
n. s. w. 



26. Nachdem nun No. 24 und 26 die / Jt" 

Seiten der in und nm den Kreis be- mk = 1/ r> — — = J j'4»* _ 

schriebenen P. gefunden worden , hat man * 

nun deren Inhalte zu linden. mithin den Inhalt des Dreiecks 

Zu diesem Behuf hat man Fig. 908 das *** = 1* 

auf die Seite hl gelallte Apothema und den Inhalt des P. = — s’ 

Also die Inhalte der in dem Kreise beschriebenen P. 

J des Dreiecks = |r’ | 3 

des Sechsecks = )r’ | 3 

des Zwölfecks = 3r’ 

des Vierundzwanzigecks = 6r> v'2 — k 3 

des Achtnndirierzigecks = 12r’ K2 - 1^2 + k'3 

des Sechsnndnennzigecks = 24r* 3 — V*2 + k 3 + p3 

u. s. w. 
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des Vierecks 

= 2r* 

des Achtecks 

= 2r« 12 

des Sechzehnecks 

= 4r» 12 -T2 

des Zweiunddreifsigecks 

= 8r* +T2 

des Viernndsechzigecks 

= 16r* ^2 - I 2 + l'2 + t'2 

n. s. w. 


des Fünfecks 

= Jr» 110 + 21'5 

des Zehnecks 

= lr>(/lO-2V'5 

des Zwanzigecks 

= ir* 1/6 - 2 V'6 

dea Vieizigecks 

-10r.|/2 

des Achtzigecks 
U. 8. w. 

= 20r']/2-y^2+ |/ 


U® ili® Inhalte der unbeecbriebe- 
non P. zu finden, hat man zur Höhe Im 
auf der Seite pg:=z S den Halbmeaser r, 
daher der Inhalt des gmp = JrS und den 


Inhalt J dea P. = ^nrS. 

Demnach den Inhalt der um den Kreis 
beschriebenen P. 


J des Dreiecks 
des Sechsecks 

des Zwölfecks 
des 


= 3r> V3 
= 2r> v/3 

f 2 + V3 


= 12r* (2 - J/3) 


des 


Viemndzwanzigecks = 24r> r/ ? — = 2ir' [2 l'2Tv3 - (1+ 1 2ll 
r 2 + v' 2 + |3 _ ^ TI 

AchtnndTieiiigecks = 48r« 1 /^ “ - ^ + + =48r^[2-^'2^-^'2+^^] 

r 2 + V 2 + 1/2 + V3 


des Sechsnndneunzigecks = 96r> |/. 

J des Vierecks = 4i-j 

des Achtecks 


2-)/2 + K2 + y2 +V3 

2 + |/2 + K 2 + i /^~73 


des Sechzehnecks = 16r* t/ ^ ~ ^ ^ + 

y 2 + v 2 + yi 

des Zweiunddreifsigecks = 32 r> ]/ ^ V'2 ;f V2 

' 2 + K 2 + v'2 + y'2 


des Viernndsechzigecks = e4r> 

2 + 1/2 +V^2 + I 2 + V2 


J des Fünfecks 
des Zehnecks 

des Zwanzigecks 


= 5r’ [.6 — 2^0 
= 10 r» 

^ 2 

2 - 1/^-*^ 


= 20r* 


Digilized by Google 


Polygon. 


d«f Vienigecki 


des Aehtzigecks 


Oe 8. W. 


297 


Polygon. 


Ä 40r* 


f- 

2 + 


+J'5 

2 


= 80r> 


2 + 


- /s + |/a+ (/! 


+ vf> 

2 


'5 + V5 
2 


/2 + 1/2 + j/' 


'6 +V5 


28. Trigonometrische Bestimmung der 
P. und ihrer Stücke. 

Es ist der Centriwinkel einer Seite 

. = Ak=36£! 

M fl 

der ümfangawinkel 

M fl 

die Seite des necks im Kreise 

- . IdO" 

t = 2rnn 

n 

die Seite des »eeks nm den Kreis 
n 


8 = ir • tg 
der Inhalt des inneren necks 

n 


. , , 180° 
= in»* cot 


J = inr’sin 

der Inhalt des änlseren necks 

,, , . 180° . 180° 

J = nr* lg = ln S* cot 

n n 

der Halbmesser des Kreises 

180° 180° 

r = i» . cotec = iS cot 

n * n 

1. Für das Dreieck ist 

s = = 120° 

y = |Ä = 60° 

» = 2r ■ »in 60° 

S=2r • lg 60° 
r = i» . eoitc 60° 
r = • cot 60° 

J=^r^. »in 120° 

J = f »’ » cot 60° 

J' = 3r> • lg 60° 

J' = i S> . cot 60° 

2. Für das Viereck ist 
s = A = 90° 

y = Ä = 90° 

» = 2r . sin 45° = 1,414 2136 X r 

S = 2r . «y 46° = 2,000 OOOO X r 


= 1,732 0508 X r 
= 3,464 1016 X r 
= 0,677 3503 X • 
= 0,288 6751 X S 
= 1,209 0381 xr3 
= 0,433 0127 X »> 
= 5,196 1624 xr* 
= 0,433 0127 X S» 


r = i » • cotec 46° 
r = I S • col 45° 

J = 2ri • »in 90° 

J = »> . coi* 45° 

J' = 4r> . lg 46° 

J' = S> • cot 45° 

3. Für das Fünfeck ist 
s = I A = 72° 
y = I A = 108° 

» = 2r • »in 38° 

S=2r • lg 36° 
r = i » • coitc 36° 
r = iS • cot 36° 


= 0,707 1068 X » 
= 0,500 0000 X 8 
= 2,000 0000 X r* 
= 1,000 0000 X »* 
= 4,000 0000 X r» 
= 1,000 0000 X S> 


J = i r* « »in 72° 


J = \l>.lg3G° 

J' = br^ . lg 36° 

J' = JS* . cot 36° 

4. Für das Sechseck ist 
s = |A = 60° 
y = |A = 120' 


= 1,176 6706 X r 
= 1,643 0862 X r 
= 0,805 6508 X » 
= 0,688 1909 X S 
= 2,377 6412 X r> 
= 1,720 4774 X »* 
= 3,632 7130 X r> 
= 1,720 4774 X S’ 


» = 2r 
S= 2r 

r = i» 
r = *S 
J = 3r» 
J = |»> 
J’ = 6r> 
J' = fS’ 


»in 30° 
lg 30° 
cotec 30° 
cot 30° 

• »in 60° 

• cot 30° 

■ lg 30° 

• eol 30° 


5. Für das Achteck ist 
* = *A = 46° 
y =-JA= 136° 


= 1,000 0000 X r 
= 1,154 7006 X r 
= 1,000 0000 X» 
= 0,866 0254 X S 
= 2,598 0762 xr* 
= 2,598 0762 x »> 
= 3,464 1018 xr> 
= 2,698 0762 x S» 


» = 2r 
S= 2r . 
r = i» . 
r = iS 
y=4r> 
J = 2»> 
J’=Sr* 
J ’ » 3S» 


«in 22° 30' 
tg 22° 30' 
cotec 22° 30' 

■ cot 22° 30' 

■ sin 46° 

• cot 22° 30' 

■ lg 22° 30' 

• cot 22° 30' 


- 0,765 3668 X r 
= 0,828 4272 X r 
= 1,306 5628 X s 
= 1,207 1068 X S 
= 2,828 4272 x r> 
= 4,828 4272 X »> 
= 3,313 7088 X r> 
= 4,828 4272 X S> 
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6. Für das Zehneck ist 
s = J Ä = 36° 

y = J R = 144° 

» = 2r.»ii*18° =0,618 0340 xr 

S=2r- lg 18° = 0,649 8394 X r 

r = ^« • coiec 18° = 1,618 0340 X # 

r = iS -col 18° = 1,538 8417 X5 

J = 5r> • rin 36 ° = 2,938 9265 xr’ 

J = • col 18° = 7,694 2087 X «’ 

J’ = lOr* . tj 18° = 3,249 1970 X r’ 

J’ = i S> • col 1 8° = 7,694 2087 X .S> 

7. Für das Zwölfeck ist 
s = *R = 30° 

y = |R = 150° 

» = 2r • rin 15° = 0,517 6380 X r 

S=‘iR • lg 15° = 0,535 8984 x r 

r = ij • cwec 15° = 1,931 8522 X » 

r = iS -CO» 15° = 1,866 0254 x5 

J = 6r* • rin 30° = 3,000 0000 X r> 

J = 3s>-coM5° = 11,196 1524 xs* 

J' = 12r* • lg 16° = 3,216 3904 x r* 

J’ = 3S* • col 15° = 11,196 1524x5* 

8. Für das Funfzehneck ist 
1 = AÄ = 24° 

y = H ft = 156° 

, = 2r ■ rin 12° = 0,416 8234 X r 

S=2r-Iyl2° = 0,425 1130 xr 

r = if * cotee 12° — 2,404 8671 X * 

r = iS -col 12° = 2,352 3150x5 

y = il r* • lin 24° = 3,060 6245 X r* 

J = >> j* • col 12° = 17,642 3629 X s* 

J' = 16r* • IJ 12° = 3,188 3475 X r* 

J’ = ü 5* ■ col 12° = 17,642 3629 x5* 

9. ^ür das Sechzehneck ist 
, = ift = 22° 30' 

y= ift = 167°30’ 

, = 2r • rin 11° 15' = 0,312 8690 X r 

5 = 2r . Ij 11° 16' = 0,316 7688 X r 

r = i# • cosec 11° 15'= 3,196 2266x1 
r= iS . col 11° 15' = 3,156 8757 x5 
/= 8r* • rin 22° 30' = 3,090 1700 X r* 
/= 4f* . col 11° 15’ = 31,568 7570 -X»* 
y = 16r* • I» 11° 15’ = 3,167 6880 X r* 
y = 45* . col 11° 15’ = 31,668 7570 X 5* 

10. Für das Zwanzigeck ist 
» = { ft = 18° 

y = |R = 162 ° 

» = 2r ■ rin 9° = 0,212 8690 X r 

5= 2r • ly 9° = 0,316 7688 X r 

r = i* • eoMC 9° = 3,196 2266 x • 


|. = i .S • col 9° = 3,156 8757 X S 

y=ier*-rinl8° = 3,090 1700 X r* 

y = 5.* . col 9° = 31,668 7570 X »* 

y’ = 20r*' ly 9° = 3,167 6880 xr* 

J' = 55* • col 9° = 31,668 7570 X 5* 

11. Für das Vierundzwanzigeck ist 
s = ift= 15° 

y = Ul ft = 166° 

, = 2r ■ rin 7° 30° = 0,261 1 124 X r 

5 = 2r ■ ly 7° 30’ = 0,263 3050 X r 

r = i» . cotec 7° 20” = 3,829 7683 X t 
r = i 5 . col 7° 30' = 3,797 8770 X 5 

y = 12r* . rin 15° = 3,105 8280 X r* 

y = 6i* • col 7° 30' = 45,574 6246 X «* 

y' = 24r* • ly 7° 30' = 3,159 6600 x r* 

J' = 65* • col 7° 30' = 46,574 5246 X 5* 

12. Für das Fünfnndzwanzigeck ist 
s = 0,16Ä = 14° 24' 

y = l,84ft = 165° 36’ 
s = 2r-rin7°12’ = 0,260 6664 X r 

S = 2r • ly 7° 12' = 0,262 6588 X r 

r = i» • cotec 7° 12' = 3,989 3664 x t 
r = iS . col7° 12’ = 3,957 9076 x5 

y = 12,5r*.»inl4°24’= 3,108 6237 X r 
y = 6,25»* • col 7° 12’ = 49,473 8444 X »* 
y = 25r* • ly 7° 12' = 3,168 2350 X r* 

y = 6,26 5* • col 7° 12’ = 49,473 8444 X 5* 

13. Für das Dreilsigeck ist 
, = A ft = 12° 

y = i|ft= 168° 

, = 2r • rin 6° = 0,209 0670 X r 

S = 2r • ly 6° = 0,210 2084 X r 

r = « * cotec 6° = 4,783 3833 X » 

r = i 5 . col 6° = 4,757 1822 X 5 

y = 15r* ■ »in 12° = 3,118 6765 xr* 

y = 7,5»* • rol 6° = 71,357 7337 X»’ 

y’ = 30r* . ly 6° = 3,153 1260 X r* 

y = 7,6 5* • col 6° = 71,367 7337 X 5’ 

14. Für das Zweiunddreilsigeck ist 
s = 0,125ft = 11° 16' 

y = 1,876 R= 168° 45’ 

»= 2r.»in5°37’30” = 0,196 0343 X r 
S = 2r.|y6°37’30" = 0,196 9829 xr 
r = i».co»»c6°37'30”= 5,101 1594 X » 
r = i5-col5°37’30'' = 6,076 5850 X S 
y=16r*.»inll°15’= 3,121 4448 X r* 
y = 8»*-coI5°37’30" = 81,226 3600 X.’ 
y = 32r*- ly 5° 37' 30"= 3,161 7264 xr’ 
y = 8S*-col5°37’30’’= 81,226 3600 X 8’ 
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15. Für das VieTzl|;sclt ist 
» = 0,11t = 9° 
y = 1,9K = 171° 


» = 2r.rii* 4° 30’ 

= 

0,157 2082 xr 

.S=2r.«j4°30’ 

= 

0,157 4034 X r 

r = i» • co.ec 4° 30’ 

SS 

6,360 9907 X » 

r = iS • CO« 4° 30’ 

= 

6,353 1012 X 8 

J= 20r«. >tn 9° 


3,128 6900 xr« 

/=10»«.co« 4° 30’ 

= 

127,062 024 X.« 

J* = 40r« • «, 4° 30' 

= 

3,148 0680 X r« 

J' = lOS« • CO« 4° 30' 

= 

127,062 024 xS« 

16. Für das Achtundvierzigeck ist 
i = -^R = 1°30' 

, = »«= 172° 30’ 

. = 2r.»m3° 45’ 

= 

0,130 8062 xr 

S=2r-«, 3° 45’ 

= 

0,131 0870 X r 

r = i«.co..c 3° 45’ 

= 

7,644 8995 X . 

r = iS.co« 3° 46’ 

= 

7,628 5263 X S 

J=34r«..m 7° 30’ 

= 

3,132 6288 xr« 

J= 12.« - CO« 3° 45’ 

= 

183,084 63 X.« 

X = 48r« . lg 3° 45’ 

= 

3,146 0880 xr« 

J’ = 125« -CO« 3° 46’ 


183,084 63 xS« 


17. Fni das Fonfzigeck ist 
1 = 0,0811 = 7° 12' 

y = 1,92 R = 172° 48' 

* = 2r.««i3°36’ = 0,125 5810 xr 

S=2r.»j3°36’ = 0,125 8294 xr 

r = ^» • eottc 3° 36' = 7,962 9873 x » 

r = iS • CO« 3° 36' = 7,947 2729 X S 

J = 25r» • «n 7° 12' = 3,133 3300 Xr« 

J= 12,5»« 'Col 3° 36' = 198,681 825 x »« 
./' = 50r« . «j 3° 36' = 3,145 7350 xr« 

J’= 12,5S« .CO« 3° 36'= 198,681 825 xS« 

18. Für das Sechzigeck ist 
» = AÄ = 6° 

,= »« = 174° 

» = 2r.»ii»3° = 0,104 6720 xr 


r = iS.co«2°48’45" = 10,177 7347x5 
/=32r«.»in5°37'30”= 3,136 5488 Xr« 

/= 16.« -CO« 2°48'45"= 325,687 5117 v .« 
J’ = 64r«.«j2°48’45"= 3,144 1152 xr« 

J' = IGS« •eo«2°48'45"= 325,687 51 1 7 X S « 

20. Fnr das Ächtzigeck ist 
i = 0,05« = 4" 30' 

,= 1,95«= 175°30' 

s = 2r.»i«20°15' = 0,078 5196 Xr 

.S=2r.«j2"15' = 0,078 5802 Xr 

r = i» • co.ec 2° 1 5' = 12,735 6732 X . 

r = IS .CO« 2° 15’ = 12,725 8500x5 

J = 40r«..in4°.30' = 3,1383640xr« 

J = 20.« ■co«2°15’ =509,034 0000 X.« 

J' = 80r«-«,2°15’ = 3,1432080xr« 

J' = 20S«-co«2°15’ =509,0340000 x 8« 

21. Für das Sechsandneunzigeck ist 
s = A« = 3°45' 

, = »«=176° 15’ 

» = 2r..inl°52’30’’ = 0,065 4380 xr 

S = 2r.«,l°52’30" = 0,065 4732 Xr 

r = i».co.ecl°52’30'’= 15,281 6421 X» 
r = is.co«l°52’30" = 15,2734196x5 
J = 48r«.»i»3°45’ = 3,139 3488 Xr« 

J = 24»«.co(l°52’30"=733,124 1398X «« 
J’ = 96r« . (, 1° 52' 30" = 3,1427126xr« 

J' = 24S« -CO« 1° 52' 30"= 733,124 1398 xS« 

22. Für das Hunderteck ist 
s = 0,04« = 3° 36’ 

, = 1,96« = 176° 24' 

» = 2r.nnl°48' = 0,062 8216 Xr 

S = 2r.«j 1°48' = 0,062 8526 Xr 

r = i» • co.ec 1° 48' = 15,918 0918 X. 

r= iS-co«l°48' = 15,9102573x5 

J = 50r« . »i« 3° 36' = 3,139 5250 Xr« 

J = 25.« • CO« 1° 48' = 795,512 8675 X »« 

J' = 100r«.«j 1°48’ = 3,142 6300 xr« 


S=2r.«, 3° = 0,104 8166 xr J’ = 25S« • co« 1° 48' =795,512 8675x8« 


r = i» • CO..C 3° = 9,653 6622 X » 

r = iS • CO« 3° = 9,640 6680 X S 

/=30r«.»i» 6° = 3,135 8560 xr« 

J=15»* .CO« 3° = 286,2 17 0394 X.« 

J'=60r«.«,3° = 3,144 4680 xr« 

J’=15S«.co<3° =286,217 0394x5« 

19. Für das Viernndsechzigeck ist 
, = ,■,« = 5° 37’ 30” 

, = »«=174° 22’ 30" 

. = 2r.»ia2°48’46" = 0,098 1.353xr 

S = 2r.«,2°48’46" = 0,098 2536 xr 

r = is.eo».c2°48’45’’= 10,190 0116 x. 


PolygonalMhlen sind in dem Art. ,Fi- 
gurirte Zahlen“ ausführlich abgehan- 

Poljgonometrie ist die Lehre Ton den 
Polygonen, besonders von der Ausmes- 
sung und Berechnung derselben. 

PolyBom, 8 . T. «. Hultinom. 

Polynomial-Coencieat, s. den folgen- 
den Art. 

Polynomischer Satz ist die Anweisung 
zur Bildung der Potenz von beliebigem 
(irade eines Polynoms, also die geordnete 
Entwickelung der Reihe 
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m«nt« a nnd i in allen möglichen Com- 
Beteicbnet man sämmtliche Glieder binationen mit Wiederbolnngen a” b" 
Tom iweiten ab mit einem einiigen Zei- „nd a"~'” b'” ron 0 bis ii. Dies Geaeti 
eben X, so hat man (a i: x)", folglich die geht bei 3 Gliedern auf 3, bei m Gliedern 
Ani^abe des binomischen Satzes. auf m Elemente über; daher hat ein Po- 
Die in ihren einzelnen Gliedern ent- Ijnom von m Elementen zur nten Potenz 
wickelte nte Potenz, eines Binonu ent- entwickelt (nach dem Art. ,Combint- 
hält (n-t-1) Glieder und zwar beide Eie- tion*, pag. 36) 

N = + Glieder (1) 

1*2 • 3 •••«•• fl 


2. Um das Gesetz der Bildung einer dienen: 
solchen Potenzenreihe vorläufig anschau- (o -f i -)- e -f </)* 

lieh zu haben möge folgendes Beispiel Han erhält 


o‘-f4o*ä-f4o’c-i-4o*d-t-6o>i> + GoV + 6a‘d> -|- 12a*ic -t- 12«*iif -f 12o*c«f -P 4oi> 
+ 4oc* + iad’ -b 12o4*c -b 12o4*d -b J2oic> -b 12a&d* + 12ac>d -b 12oc</> -b 24aicd 
-b l‘-b44*c-b44*d-b 66*e* -b 66*d‘ -b 124*cd -b 46c»-b 44d> -b 126c*d-b 124cd> 


-b c* -b c*d -b c*d* -b cd* 

-bd* 

Die erste Abtheilnng mit dem ersten 
Glieds a hat 4 Elemente und die dritte 
Ordnung, weil zu dieser a nicht hinzu- 
gezählt werden kann, 

also * ^ ^ = 20 Glieder 

1*2*3 

Die zweite Abtheilnng mit 
dem ersten Gliede 4 hat 3 Ele- 
mente nnd die dritte Ordnung, 

also ^ ^ = 10 Glieder 

Die dritte Abtheilung mit 
dem ersten Gliede c hat 2 Eie* 
mente nnd die dritte Ordnung 
2*3*4 

mithi n — - - 4 Glieder 

1*2*3 

Die vierte Abtheilnng mit 
dem einzigen Gliede (1 Ele- 
ment und dritte Ordnung) ^ 1 Glied _ 
Summa 35 Glieder 
Die ganze Potenz hat 4 Elemente mit 

4ter Ordnung, mithin = ^5 Glie- 

der. 

3. DieAnzahl der Elemente soll 
immer mitm, die Summe der Ein- 
heiten des Potenzexponenten im- 
mer mitn bezeichnet werden. Ex- 
ponent immermit Jf, Elementim- 
mer mit £. 


4. n ist zugleich die Anzahl der Di- 
mensionen jedes Gliedes: 

a"4; a”~^bed u. s. w. 

Ist m>n, so kann folglich jedes ein- 
zelne Glied höchstens n einzelne E ent- 
halten. Hat kein E eines Gliedes einen 
A, so fehlen (m — n) E. 

(a -b 4 -b c -b d -b «)’ kann a*, a’e, ad', abc, 
cdt enthalten, nicht aber a’4*, ed'e. 

Ist m< n , so mufs in jedem Gliede 
mindestens ein E in Potenz Vorkommen, 
(a -b 4 -b c)* hat nur Glieder wie a*4c, 
o4*, c^. 

Eine Potenz in welcher m = n ist, 
heifst eine vollständige Potenz. 

ö. Zu Erlangung einer gewissen Ge- 
wandtheit in der practischen Handhabung 
für Ausübung der Hauptregel zur Zu- 
sammenstellung einer geordneten Reihe 
von Gliedern der Potenz eines Polynoms, 
soll hier ein etwas ausgedehnteres Bei- 
spiel als Richtschnur vorangestellt wer- 
den, nämlich das Beispiel 

(o-b4-bc-b</-be + A-b» -b *)' 

Das Polynom hat 8 Glieder, es soll 
zur 8ten Potenz erhoben werden, nnd die 
Potenz ist eine vollständige. 

Nach No. 2 beträgt die Anzahl der Glie- 
der: 


, 8-9-10-11-12-13-14-15 

1. Der ganzen Potenz = 

2. Der ersten Abtheilnng mit dem ersten 


= 6435 Glieder 
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3. 


Glieds a = 


8 • ;s • 10 ■ 


12. 13. 


1.2-3. 4.&.6. 
Der zweiten Abtheilung mit dem ersten 


** = 643D = 3432 Glieder 

7 10 


Glieds 4 = 


8 • 9 . 10. 11.12. 


1 ■ 2- 3 . 4 . 5 

4. Der dritten Abtheilung mit dem ersten 
10-11 . 12 _ ^ 
3 . 4 ’. 5 “ 13 

5. Der rierten Abtheilung mit dem ersten 


^-^X6435 


Glieds c = ^ ^- 
l . 2 • 


= — X 1716 


8 . 9 . 10 • 11 


Glieds d = — ~ — ^ X 792 

1 • 2 • 3 . 4 12 

6 Der fünften Abtheilung mit dem ersten 


Gliede e = 


1 




7. Der sechsten Abtheilung mit dem ersten 
Gliede / = 1x120 


= 1716 


792 


= 330 


= 120 


= 36 


8. Der siebenten Abtheilung mit dem 

ersten Gliede y = — = 8 , 

der Glieder Summe 6435 Glieder 

Die Potenz (a + 6d-ed-d + « + ^ + j + *)’ hat nun folgende Glieder. 

I. Diejenigen Glieder, welche nur aus einem E bestehen: 

I I Anzahl 

I der Glieder 



Es ist dies das einzige Glied a" 

1 

1 

II. Diejenigen Glieder, welche aus zweien E bestehen. 


a>(k + e + d + e + f+t + k) 




+ a‘(4» + c« + d»+e> + /« + j> + A*) 




+ (4’ + c* + d* + e’ + /* + y’ + A“) 




+ o*(4‘ + c* + d* + e* + f* + »‘ + *‘) 




+ a* (4‘ + + d* + c' + + s* + A‘) 




+ a» (4* + c» + d« + + /< + y« + A») 




+ fl (4' + c' + <P + e' + r + 9 ' + *’) 




in Summa 7x7= 

49 

49 

III. Diejenigen Glieder, welche aus dreien E bestehen. 

1 

(a*4 + fl‘4*+a‘4»+o*4* + o’4‘+fl4')(c + d4«+A+J + *) • • 

36 


2 

a*c*+a*c* + a*r* + ac*) (rf -|- e + p + A) . . . 

30 


3 

.... 

24 


4 

(a'«4-aV + fl*e* + flV + aV + o«*) (f+y + A) 

18 


5 

(aY+o‘/’ + «*/’ + or + «’r + «/^(j + *) 

12 


C 

(fl*y-(-aV + “*S*+ ®V+ “V + ®9*)* 

6 


7 

aVCc + d + e + f+y + A) 




a‘c*(d + « + /'+y + A) 




fl»d«(e + /+y4 *) 




aVY + y4 A) 




a‘/’(y4-*) 




fl*y* h ... 

21 



Latus 

147 

60 
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I Anzahl 
j der Glieder 

Transport 147 ! 50 

8 •■*’) + (aV + ..oc»)(d« 4- ..**) I | 

+ C<iV+..ud')(«’ t ..*») p(u‘e + ..o«‘)CA’ f <)■■'•( *•) I 

+ (“Y+. + •■«9’)*’ 105' 

!* o<A^(r + d + e + M ,0 + A) | | 

a V (d + e + ^+ j + *> I I 

o*iO (r + / 4 9 + A) I 

o^«’(/+9 + A) ! ! 

o*r‘(9fA) I 

0*9’* 21 ! 

10 „«4>(c> + <fi4e« + /* + (,»4*») j 

a‘c*(d»4e’ + P+9HA') 

a*<P (e* 4 ^ + j’ + A") 
fl*** (/* 4 9* + **) 

«V(9’ + *’) I 

o‘y* A* 21 

11 aH*{c + d + e + f+ 9 + h) 
a*c* {d + e + f + g + h) 

«•rf* (e 4 ^4 j 4 A) 

»’«* (/ + 9 + A) . 

o*/’ (9 + A) j 

oVA • 21 

12 a>i«(c»4d’ + e’ + /’+9M A») i 

oV(<P4e* + r' + .9’'+A»; I , 

a V (f* 4 9* + **) ; i 

«‘Pto’ + A’) i 

aVA’ . 21 

13 o‘i>(c«4d' + e’ + f’ + 9’ + A*) 
a>c»(<P4** + /’ + 9’ + *’) 
a’cP (c* 4 ^ 4 9’ 4 A>) 

nV (T + 9’ + A*) 
o’/’Cy* +A*) 

0*9* A* 21 

14 (a^A4„ai*)(c’4..A*)4 (a‘c 4 . . ac*) (<P 4 • • A ’) 

4 (a*d 4 . . ad*) (e* 4 . . A •) 4 (b<« 4 . . ae*) 4 y * 4 A*) 

4(aVl ..a/*)(y*4A*)4(a*94..ay*)A* 84 

1 5 (a’i 4 a’4’ 4 o4*)(r* + ••**) + (“’<■ 4 . . ac*) (rf* 4 • • A*) 

4 (a’d4 • • ad*) («‘ 4 • • A*) 4 (a*e 4..a«’)(^49*4A*) 

4(aV+o’^+oA^Gl‘ + **) + («’9 + «V + A9’)A* .... 63 

16 a*4‘(c4</+e + A+9+A) 
a«c‘(d4« + A+9 + A) 
a*d* (e + r + 9 + *) 

oV (/■ 4 9 + A) 
a*P (j + *) 

aVA 

I Latus I 525 { 50 
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17 


18 


19 


20 


a»6*(c> + rf« + «» + r* + ?■■' + *’) 

aV(d* + .’ + P + j’ + A>) 
a»d*(e’ + f' + 5 ’ + *») 
aV(/» + 9> + *•) 
arCj^+A*) 
aY ** 

a»i*(c’ + d> + e> + r + j’ + A“) 

aV(d> + e> + /> + S'‘ + A») 
a'd»(e» + P + j’ + A>) 

«VCr + s’+A’) 
o>P(s* + A^ 
a»j»A> 

flV(c* + rf‘ + e‘ + P + 9* + A<) 
oV(<l* + e< + /* + j‘ + A*) 
«•rf»(e« + /» + j* + A‘) 
aV(/* + 9* + A*) 
o’r(9*+ A‘) 

«y A‘ 


Trans i>ort 


Anzahl 
der Qlieder 


525 


21 


21 


21 


+ ..A») 


I 


(o*A+ fli») y + ..*»)+ (a’c + ar’)(d’ + ■ • A‘) +(n*d + <»d^(«H- 

+ 4 a«’) (P + 9* + A’') + (a Y + aP) (9* + A‘) + (a*9 + ag') k 

21 I a4(c‘ + --*‘) + oc(d‘ + -.A*) + a<l(e‘ + ..A') + ar(/*4 9‘+A‘) 

I +a/(9‘ + A‘)+a9A* 

IV. Diejenigen Glieder, welche aus vier E bestehen. 
Erklärung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character 
(a‘6c+. .aic^) = a‘Äc + a*i*c + a* ic* + a’ c + a’i’c’ + a’5c* 

I o’ 6*c + a’4*c* + a’ Ä’c* + a’4c* + aA‘c + bA*c’ + ai’c* 

+ a4’c* + aic* beträgt 15 Glieder. 

(a*ic + ..aic*) hat 10 Glieder. 

(a*5ci-aAc*) hat 6 Glieder, 
j (a*6c+aAc*) hat 3 Glieder. 

I (a‘ »c + . . aicY(V+e+A+S+A)+ (a‘4d + . . a4«P)(e + . . A) 

+ (o»ie + . . ate^)(f+g + A)+ (a‘ + . . aiP)(9 + A) 

+ (a‘A9+..aA9‘)A 

(a* ic + .. aic*) (<P + .. A*) + (a< 4d+ .. ai<<*) («’ + .. A>) 

+(aHe + . . a4«*KP + 9’ + A>) + (a* 4^ + . . aip) (9> + A*1 

+(a‘A9 + ..a69*)A’ 

(a> 4c f . . a4c>) (d*+ A») + (a* Ad + . . a 4<P) (e* + . . A») 

+(a‘Ae + .. aAe») (p+9>+ A*) +4a» A^+ . . a 4p)(9’+ A») 

4-(a’49 + ..aA9^A’ 

(a> Ac + . . aAc^jCd* + ■ . A*) + (a‘ 4rf + . . aAd*KcH . • A‘) 

+ (a» Ae + . . aAe»)(/‘ +9‘ + A*) + (a> AA+ . . a4P)(9*+ A*) 

■^Ybg + ..abg*)h* 

a Ac(d* + . . A») + aAd(e‘ + . . A‘) + aAe (/» +9* + A‘) + 0 A/-(9» + A») 

+ abgk> 

(a‘cd+..acd‘)(e+.. A) + (a‘ce + ..aee‘)Y+9 + A) 

+ (a» c^+ . . acP) (9 + A) + y C9 4- . . . ac9*) A 

(o*cd + .. acd*)(e> + . • A*) +(a*ce + . . ace*) (P +9*+ A») 

4- (a* c/' 4- . . acP) (9’ 4- A*) + (a‘c9 4- . . aeg*) A> • 

Latus 


225 

150 

90 

45 

15 

150 

100 

775 


50 


42 


21 1 647 


697 
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Transport 

(a* crf +■• ocd*) (e’+ + j’ + *•) 

I +(o*c^+ ..oc^(j* + 4’) + (a*cj + . acy*)A* 

(a* crf4- . . acd*) (e* + **) + (a* ce + . . ace*)(J* + j* + lk‘) 

+ (o*c^+..ac/*;(y*+ A*) + (a’cj + . . acj*)A* 

ac(f(e*+..*‘) + ace(/‘+p‘+ A‘)+ac/'(j‘+A‘) + or 5 *‘ . . . 

(a‘ de + . . arf*») (/+ y + A) + (o* <1/^+ . . od^) (y + A) 

+ (a‘dy + ..a</y‘)A ’ 

(o« * + . . ade*) (/’+y> + A*) + {a*df+.. adf*) (y> + A») 

+ (a*dy + ,.ady*)A’ 

(a*de + . . ade*) (J*+ 9*+k*) + (a*df adf'){g* +*A>) 

+ (a*dy + ..ady*)A* 

(a> de + . . ade*) (.f* + g* + k*) + (a*df+.. adf*) (y* + A*) 

+ (a’dy + .. ady^ A* 

adef* + ttdfg* + adgh* . 

(a‘ ef+.. aef*) (y + A) + (a‘ ey + . . aey‘) A 

(a*e/'+..ae/*)(y’+ A*) + (a*ey +..aey*)A* 

I (a*e^+..ae^ Cs’ + **)+(«’ «»•(■■ -«'S*)*’ 

] (a*e/'+..ae^(y* + A*) + (a>ey + ..aey*)A* 

I aeA(j‘ + *‘) 

I (a*ey+..aey‘)A 

j (a*ey + ..aey*)A’ 

(a*ey + .. aey*)A* 

I (a*ey + ..aey*)A* 

, 

(a’’fg + ..afg*)k 

(a*fgJt ,.afg*)h* 

I {a*fg + ..afg*)k* 

(a*fg + afg*>k* 

afgk* 

V. Diejenigen Glieder, welche aus fünf E bestehen. 


Erklärung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character: 

I a*öcdj ah* cd, alfC*d, abcd* 

I a*h'*cd, a*hc^d, a*bctP 
a^b*cd, ab*c*d, 

aHe*d, ab^e*d, abc^tP 
a^bcd\ ab*cd\ abc^d* 

ö*6*crf*, a*ic*<i*y ab^c^d* ^ 

(a*bcd-\-..abcd*) hat 20 Glieder 
(a^bcd-i- a.abcd^ hat 10 „ 

{a^bcd abcd^ h&i 4 „ 

{a*bcd-\- . . abcd *) (« *f /"+ ^ + *) + {ä*bce + - .abce*)(f+g + A) 

+ («^Acf+,.a6c/^)(ff + A) + (a*6cy + . .abcg*)h 200 

(aHcd -h . - o bcd*) («* + ^ + y* + A*) + (rt*Ace + . . abca^ (^ + + **) 

+ (a*Ar/‘4 . .oAc/^ (y*-f A*) + (a*Arg-f . .a6cj*)A^ .... 100 

(a*6cd 4- . . abcd^ (c* 4- . . A*) 4- (o*Ace 4- . . a6ce*) (A* 4-j" 4* A*) 

4-(a*Ac/’4-. .oÄc/’)(^*4-A*)4-{«*Acjr4-..aAcy*)A* .... 40 

Latas 340 | 1B53 
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Änsahl 
der Glieder 

Transport 

340 

1950 

abcä{e*+..h*)-\-ahce(f*+g*+k*)+aief(g* + k*^ + ahesk* . . 
(a«W« + . . abde*) (f+g + k) + ia*idf+ . . aUf*) (g + k) 

10 


. . ahäg*) h 

(aHde + . . akde‘)(p+g' + **) + (,<^bdf+ aidf’) (j* + **) 

120 


{a^bdg , abdg^ . . 

(a»i* + . . ahde^ (P + j’ + **) +(a’»«ff + . . ahdp){g ‘ + *•) 

60 


-\-(aHdg + ..abdg^k* 

24 


akde(/*+g*+h*) + Mf{g*+k‘) + a6dgk* 

6 


(n*6«/+ . . abef*) (y + *) + (a*i«p + . . abeg*) k 

60 


(a*bef + . . «6«/*) (j* + + {a^beg + . . abeg*) A* 

30 


(a*öef + . . abef*) {g* -f A*) -\-{a*beg -f . . aheg*) A* 

12 


abef (g* h*)-\- abtgh* 

3 


{a*bfg+..abfg*)k 

20 


{a*bfg + ..abfg*)k> 

10 


(aHfg+..abfg*)k' 

4 


abfgh* 

(o<crf«4- . , aede*) (f+g+k)-)- {a*cdf+ . . acdf* (y + i) 

1 


-\-{a^cdg-\-,,acdg*)h 

(a*ede + ..acde*)(p+g*+k*)-\- (a*edf + . . aedf*) (y* + 4*) 

120 


-\-{a*edg 4* . . acrfy*)Ä* 

(••c«fe+ . . «e<fe’)(/*+y*+ *•)+ (aViff + ,.aedf*)(g*+k*) 

60 


•\-{a*cdg-{- . ,aedg*)h* 

24 


acde(f*+g*-)-k*) + ttedf(g*+k*) + acdgk* 

6 


(,a*cef+ . . aeef*) (y + *) + (a*c«y + . . aeeg*) k 

60 


{fl*cef + . . acef*) (y* + **) + (a’cey + . . aeeg*) k* 

30 


{a*eef + . . aeef*) (g*+k*)+ (a*eeg + . . aeeg*) k* 

12 


aeef (g* + k*) + aeegk* 

aefgk* 

3 


(a*def+ . , adef*) (j + A) + (a*deg + . , adeg*) A 

60 


{a*def + . . adef*) (y’+ 4*) + (a*deg + . . adeg*) k* 

30 


(g*def 4- . . adef*) (y* + 4*) + (a*<f«y +'. . ade^ 4* 

12 


adef{g*-\-k*)-\-adegk* 

3 


adfgk* 

1 


{a*efg+..aefg*)k 

20 


(a*efg+..aefg*)k* 1 

10 


(a*efg + ..aefg*)k* j 

4 


a*/S*‘ j 

1 

1157 


VI. Diejenigen Glieder, welche ans sechs £ bestehen. 


Erklärnng. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character. ' > 


a’6cife, ab*ede, akc*de, abed*e, abcde* 



a*b*ade, a*be*de, a*bed*e, aHedei* 



ab*e*de, ab*ei*e, ab*cda* 


4 

abe*d*e, abtfd^ 

* 


abed*e* 



(a*bede+,.abed^ hat 15 Glieder 



(a’4c<fe+..o4cde’) ,5 , 



Latus 

1 

3107 
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Anzahl 
der Glieder 

Transport 

1 

3107 

(a*Äc</« + , .aficrfe*)(/' 4*5 + 4) + +..«Äcrff*)( 5 + 4) 

90 j 


(fl’4ede + . . a4c**) (A* + J* + ä*) + (aHcdf + . . aicdf^Cg* + **) 


30 



flici/f {/* + 5 * + 4*) + aict/f ( 5 *+ 4^ + 

G 


1 (fl>4ref+..fl4cefO(y + ä) + (fl’4ces + ..fl4cej’)* 

45 


(fl>4ce/’+..n4ce/’)(9’ + ä’) + (a*4ceji-..fl4eej)')** 

15 



3 


{(^bcfg + ..ntefg^h 

15 


(fl*4cfff + . aiefg*)k^ 

5 


tt6cfgk* + abdfgh*+abefgk^ 

3 


{<^edef+..acdef*)(g + k) + la^cdrg + ..acdeg^k 

45 


(a*edef+..acdef^(S^ + h^ + {a^cdeg + ..aedrg*)k* .... 

15 


! aedrf(j*+ k*) + acdrgk‘ 

3 


{a*defg + . adefg^k 

15 


(a’defg-\-..adefg*)k^ 

5 



1 

29G 


VII. Diejenigen Glieder, velche aus aieben £ bestehen. 
Erklärung Der erste Factor jedes Gliedes hat den folgenden Character. 


aHcdef, ab*cde(, abe^def, abetPef, abede*f, abedtP mit also 
6 Gliedern. 

(fl*4cde^+ .a4ede/^(j + *) + (fl*4c</ejr + ..fl4c</ej*)A .... 

18 


fl4cde/'(j* + *>) + fl4rd«jä’ 

3 


{fl*edefg + . . . acdefg^k 

6 


acdefgh* 

1 


abcdefgh 

1 

29 

Summa 


3433 


Polynomioni ist eine ans nnendlich 
Tielen Theilen bestehende Gröfse. 

Ponton. Die Bestimmnng des Inhalts 
geschieht folgendermaafsen : 



1. Das innere Parallelepiped mit der 
nnteren Qmndfliche ist = atk. 


2. die vier dreiseitigen Prismen, iwei 
von der Länge a und zwei von der Länge 
4 sind = l(o + 4) (y4 — «) *. Unter der Vor- 
anssetznng, dab A — a = B—t hat man 
Ä = .4 — (fl i" 4). 

Die vier Eckpyramiden sind — «)’• 

Der Inhalt des Pontons ist demnach 

= [fl4 + 1 (« + i) (-i - ») + A M - «)’l *• 

Porisnia- Die Erklärungen alle, welche 
Klügel sämmtlich als von verschiedenen 
Mathematikern hcrrührend, in seinem nii- 
tbematischen Wörterbuch angibt, sind 
mehr und weniger unverständlich. Den 
aufgeführten Beispielen nach ist Porisma 
die Lösung der Aufgabe, aus gegebenen 
geometriscoen Gröfsen andere zu 6nden. 
die alle mit einander in einem constanten 
Verhältnifs stehen. 

Die von Klügel unter No. 6 aufgefährt« 
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baUpielsweiaa Aufgabe iat: Ein Kreis und 
eine gerade Linie sind gegeben. Man 
soll in dem Kreisumfang denjenigen Punkt 


Fig. 910. 



finden, dnrch welchen nach beliebigen 
Richtungen gerade Linien gezogen, die- 
selben alle so geschnitten werden, dafs 
beide Theile gleiche Rectangel geben. 
Dieser Punkt ist der Durchscnnittspunkt 
der ans dem Mittelpunkt auf die gerade 
Linie gelallten Normale. Denn dafs DB 
X F£ eonstant ist, findet man mit Hülfe 
des Halbmessers CD. Es ist nämlich 
D£= 2C£ lin = 2r Stil 
F£= RQ tec FEQ= EQ • co9ec\a 
midiin DExFE=2r-EG. 

PorotiUt, s. n. dem Art .Atom* 
pag. 163 

POfttiT, s. afSrmatiT. 

PoiitloiuwlBkel eines Sterns, der ge- 
bildet wird dnrch zwei gröfste Kreise, der 
eine dnrch den Pol der Ekliptik, der an- 
dere dnrch den Pol des Aequators. 

Postnlat, B. n. .Conetructibns- 
sätze*, pag. 124. 

hieraus A . *> “ = 

a sia ß lia x 


Potsnotscbe A^nbe. Es sind die drei 
Punkte A, B, C ihrer Lage nach bekannt, 
oder was dasselbe ist, das Dreieck ABC 
ist gegeben; man soll einen beliebigen 
vierten Punkt D gegen die gegebenen 
drei Pnnkte seiner Lage nach bestimmen. 

Bezeichnet man die Seiten AC und 
BC mit i und a, die Winkel des Drei- 
ecks mit A, B, C. Ferner wird voraus- 


Fig. 911. 



gesetzt, dafs man von D ans nach den 
gegebenen drei Punkten visiren kann 
und dals mithin ^BDC = a and ^ADC 
= ß bekannt sind. 

Die beiden Z.CAD und CBD sind un- 
bekannt, mit X und y bezeichnet und 
man hat 

y = 360°-C-D-x 
oder der Abkünnng wegen den bekann- 
ten Winkel 360^ — C — D mit y bezeich- 
net: y = y — X. 

Die Diagonale CD läfst sich ans den 
beiden Dreiecken ACD und BCD aus- 
drncken, es ist nämlich 

zia ß sin r 

n X — cot y sin X . 

; = sm y col X — cot y 

sin X ' ' 


. . 4 zin R . 

Mitbin cot x = — • 1- col V 

a um ß ^ 

Eben so ist cot u = 4- • -I- cot y 

4 z>n R ' 

Ist y stumpf, d. h. sind ZC + ^D 
<180°, so ist cot y negativ zu nehmen. 

Poteu ist ein Prodnct aus zweien oder 
mehreren gleichen Factoren. 

49 = 7x7 = 7»; 64 = 8x8 = 8»=4x4x4=4» 
= 2x2x2x2x2x2 = 2*. Die Anzahl der 

S leichen Factoren heifst der Exponent, 
le mehrmal genommene Zahl hellst die 


W n r z e 1 ; die Potenz wird nach der Zahl 
des Exponenten benannt. 

Jede Wurzel ist die erste Potenz: 
7 = 7‘; 49 = 7» ist die zweite Potenz von 
7 oder das Qnadrat von 7 oder 7 im 
Quadrat. So heifst die dritte Potenz 
auch der Cnbus, die vierte auch Bi- 
quadrat. 

Desgleichen wird nach dem Exponent 
die Wurzel benannt und man hat zweite 
oder Quadratwurzel, dritte oder Ou - 
bikwnrzel, vierte oder Biquadrat- 
wurzel, Me, lOte Wurzel u. s. w. 

SO* 
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Bleibt die Wnixel dieselbe and man 
poteniirt diese nach der DatärUchen Rei- 
nenfolge Ton Bmcbzahlen, so heifst die 
constante Wnrzel die Basis, die Expo- 
nenten heifsen Logarithmen, die Po- 
lens der Numerus, die ganie Reihen- 
folge der Potenzen in Summa ein Lo- 
garithmensjstem. 

Die alten Mathematiker xerelichen be- 
kanntlich die arithmetischen Gröfsen im- 
mer mit den geometrischen, sie nannten 
daher die zweite Potenz eine viereckige 
Zahl oder ein Quadrat, die vierte ein 
Quadratoquadrat, die fünfte einen 
Quadrato-Cubus, die sechste einen 
Cubocubus. Daher bei Euklid die in 
Potenz commensurabele und incommen- 
surabele Linien. 

1. Die Elementarreehnung mit einfachen 
Potenzen oder die Species derselben be- 
stehen blos in zwei Rechnungsarten, dem 
Multipliciren und dem Dividiren. Erste- 
res geschieht durch Additicn, letzteres 
durch Subtraction der Exponenten. 




a* fl 

= (aV = «"; (<.•)* = «'. 

. 1 

» — m 

Es ist y a = a " ; a* = y a 


rn n 

\ a s. a 

Va>= fa ; J a* • i* • c = a^ • 

( m \P mp m m 

a”) =a " ; V a * ='IV = a"»’ 

JL -HP „ 

(a”)" =a" =Va”'* 

m p m p mq - 4- np 

XaV »' = a' "» 

m 

~ m mg — np 

f_ = a^ ’ =a "» 

JL 

a’ 

/ a / a 

vT/ ^\T/ “ b” • 4” ~ 

Poteu der Byiterbel ist Fig. 7i8, nag 
265 im Art, , Hyperbel“ das Quadrat 
der Linie JHZ oder der halben Linie MN. 


PoteniexponeDt, s. n Exponent. 

PoteoxrecbnODg, s. n. Potenz. 

Potenizeichen , desgl. daselbst. 

Praktik, welsche, ist die Kunst, beim 
Rechnen mit Leichtigkeit und Schnellig- 
keit zu verfahren. 

Presse, die hydraulische, s. „hydrau- 
lische Presse“. Alle übrigen Pressen 
zum bürgerlichen Gebrauch, auch mecha- 
nische Pressen genannt, werden durch 
Hebel, Keile oder Schrauben in Thätig- 
keit gesetzt. 

Primfactoren einer Zahl sind die ein- 
fachsten Theiler derselben, z. B. die Prim- 
factoren der Zahl 120 sind 2 >2 >2 -3 -5. 

Primzahlen sind Zahlen, die aus keinen 
Factoren bestehen, die kein Product sind. 
Die von 1 bis 100 sind; 1, 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 
53, 69, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 
und 97. Die Zahl 2 ist die einzige ge- 
rade Zahl unter den Primzahlen. Es gibt 
kein iufseres Kennzeichen für eine un- 
grade Zahl mit Ausnahme, deren End- 
ziffer die 5 ist, ob sie Primzahl ist oder 
nicht. 

Primzahlen unter sich sind solche 
Zahlen , die keinen gemeinschafllichen 
Factor haben als 25 und 36. Sie wer- 
den auch relative Primzahlen ge- 
nannt. 

Prisma ist ein Köiper, welcher zwei 
parallele congruente Endebenen besitzt, 
und deren diese verbindenden Seitenflä- 
chen Parallelogramme sind. Jeder mit 
den Endebenen ^ genommene Durch- 
schnitt ist denselben congruent. 

2. Zwei Prismen sind congruent, wenn 
sie congruente Endflächen und eine con- 
gruente Seitenfläche haben. 

3. Ein schiefes Prisma hat denselben 
Inhalt mit einem geraden von denselben 
Seitenkanten, dessen Grundflächen aber 
ein anf die Seitenkanten normal geführ- 
ter Durchschnitt ist. Denn ist GHJ ein 
normaler Querschnitt des schiefen Prisma 
ABC DEF, so nimm anf der verlänger- 
ten Kante AF ein Stück GL = AF, lege 
durch L eine Ebene 4= zu GHJ und er- 
weitere die Seitenflächen des Prisma, bis 
sie die Ebene schneiden, so entsteht ein 
gerades Prisma GHJKLM , dessen Kan- 
ten denen des schiefen Prisma gleich sind. 

Da AF=GL so ist AG = FG-, ebenso 
folgt BA'= EH, CM = DJ u. s. w. Bringt 
man also den Körper GHJ DEF so in 
den Körper KLM ABC, dafs die Qmnd- 
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Fig. 912. 



flächen GHJ und KLM con^iren, so 
«erden auch die Kanten GK, EH u. s. w. 
mit den Kanten AL, BK n. s. «. su- 
sammen fallen, «eil sie anf den Grund- 
flächen normal und je z«ei und z«ei 
einander gleich sind; mithin fallen auch 
die Punkte F, D, E n. ». «. auf die 
Punkte A, C, ft u. s. «. und die End- 
flächen eben so. Daher decken sich auch 
alle Seitenflächen, folglich sind die Kör- 
per ABCLKM und DEFGIIJ congraent. 

Nimmt man nun von dem Körper 
DEFLKM einerseits denKörper ABCLKM 
hin«eg, so bleibt das scniefe Prisma 
ABCliEF, nimmt man andererseits den 
leich grofsen Körper DEFGIIJ, so bleibt 
aa gerade Prisma GHJLKM-, das schiefe 
und das gerade Prisma sind also gleich 
grofs. 

4. In einem Parallelepiped u m sind 
die gegenüber liegenden Seitenflächen 
gleich und parallel. 

Denn das P. ist ein Prisma, dessen 
Endflächen Parallelogramme sind. In 
einem Prisma sind die Endflächen con- 
gment, folglich die Endflächen des P. 
congrnente Parallelogramme. Bei z«eien 
gegenüberliegenden Seitenflächen sind 
also je z«ei Seiten einander 4- und gleich, 
folglich diese Seitenflächen 4 und so, 
«eil überdies die homologen Winkel gleich 
sind, da ihre Schenkel 4= laufen. In 
einem Parallelepipednm kann man also 
je z«ei einander gegenüberliegende Be- 
grenzungsflächen als Grund- oder End- 
flächen Mtrachten. 


5. Z«ei Parallelepipeda von eongruen- 
ten Grundflächen nnd gleichen Höhen 
sind gleich grofs. 

Denn legt man die Grundflächen der 
beiden P. so auf einander, dafs sie con- 
gruiren und die P. selbst auf einer Seite 
(ler congruirenden Grundflächen liegen, 
so sind' zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn zwei gegenüberliegende Sei- 
tenflächen des einen P. mit zweien des 
anderen in einer und derselben Ebene 
liegen und 

2. Wenn keine Seitenfläche des einen 
mit keiner Seitenfläche des anderen in 
einer and derselben Ebene liegt. 

Es seien nun im laten VMABCDF.FGH 
und ABCDJKLM die beiden P., bei de- 
nen die Seitenflächen AG, AL, UH, DM 
in einer Ebene liegen. Da sie gleiche 
Höhen haben, so fallen auch die oberen 
Endflächen FH und KM in einerlei mit 
der Grundfläche BD 4^ laufende Ebene 
und so bildet sich das vierseitige Prisma 
AELC, dessen Endfläche die Trapeze 
ABLF nnd DCME sind. Dieses Prisma 
wird durch die Ebene ADJK in zwei 
Theile zerlegt, wovon der eine das P. 
AM, der andere das dreiseitige Prisma 
ADEFKJ ist. Eben so zerlegt die Ebene 
BCHG jenes vierseitige Prisma in das P. 
AH und das dreiseitige Prisma BCHOLM. 
Diese dreiseitigen Prismen sind aber 
denn es ist die Grundfläche AFK der 
einen der Grundfläche BGL der an- 
deren, die Seitenfläche ADEF des einen 
^ der Seitenfläche BCHG des anderen 
nnd diese beiden sind gegen ihre Grund- 
fläche unter gleichen Munkeln geneigt. 
Nimmt man daher von dem vierseitigen 
Prisma nach einander die dreiseitigen 
hinweg, so mufs Gleiches übrig bleiben. 
Nun bleiben aber die beiden zu verglei- 
chenden Parallelepipeden, folglich sind 
diese gleich grols. 

2ter Fall. Liegen die Seitenflächen 
des einen mit denen des anderen in 
verschiedenen Ebenen, so sei NOPQ 
die obere Endfläche des Parallelepipeds 
ABCDNOPQ. Erweitert man nun die 
Seitenflächen ADNO and BCQP bis sie 
die erweiterten Ebenen der Seitenflächen 
ABGF und CDEH schneiden, so bildet 
sich über der Grundfläche ABCD durch 
Erweiterung der oberen Endflächen EG 
nnd NP ein drittes Parallelepipednm 
ABCEJKLM , mit welchem nach dem 
ersten Fall die beiden Parallelepipeda 
ACHF und ACQO gleich grofs sind, und 
folglich sind die enen genannten auch 
unter sich gleich grofs. 
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B. Jedes l’arallelepiped läfst sich iu 
ein gerades von derselben Höbe und von 

S leich grofser und rechtwinkliger tirund- 
äche, d. b. in ein rechtwinkliges P. ver- 
wandeln , welches mit dem gegebenen 
einerlei Körperinbalt hat. 

Denn constmirt man über der Orund- 
fläohe des gegebenen ein gerades von 
derselben Hohe, so ist nach dem vorigen 
Satz das letste mit dem g^ebenen von 
gieieber Qrölse. Es sei ABCDEFJK das 
gleich grofse gerade P.; auf der Seite 
AB der Omndnäche errichte man bis an 
CD in A und B die Normalen All und 
BO, so entsteht das Rechteck ABGH 
gleich der Grundfläche ABCD. Errichtet 
man nun über ABGH als Grundfläche 
ein gerades P. von einerlei Höhe mit 
dem ABCDEFJH, so ist lenes ein recht- 
winkliges, welches mit aem gegebenen 
eine gleich grofse Grundfläche und eine 

S ' siche Höhe bat, ist aber auch von glei- 
em körperlichen Inhalt mit dem gege- 
benen. Denn man kann die gemeins^aft- 
liche Seitenfläche ABEF als Grundfläche 
betrachten, so hat dann das Paralle- 
lepipedum ABCDEFJK und das recht- 
winklige, dessen Grundfläche ursprüng- 
lich ABGH ist, einerlei Grundfläche und 
gleiche Höhe, folglich sind beide P. gleich 

f rofs; das rechtwinklige ist also auch mit 
em gegebenen gleich grofs. 

7. Parallelepipeda verhalten sich ihrem 
körperlichen Inhalt nach wie die Pro- 
doete ans den Inhalten ihrer Grundflächen 
mnltiplicirt mit den zugehörigen Höhen, 
sofern man die GrunatiäAen nach einerlei 
Fläoheneinbeit und die Höhen nach der- 
selben Längeneinheit bestimmt. 


Denn da P., wenn sie nicht rechtwink- 
lig sind, sich in solche mit gleichen Omnd- 
flacben und gleichen Höhnen verwandeln 
lassen, so ist der Beweis nur für recht- 
winklige zu führen. 

Es seien zuerst die P. von congruen- 
ten Grundflächen , dann lassen sie sieb so 
in einander legen, dafs ihre Grundflächen 
congrnent und ihre Seitenkanten zusam- 
men fallen, dafs einer also ein Theil des 
anderen wird. 

ABC und ABI) seien die beiden zu 
einander gelegten P., deren geineinscbaft- 
liche Grundfläche AB, dann sind AC 
und AI) ihre Höben. Ist nun zuerst AC 
commensiirahel mit AD, so sei AE ihr 
gemeinschaniiches Maafs. Dieses sei in 
AC n-, in AI) m mal enthalten. Trägt 
inan nun AE von A nach I) auf und 
legt durch die Endpunkte der aufgetra- 
geiien Theile Ebenen zu AB, so zer- 
fällt dadurch das P. ABC in n, das P. 
ABCD aber in m unter sich congruente 
Theile. Bezeichnet man nun einen die- 
ser Theile mit P, so bat man Pp. ABC 
= nF und Pp. ABU = mP-, folglich ist 

P= — ABCaa6a\soFf.ABD = ~ ABC-, 

n w 

mithin ist der Name des Yerhältnis- 

n 

ses ABC'.ABD. Ganz eben so. folgt, 
dals AD = ^ AC, folglich hat auch das 
Verhältnifs AC : AD denselben Namen 
-^, die beiden Verhältnisse sind also ein- 
ander gleich und daher P. ABC-, P. ABD 
= AC-.AD. 

Sind die Höben AC und AD incom- 
mensnrabel, so folgt eben so, dafs jene 
beiden Verhältuisse immer einerlei An- 
nähernngsnamen und mithin ebenfalls 
einander gleich sind; es verhalten sich 
also P. mit congruenten Grundflächen 
wie ihre zugehörigen Höben. 

Nun seien ferner bei zwei rechtwink- 
ligen Pp. A und B die Nebenseiten der 
Grundflächen des einen und a, i die des 
anderen, die zngehörigen Höben seien H 
und h, die Inhalte der Pp. P und p. Nun 
denke man sich zwei andere P., wovon 
das eine zu Nebenseiten der Grundflächen 
A, B und zur Höbe k bat, der Inhalt 
dieses P. = /", von dem anderen P seien 
a, B die Nebenseiten der Grundflächen 
und ä die Höhe, der Inhalt =p', so hat 
man nach dem Erwiesenen P : P“ = H h. 
Bei den Pp. P und p' kann man die 
Seitenflächen, deren Nebenseiten B nnd 
k sind, als Grundflächen betrachten, dann 
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sind ihre Höhen A, a and man hat eben- 
falls P -.p = A:a. 

Bei den Pp. u' and p kann man die 
Seitenflächen, deren Nebenseiten a and 
h sind, als Grundflächen betrachten, dann 
sind diese gleich und ß und b sind die 
iiigehörigen Höhen, frlglich ist auch 
p' z p = B : b. 

Setzt man die drei Pro|)ortionen durch 
Multipliration zusammen, so erhält man 


Fiir ni4. 



Piy zPpp’= n • A • B.hab 
«oraiis P : p = ABU z abb. 

Sind U und g die Inhalte der Grund- 
flächen der Pp. P and p, so hat man 
G zg = AB z ab, folglich Pzp = H • G zhg. 

8. Ein P. wird von einer durch zwei 
gegenüberliegende Seitenkanten gelej^en 
Elwne in zwei gleich grofse dreiseitige 
Prismen zerlegt. 

Man schneide das P. mit einer Ebene, 
die aaf den Seitenkanten desselben nor- 
mal ist, so ist der Durchschnitt ein Pa- 
rallelogramm and wird durch die Diago- 
nalfläcne also in zwei congraente Dreie»e 
getheilt, welche die normalen Durch- 
schnitte der beiden dreiseitigen Prismen 
sind, worin das P. zerlegt wird. Nnn 
ist jedes Prisma gleich einem geraden, 
dessen Grnndfläohe der normale Quer- 
schnitt des ersten ist and dessen Seiten- 
kanten dieselben sind, folglich sind hier 
die dreiseitigen Prismen so grofs als zwei 
congrnente dreiseitige Prismen , folglich 
sind sie auch unter sich einander gleich. 

n. Zwei dreiseitige Prismen verhalten 
sich also wie die Pp., von denen sie die 
Hälften sind, folglich wie die Prodncte 
aus ihren Höhen in die doppelten Inhalte 
der Grundflächen, also auch wie die Pro- 
dncte aus Grundfläche und Höhe. 

10. Zwei Prismen verhalten sich im 
Allgemeinen wie die Prodncte aus den 
Inhalten ihrer Ornndflächen in ihre Höhen. 

Denn es bezeichnen P und p die bei- 
den Prismen, G and g die Inhalte ihrer 


Ornndflächen, H and h die zugehörigen 
Höhen. Man zerlege jedes Prisma durch 
Diagonalebenen durch die Seitenkanten 
in dreiseitige. Die des Prisma P seien 
der Reihe nach P, P, P, .. P„-, die In- 
halte deren Grundflächen G, G, G, .. C„. 
Bei dem Prisma p bezeichnen p, p, p, .. p, 
und g, p, g, dasselbe. 

Da nun dreiseitige Prismen sich wie 
die Producte aus Grundfläche in Höhe 
verhalten , so verhalten sie sich wie ihre 
Grundflächen, wenn ihre Höhen gleich 
sind. 

Also 

P,zP,zP,z...P^ = G,zG,zG,i...G 
daher 

P, + ...P„ = G,'zG,+ G,+...G^ 
eben so folgt 

P,-p,+P,+ -P„=l>,-9. + 9, 1 • -S„ 

Aber P, ^ P, + ... P„ = P 

P, + Pi +■■ P„ = P 
ff, -h ff, "1 . • ff„ — G 
9. + 9t+-9„ = 9 

Also bat man auch 

P,zP=G,zG 

Pi-P = 9f-9 

Nun verhält sich 

P, zp,= G,Hz9,h 

Es ist aber auch, wenn man die Hin- 
terglieder der letzün Proportion mit h 
mnitiplicirt, 

P, ! P = J, * : J* 

woraus Pz P, = GH z G, H 
hieraus Pzp= GH z G, U 

11. Der Inhalt eines Prisma ist das 
Prodnct ans den Zahlen , welche den In- 
halt der Grundfläche nach dem Quadrat, 
dessen Seite die Längeneinheit und die 
Höhe nach der Längeneinheit selbst be- 
stimmen. 

Denn sind P und p zwei Prismen, die 
Inhalte ihrer Grundflächen G und g ihre 
Höhen mit der Längeneinheit gemessen 
H und b, so hat man nach dem vorigen 
Satz Pzp = GH z gb. Ist nun p ein Wür- 
fel, dessen Kante jede =1, so ist g = i, 
*= 1, also auch gb= 1. 

Bezeichnet man nnn diesen Würfel mit 
k, so hat man 

P z k = GH .1 
mithin ist Pz=GH‘k 
folglich ist G • ff die Zahl, welche an^bt, 
welches Vielfache der Ranm des Pnsma 
P von dem Körperranm des Würfels k 
ist, folglich ist GH der Inhalt des Prisma. 

Aehnlicbe Prismen siebe Bd. I., pag. 31, 
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18. In einem dreiseitigen Prisma 
ABCDEF kennt man drei in einer Ecke 
susammenstofsende Kanten wie auch die 
ebenen Winkel dieser Ecke; die Neigungs- 
winkel aller das Prisma begrenzenden 
Flächen, den kürperlichen Inhalt und die 
Oberfläche desselben zu finden. 

1. Bezeichnet man die Kanten AB mit 
a, AC mit ä, AD mit c, die gegebenen 
Winkel BAC mit a, BAD mit ß, CAD 
mit y, so sind wegen dieser bekannten' 
Winkel n, ß, y auch die Seiten des sphä- 
rischen bekannt, also auch die Win 
kel 4, e, rf. D. h. die Neigungswinkel 
der Seitenflächen ADEB, ADFC gegen 
die Grundfläche und gegen einander selbst. 

2. Im geradlinigen Dreieck ABC kennt 
man die beiden Seiten AB, AC and den 
Winkel BAC, folglich auch die Winkel 
ABC, ACB nnd die Seite BC. 

3. Im sphärischen Dreieck ace kennt 
man nun den Winkel a=b, nebst den 
Seiten ac, ae(180° — /S), folglich auch 
die Winkel c, e und die Seite cs. Der 
Winkel c gibt die Neigung der Ebene 
BEFC gegen die Grundfläche AB(^ und 
der Winkel e die Neigung der nämlichen 
Ebene gegen ABDE. 


Fig. 915. 



4. An der Ecke C kennt man die Win- 
kel ACB (2), ACF=l80°-y und BCF 
= 180” - CBE = 18ü°-c*, folgüch lälst 
auf eine ähnliche Art wie bei^ der Nei- 
gungswinkel der Ebenen ßCFE, ACFD 
finden. 

5. Der körperliche Inhalt eines Prisma 
ist die Hälfte von dem des Parallelepi- 
peds von doppelt so grofser Grundfläche 
und ist demnach 


abc psm I (n -f /? -i- y) • sin i (/» -b y - o) ■ si» i (” + y ~ Ä »'» i (“ + (S — r) 


6. Die Oberfläche des Prisma besteht 
aus drei Parallelogrammen und zwei 
Dreiecken. Es ist aber tsACB = l^DFE 
= \ab «in o. Parallelogramm ABED = 
ae sin ß, ACFD = bc sin y. Da ferner BC 
nnd CBE ischon gefunden worden', so 
setze man BC = f, CBE = C, alsdann ist 
Parallelogramm CBEF-^cftin (. Nimmt 
man (alles dieses zusammen, so erhält 
man die gesuchte Oberfläche 
«4 sin a -t~ ac sin yS -f- 4c sin y cf sin f. 

13. Ein schief abgeschnittenes dreisei- 
tiges Prisma ist dreien Pyramiden zu- 
sammen genommen gleich, von einerlei 
Grundfläche mit dem Prisma, deren Hö- 
hen aber die Abstände der Winkelspitzen 
des schiefen Schnitts von der Grundfläche 
sind , oder einem dreiseitigen vollständi- 
gen Prisma = von derselben Grundfläche 
nnd dessen Höhe das arithmetische hlit- 
tel ans jenen drei Abständen ist. 

Denn es sei ABC die Grundfläche, 
DEF der schiefe Schnitt des dreiseitigen 
Prisma. Man lege durch die Eckpunkte 
A,C, E und C, E, F Ebenen, so zerlegen 
diese das Prisma in drei dreiseitige Py- 
ramiden. Diese drei Pyramiden sind 
FDEC (FDB Qrandflicbe, C Spitze), 


ABCE (ACB Grundfläche, E Spitze) und 
AFfiC (C.d£ Grundfläche, F Spitze). Die 
Pyramide ABCE hat mit dem Prisma 
einerlei Grundfläche und ihre Spitze im 
Winkelpunkt E des schiefen Schnitts, 
also zur Höhe den Abstand dieses Punkts 
von der Grundfläche. 

Betrachtet man von der Pyramide 
ACFE das Dreieck .4CF als Grundfläche, 
so ist E ihre Spitze, und weil UE mit 
AF also auch mit (ier Ebene des Drei- 
ecks ACF ^ läuft, so ist diese zweite 
Pyramide auch einer Pyramide gleich über 
derselben Grundfläche ACF, die ihre Spitze 
in B hat. Von dieser Pyramide ist das 
Dreieck ABC eine Begrenzungsfläche; 
nimmt man diese als Grundfläche an , so 
hat sie ihre Spitze in F. Die zweite Py- 
ramide ACEF ist also gleich einer Py- 
ramide von einerlei Grundfläche mit dem 
Prisma und deren Höhe der Abstand des 
Winkelpunkts von der Gnindfläche ist. 
Nimmt man bei der dritten Pyramide 
CDEF das £^CDE als Grundfläche, also 
F zur Spitze, so ist sie, weil i4F4r der 
Ebene CDE, einer Pyramide gleich über 
derselben Grundfläche CDE mit der Spitze 
in A. Von dieser ist das A.dCD eine Begren- 
znngsfläche; nimmt man diese zur Grund- 
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fliehe, 80 hat sie ihre Spitze in E, weil BE 
mit derEbene.4r04?läan,8ie istaisn einer 
Pyramide gleich über derselben ümnd- 
flache ACu und Spitze in H, mithin 
ist auch die dritte Pyramide CDFE die- 
ser letzt genannten Pyramide gleich. Man 
kann aber hei letzterer die Begrenznngs- 
fläche ABC als Urnndfläche betrachten; 
dann ist D ihre Spitze , folglich ist die 
dritte Pyramide einer Pyramide gleich 
über der Grnndflücbe der Prisma, die den 
Abstand der Winkelspitze O zur Höhe hat. 

Kig 9 IG. 



Dafs die Pyramide ACDE gleich ist 
der Pyramide CDFE, folgt unmittelbar, 
weil ÄACD=£^CDF. Ist nun g der 
Inhalt der (irundilächc ABC, nml sind 
k, k', k" die Abstände I), E, F Ton der 
Grundfläche, so sind die Inhalte der drei 
Pyramiden , die das Pri.sma ausmachen, 
hgk, igk', ^gk", daher der Inhalt des 
Prisma = Jj (* + *' -f ä"). 

Sind die Seitenkanten auf der Grund- 
fläche normal, so sind sie zugleich die 
Abstände der Winkelspitzen des schiefen 
Schnitts Ton der Grundfläche, und daher 
ist in diesem Kall der Inhalt des Prisma 
ein Product aus der Grundfläche und dem 
arithmetischen Mittel der drei Seiten- 
kanten. 

14. Der Inhalt eines dreiseitigen schief 
ahgeschnittenen Prisma ist gleich dem 
Product ans dem Inhalt eines auf die 
Seitenkanten normal geführten Durch- 
schnitts und dem arith^metischen Mittel 
dieser Seitenkanten. 

Denn es sei GHJ ein normaler Quer- 
schnitt des schief ahgeschnittenen Prisma 
CÜEF, so zerlegt der normale Schnitt 
dasselbe in zwei Theile, deren Inhalte 
sich nach dem Vorigen bestimmen lassen, 
indem man OHJ als Grundfläche für 
beide Theile betrachtet, denn dann hat 
man 


Prisma ABCGUJ = /^GHJ y. ^AG + BH F CJ) 

Prisma DEFGHJ = A GIIJ x i {FG -b EG DJ) 

Prisma ABCDEF = C^GHJ x i(AF+ BE f CD) 

15. Den Inhalt eines schief abgeschnit- 
tenen vierseitigen Prisma zu finden, wenn 
die vier Seitenkanten und der normale 
Querschnitt gegeben sind. 

Es sei ABCDEFGII das vierseitige 
schief abge.schnitteno Prisma, dessen End- 
flächen ADCD und EFGH , die Kante 
AF sei a,BG = b, CH = e, DE = d, JKL H 
der normale Querschnitt. Zieht man in 
diesem die Diaronale KM, so sei [^JKM 
= g, KLM = f. Legt man durch die 
Kanten DE und BG eine Ebene, so zer- 
fällt dadurch das Prisma in zwei dreisei- 
tige, wovon nach dem vorigen Satz 
dis eine ABDEFG = J(o-bi-biOj 
das andere BCDEGH = >i(b c + d) g' 

Daher ist der Inhalt des vierseitigen 
Prisma ABCDEFGH = 

4(o-bÄ-|-<f)j + i(5 + c-t-i09' 

= l(oj + ej')+l(* + «0 (? + ?'). 

Ist die Seitenfläche ABDF 4= der Sei- 
tenfläche CDEH , ihr Abstand von ein- len Querschnitts = I, und |die parallele 
ander gleich k, die Seite des norme- Seite.Äi =1, so ist y = IW, j' = i*ä , da- 
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her in diesem Fall das Tierseitijfe Prisma 
= l(n + * + <0 • + 1(4 + c + d) • J *1 

= 1 */ (a + 4 + d) + i (a + 4 + c). 

Sind die parallelen Seitenflächen ABGh 
und CDRH Rechtecke, so ist 6 = o, d = c, 
daher der körperliche Inhalt 
= l*[(2o + r)/ + (a + 2c)J]. 


Fig. 918. 



16. Der Inhalt eines schief abgeschnit- 
tenen Parallelepipeds ist das Product aus 
dem Inhalt der Grundfläche und dem 
arithmetischen Mittel der Abstände zweier 
gegenüberliegenden Winkelspitzen des 
schiefen Schnitts von der Grundfläche. 

Es sei ABCD der schiefe Schnitt des 
Parallelepipedia übet der Grundfläche 


EFOH des Inhalts =j. Die Abi^nde 
der Winkelspitzen A, B, C, D seien in 
derselben Folge o, i, c, d von der Grund- 
fläche. Legt man nun durch die Kanten 
BO und DE eine Ebene, so theilt diese 
das Parallelepiped in zwei schief abge- 
schnittene dreiseitige Prismen, deren 
Grundflächen die Uälften der Grund- 
flächen des Parallelepipeds sind. Folg- 
lich ist nach dem Obigen 

ABÜEFG = Is . 1 (a -b 4 + d) 
BCDEGH=i3-Hi + e^<t) 

Mithin der Inhalt des ganzen Paralle- 
lepipeds 

= Ij* i(a -b 4 -bd) -t-ip 1(4 + e-i-d) 

= l5 (a -b 24 -b 2d f c) 

Der schiefe Schnitt ist ein Parmllelo- 
gramm , weil die Gegenseiten die Durch- 
schnitte des schiefen Schnitts mit Paral- 
lelebenen sind. Die Diagonalen halbiren 
sich also wechselseitig in ihrem Durch- 
schnitt J. Legt man durch die LoÜie 
a und c und 4 und d Ebenen , so sind 
diese auf der Grundfläche des Pandlele- 
pipeds normal , die Durchschnittslinie JK 
dieser beiden Ebenen ist also auch ein 
Loth auf der Grundfläche, und folglich 
ist 2JE = a + c = 4-bd. Snbstituirt man 
daher für 4 -b d seinen Werth a -b e in 
den obigen Inhaltsansdruck des Paralle- 
lepipeds, so wird derselbe 
= lff(3a-b3c) = j-i(a-bc). 

Ist das schief abgeschnittene Paralle- 
lepiped ein gerades, so sind die Abstände 
der Winkelspitzen des schiefen Schnitts 
von der Grundfläche die Kanten selbst, 
und hieraus folgt wie bei dem dreiseiti- 
gen schief abgeschnittenen Prisma , dafs 
der Inhalt jedes schief abgeschnittenen 
Parallelepipeds ein Product ist ans dem 
Inhalt eines anf die Kanten normal ge- 
führten Querschnitts und dem arithme- 
tischen Mittel zweier gegenüberliegenden 
Kanten. 


Fig. 921. 
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17. Prismen sind ihnlicb, wenn sie 
ähnliche Grundflächen, eine ähnliche ho- 
mologe Seitenfläche nnd diese unter glei- 
chen Winkeln gegen die Grnndflä^en 
geneigt haben. 

Denn es seien ABCDEFOU und 
abedefgk zwei Prismen, worin die Grund- 
flächen ABEF und abef, sowie die Sei- 
tenflächen ABCO und abcd einander ähn- 
lich und die letzten gegen die ersten 


Fig. 922. 



unter gleichen Winkeln geneigt, alsdann 
ist die Ecke bei B s der bei b. Denn 
wegen der Aebnlichkeit der Grundflächen 
ist ABE = Seite abe, nnd wegen Aehn- 
liehkeit der Seitenflächen Seite ABC =abe, 
and wenn gleicher Neigungswinkel der 
Seiten FE, fe sind auch die ron diesen 
eingeschlossenen Winkel gleich Folg- 
lich sind anch die Seiten CBE und ebe, 
so wie die Winkel, welche diese Seiten 
mit den Seiten ABE und abe machen 
einander gleich. Die Seitenflächen BCE 
and bce der Prismen sind also gleich- 6. 
winklig and gwn die Grundflächen un- 
ter gleichen Wnkeln geneigt. Wegen 
Aehnlichkeit der Grnndnächen itt AB: ab 
= BE:be, und wegen der Aehnlichkeit 
der Seitenflächen AB : ab = BC : bc. Mit- 7. 
hin ist auch BC : bc = BE: be. Daher 
sind die Seitenflächen BCE and bce ähn- 
lich, schliefst man so fort, so folgt, dafs 
alle homologen Seitenflächen ähnlich und 
folglich alle homologen Winkel gleich 
und alle homologen Kanten nnd Linien 
proportional sind! 

18. Aehnliche Polyeder verhalten sich 8. 
wie die Würfel der homologen Kanten 
oder Linien. 

Man fälle anf die Grundflächen die 
Lothe CG nnd eg and ziehe BG and bg, 
so sind die A.CBG and cbg die Neigungs- 
winkel dar Kanten BC, bc gegen die 9. 
GmndKächen, and da die Ecken B und 


b 55 sind, so sind diese Neigungswinkel 
einander gleich, mithin die Dreiecke 
CBG, cbg einander c«. Daher hat man 
CG : cg =■ BC : bc = AB : ah. 

Es ist aber auch Grundfläche 
ABEF:abtf=AB^:abK 
Setzt man beide Proportionen zusam- 
men, so erhält man 

CG X ABEF : eg x abef = AB' : ab'. 
Nun verhalten sich aber Prismen wie 
die Producte ans ihren Grundflächen und 
Höhen, folglich ähnliche Prismen wie die 
Cnbi ihrer homologen Kanten. 

Friima, achromatiichei, siehe den Art. 
.achromatisch“, pag. 24. 

Prlama, (Optik) bat in der Physik Wich- 
tigkeit in lietreif der iirechung der Licht- 
strahlen. Das Wesentlichste hiervon s. 
den Art. .Brechung der Lichtstrah- 
len*. 

Prisma (Kryst.). Es gibt deren sehr 
viele: 

1. Das (juadratische oder die qua- 

dratische Säule bat die Form 891. 

2. Das oblonge oder die reetangn- 

läre Säule hat die Form eines 
rechtwinkligen Parallelepipeds. 

3. Das rechtwinklig vierseitige. Es 

gibt zweierlei derselben nnd kommen 
niese häufig mit den Qnadratoctae- 
dem vor. 

Das achtseitige, das vier and vier- 
kantige hat 8 Flächen mit zweierlei 
Kanten. 

Das sechsseitige; ihre BFlächen sind 
der Hanptaxe parallel. 

Das zwölfseitige, sechs und sechs- 
kantige hat 13 Flächen, 12 Kanten 
die der Hanptaxe die Kanten 
zweierlei, 6 abwechselnd sind stum- 
pfer and 6 abwechselnde schärfer. 
Das vertikale vierseitige steht 
in genauer Beziehung zu den Rhom- 
bendodekaedern. Die Kanten des P , 
welche an den Endpunkten der zwei- 
ten Nebenaxe liegen, heifsen die er- 
sten, die an den zweiten Seiten- 
kanten die zweiten Seitenkan- 
ten. 

Das horizontale, deren Flächen der 
zweiten Nebenaxe 4 = sind, heifsen 
die ersten horizontalen Pris- 
men; deren Flächen der ersten Ne- 
benaxe 4 = sind, die zweiten hori- 
zontalen Prismen. 

Das vertikale P. und die beiden ho- 
rizontalen Prismen, die zn einem 
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and demselben OcUeder gehören and 
deren Flächen daher eine gleiche 
Lage haben wie die Kanten desselben, 
beusen die drei zusammengehö- 
rigen Prismen. 

10. Das Tordere schiefe Prisma, 

11. Das hintere schiefe Prisma eines 
zwei nnd eingliedrigen Octaeders, 
kommen aber in den zweierlei Flä- 
chen eines zwei und eingliedrigen 
Octaeders getrennt vor, woher die 
zwei schiefen Prismen, in welche sie 
zerfallen können, auch besonders be- 
zeichnet werden. Dies geschieht nun 
dadurch, dafs man das Prisma, des- 
sen obere Flächen an dem Octaeder 
an der hinteren Seite liegen , das 
vordere schiefe Prisma, das letz- 
tere das hintere schiefe Prisma 
nennt. 

Bei der Bezeichnung eines Octae- 
ders müssen immer die Zeichen bei- 
der Prismen ausgeführt weiden, da 
eines nie das andere voraussetzt. 

12. Das vierseitige Prisma, deren 
Flächen der Uanptaxe 4^ sind. 

13. Das vertikale Prisma, deren Flä- 
chen der Hauptaxe 4= sind. 

14. Das erste horizontale Prisma, de- 
ren Flächen der zweiten Neben- 
axe 4= sind. 

16. Das zweite horizontale Pris 
m a , deren Flächen der ersten Ne- 
benaxe # sind. 

PrUmatUcbes KryitalllsatloBUT- 
(tem ist das vierte System, das einuna- 
einaxige System, bei welchem drei 
unter einander ungleichartige Axen 
unter rechten Winkeln sich schneiden 
(s. „ Axensystem*). 

Prlsmoid ist ein Körper, dessen Grund- 
flächen parallele geradlinige Oberflä- 
chen von gleich vielen aber unähnli- 
chen Seiten sind. Die Seitenlinien oder 
Kanten sind sich einander, keine oder 
nicht alle parallel , wie sie in dem Prisma 
sind. Die Folge der parallelen Durch- 
schnitte mufs als stetig gedacht werden. 

Probe, Recbnangsprobe ist eine Rech- 
nung, mit weicher man sich versichert, 
dafs eine in Zahlen aasgeführte Rech- 
nung richtig ist. Die beste Probe ist, 
wenn zwei Rechner sie unternehmen und 
ihre Resultate übereinstimmend finden. 
Wenn ein Rechner dies nicht haben kann, 
so mag er selbst die ganze Rechnung 
nach einer Zwischenzeit wieder vorneh- 
men nnd zwar auf eine abgeänderte Art. 
Z. B. beim Addiien, besonders vieler 


Posten wird er einmal von oben herunter, 
das andere Mal von unten nach oben 
snmmiren; auch fängt man nach dersel- 
ben Richtung mit einer Einheit mehr 
oder weniger an, wo man als Resultat 
eine Einheit mehr oder weniger erhält. 

Die Hultiplication mag es durch die 
Division, die Division durch die Multi- 
plication prüfen. Hier können auch die 
Logarithmen nützliche Dienste leisten. 
Das Facit einer Reget de trie nehme man 
als ein gegebenes Glied der Proportion 
und eines der gegebenen Glieder zum 
Gesuchten. Siehe ferner die Art. ,S e u - 
nerprobe, Eilferprobe*. 

Problem, s. unter dem Art. .Auf- 
gabe“. 

Problem von drei Körpern, s. d. Art. 
.Pertiirlationen*. 

Problem, balUetlsches, s. n .Balli- 
stik*. 

Problem, beanolsches, ist folgendes ■. 

Die Gleichung für die krumme Linie 
AM zu finden, in welcher die Ordinate 
PM zu der Subtangente PR sich verhält 
wie eine gegebene gerade Linie zu dem 
Unterschied der Ordinate und Abscisse. 


D. i. wenn die gerade Linie AB unter 
dem Winkel von 46° durch den Anfang 
der Abscissen A gezogen wird, welche 
PM in Q schneidet und die gegebene 
Linie D heifst, so soll sein 
PM :PR= D-. MQ. 

Jacob Beinoulli hat diese Aufgabe all- 
gemeiner gemacht, dafs er statt der ge- 
raden Linie AB irgend eine krumme 
Linie setzte. 

Es sei AMN die gesuchte krumme 
Linie, die Abscisse AP=r, die Ordinste 
PM = y, der Winkel APM ein rechter, 
die gegebene Linie D = m. 


Fig. 923. 
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öl* 

Es ist die SabUngente PÄ = j g 

also nach der Bedingung der Äol^be 
8y ! 8 j = o : y — X 
d. h. od X = y Öy — X 8y. 

In dieser Differenzialgleichnng sind die 
veränderlichen Grüfsen nicht gesondert. 
Inzwischen hat man hier nicht nöthig, 
eine Substitution oder einen Multiplicator 
zu suchen. Kan subtrahire auf beiden 
Seiten das Differenzial ady, so ist 
a 8x — a 8y = y Oy — X 8y — a Oy 

oder «(9^-8j L)^-o 
a + x — y 

Da = 

J U COHSl. 

. , , a + X — y y 

so ist loa» = 

conti. a 

, cornt. _ , y 

nnd ln — . ^ = + — 

a + X - y a 

Soll die krumme Linie durch den An- 
fangspunkt der Abscissen gehen, so ist 
der Logarithmus = 0 wenn y = 0 nnd die 
zugehörige Zahl ist = 1 , also Consl. = a 

und logn — — ^ = — . 

a -p X — y 


Han nehme auf der Abscbsenlinie AC 
= a, ziehe CV unter dem Winkel von 
45° oder 4= AB, verlängere XM bis an 
CV in S , so ist MS = a + x — y. Es sei 
MTA^CP, so ist auch MT=a-\-x — y 
und er = y V2. 

Han setze TM=u, CT = t, 

so ist ln — = 

H ap2 

Es ist also die krumme Linie eine lo- 
garithmische, deren Asymptote CV ist. 
Dalj die Coordinaten CT, TM einen Winkel 
von 45° machen, ist kein wesentlicher 
Unterschied von derjenigen , wo der Coor- 
(Unatenwinkel ein rechter ist. Die be- 
rührende RM schneide die Asymptote in 
V. Ebenso wie bei rechtwinkligen Co- 

II 

ordinaten ist TK = — . - . Aus der 

öw 

Öw 

Gleichung zwischen m nnd s folgt 


= — -, also ist 7’F'= a p2 oder die 
a V2 

Snbtangente auf der Asymptote ist un- 
veränderiieh wie an der logarithmischen 
mit rechtwinkligen Ordinaten. 

Dieses hat Descartes gefunden. Er 
läfst die krumme Linie durch die stetige 
Durchschneidong zweier geraden Linien 
beschreiben, deren eine sich 4= mit AB, 
die andere 4= mit AC von dem Punkt 
A an bewegt. Die Geschwindigkeit der 
ersteren läist er gleichförmig sein, die 
Geschwindigkeit der anderen aber zuneh- 
men nach dem umgekehrten Verhältnifs 
des auf AC noch rückständigen Weges 
für die mit AB parallele. In A sollen 
beide Gesebwindigzeiten 'gieich grofs sein. 
Dieses ist ganz richtig. Die mit AB pa- 
ralleie sei in LM, die mit AC parallele 
in TM, ihr Durchschnitt M. Es sei AL 
= I und LM = CT = i, so ist der senk- 
rechte Abstand der TM von AC = y = 

Die Geschwindigkeiten der Linien LM, 
TM, jener nach der Richtung AL, dieser 
nach der Richtung PM verhalten sich 
wie 8i:8y. Nun ist ( = a — u, also dt 
= — du die Gleichung zwischen t> und s 

gibt — = — . Daher ist Ol : 3y = 
® o — I a 

. tt 

a — I ; a = 1 : . 

a — I 

n 

In A, wo I = 0 ist, ist 8( : 8y = 1 : 

a — I 

Han kann auch, wie man hieraus sieht, 
TM sich gleichförmig nnd LM sich un- 
gleichförmig bewegen lassen, sowie man 
die Logarithmen ursprünglich in arith- 
metischer Progression , die zugeordneten 
Zahlen in geometrischer sich vorstellt. 

Prodact ist die Gröfse, welche ans der 
Hnltiplication zweier oder mehrerer Zah- 
len entsteht. Wie ein Product numeri- 
scher Grüfsen gefunden wird, lehrt die 
gemeine Arithmetik, s. „Unltiplica- 
tion*. Für allgemeine Grüfsen, als Zah- 
len betrachtet, zeigt es die Buchstaben- 
rechnung, für Reinen insbesondere die 
Combinationslehre. 


2. das Product (1 - s*) (1 — is’) (1 - äs*) (1 — ts»*) n. s. w. ist = 

das Product (1 — s*) (1 — äs*) (1 — j’ss*) n. s. w. = cot äns. 

Denn es ist tin <p = q> — ^<p* + — n. s. w. 

nnd cos (jp = 1 - -p -p . . . 

Die erste Reihe wird = 0, wenn if = 0 Setzt man daher für ip die Grölsen ns 
oder (p ein Vielfaches von * n wird, nnd und ä'rs, so haben die obige Reihen ihre 
die zweite Reihe wird = 0, wenn <p ein Richtigkeit nnd Gültigkeit, 
ungerades Vielfaches von wira. 
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3. D»s Product (l + 1 *) (1 + !»•) (1 + 4»>) . . . = - 


-W* _ — fP» 




( Z* — \ 

«* +« * ) 

Denn es ist 

X X* X* X* X* 

«" = 1+ T + rr-o + 7- .-^ + 7- Ö , . + 7- n - , : 1 ; 



. 2-3 .4 • 5 ■ G 

Daher »t i ~ = ^ + + . - . - g .*3 . ^ Ts + ~ ~ 

J (e + « ) - I + ^ + i“. 2 . 3 .4 + 1.2.3 ri • 5 • C ^ ■ ■ ■ 


Die Reihe A verwandeR sich, wenn 
x\i- l statt X gesetzt und alles durch 
1 '- 1 dividirt wirf, in die Reihe für rin x 
nnd diese ist gleich dem Prodact 

Predoctionsmuchiae, s. den Art .Ar- 
beitsmaschine*. 

PregretslOB, Reibe ist eine nach einem 
bestimmten Gesetz fortlanfende Reihen- 
folge Ton Zahlengröfsen. Es gibt zwei- 
erlei P., arithmethische nnd geo- 
metrische P. Die enteren sind in dem 
Art Arithmetische Reihe ansführ- 
iich abgehandelt 

Die geometrische Progression ist 
eine Reihenfolge Ton Zahlengröfsen, in 
welcher jedes Tontehende Glied mit einer 
constanten Zahl moltiplicirt wird, nm das 
anmittelbar darauf folgende Glied zu 
geben. 

Eine Reihe ist nach beiden Richtannn 
endlos, sie ist nach einer Richtang hin 
steigend, wachsend, nach der anderen 
hin fallend, abnehmend. 

Die Zahl , mit welcher jedes Toranste- 
bende Glied mnltiplicirt wird, nm das 
nachfolgende GKea zu erhalten, heifst 
der Exponent ; in dem vorstehenden Bei- 
spiel ist derselbe = 2. 

Die allgemeine Form einer geometri- 
schen Reihe ist 


s • «o • e'a •«*«.... e 


das 


wo bei a, dem ersten Gliede, s’ 
nte Glied ist. 

Dm die Somme der Glieder solcher 
Reibe zu erhalten, multiplicire die gege- 
bene Reihe mit dem Exponent and schreibe 
sie damnter. 


Also gegeben 

o -f- CO -b e’o + e’a + ’ a = S 

ca -t- e’o e’a + e*a + e" o = eS 

Zieht man nun die obere von der un- 
teren ab, so hat man, da alle inneren 
Glieder mit einander sich anfbeben 

e" a — a = eS — S 
e" a 

woraus S = . — , 

« — 1 

Ist das erste Glied und irgend ein an- 
deres P, ferner der Exponent e gegeben, 
so erhält man die Angabe des wie viel- 
ten Gliedes, welches P ansmacht, ans 
der Formel für S. Denn es ist . 

P • a 

S = — bekannt. Setzt man nun P= e^, 
e — 1 

so hat man 

xlog e = log S -t- foj (« — 1) — log a 
Es sei P=öl2, a=.2, a=l, 

2^-1 

so ut S = 512 = — - — 

nnd xlog 2 = log 512 

, . . , log 612 2,7092700 „ 

hieraus ut * = =9. 

log 2 0,3010300 

Pronische Zahl ist die Summe einer 
Zahl und ihres Quadrats oder ihres Cu- 
bas oder ihres Biquadrats, nämlich a -b o’ 
oder o + a* oder a -f o*. 

Proportion. Dieser Gegenstand ist in 
diesem Wörterbuch unter verschiedenen 
Artikeln ausführlich behandelt worden. 
S. die Art .Arithmetische P. * and 
geometrischeP.*;,continuirliche 
oder stetige P.* s. n. dem Art. ,Con- 
tinuirlich. Multipl. P.* in dem Art. 
.Aequivalent*; ferner die Art. , co n - 
trageometrische P.*; .fortlan- 
fende oder geordnete P.* in dem Art 
.Geometrische P.* Mo. 3. Endlich 


Digilized by Google 


Proportion. 


319 


Proportionalitftt. 


die Art. .Harmoniiche P. and con- 
traharmoniscbe P.‘ 

Der Uebeletand, dals wenn die Propor- 
tionalität xweier Arten von Qrörsen für 
den Fall bewiesen ist, wo die Gröfsen 
jeder Art commensurabel sind, dafs es 
dann anch noch für den Fall, wo sie iu- 
commensurabel sind, geschehen mufs, 
veranlafst ein allgemeines Kennzeichen 
aufzusuchen, für welches zwei Grüfsen 
der einen Art mit zweien Gröfsen der 
anderen Art proportional sind, diese Grö- 
fsen mögen commensurabel oder incom- 
mensurauel sein, wenn nämlich hei ihnen 
dieses Kennzeichen wahrznnehmen ist. 

Zwei Grüfsen einer Art sind nämlich 
mit zweien Grüfsen einer andern Art 
proportional, wenn sie, so Zusammenhän- 
gen, dafs immer je zwei Grüfsen der einen 
Art dasselbe Verhältnifs haben , als die 
beiden ihnen einzeln angehörigen mit 
ihnen zusammenhängenden Grüfsen der 
anderen Art. 

Das Kennzeichen der Proportionalität 
derselben ist nun das, dafs die Ganzen 
der einen Art anch zu den Ganzen der 
anderen Art gehören müssen. Han denke 
sich ein Dreieck afg, in diesem zwei mit 
fg parallele I.inien bd und re gezogen, 
so bangen die beiden von den Seiten 
abgeschnittenen Stücke ab, be der einen 
mit denen ad, dt der zweiten Seite so 
zusammen, dais ad und dt als Gerade 
der anderen Art proportional sind, wenn 
die Summen ab + bc und ad + dt. Da 
dies nun hier ist, so sind die genannten 
Geraden proportional. Zn erweisen ist 
nun allgemein der Lehrsatz. 


Art. Es sei ferner b = ma, so ist e -f ä 
= (m + 1) a. Sind nun A und B Grüfsen 
anderer Klasse und stehen mit a und b 
in gleicher Beziehung und es findet zwi- 
schen A + B dieselbe Beziehung zu e -H ä 
statt, d. b. A + B ist = (m -b 1) A, so sind 
A, B und a, b fftoportional , denn aus 
A -(■ A = (m -b 1) A folgt Ä = mA , also 
dasselbe Vielfache tou A wie b von a 
ist. Also a : b = A •• B. 


Ist b = — a, also A+« = — a+o 

n n 

n + m 

= fl. 

fl 

Ist nnn A B anch = so 

folgt B = ~ Ay mithin a : b ^ A : B. 

Folglich besteht die Proportionalität 
bei obiger VorausseUung, wenn die Orü- 
fsen commeosarabel sind. 

Sind die Grüfsen einerlei Art incom> 

m 

> — a 

mensurabel, d. h. ^ « also 

m + I 

< a 

n 



ebenfalls 


n -f m + l 

fl 

fl 

>”^"a 

fl 

n -i III b 1 


und es ist fi b fl 


so folgt ans 

A 


Zwei Arten Ton Geraden sind propor- 
tional, wenn zu den Ganzen zweier Ge- 
raden der ersten Art immer auf das 
Ganze zweier jenen einzelnen angeböri- 
gen oder mit ihnen zusammenhängenden 
Gröfsen der anderen Art gehört; oder 
wenn zwei Gröfsen a, b von einer mit 
zwei Gröfsen A und B, jenen einzeln zu- 
gehörig, von anderer Art in solcher Be- 
ziehung stehen, dafs gleichwie zu den' 
einzelnen Gröfsen a und b, respective 
die Gröfsen A und B stehen, auch zu 
dem Ganzen jener = a + b immer das 
Ganze dieser Grüfsen = A b ß gehörig 
ist, so sind die Grüfsen a und b den 
Gröfsen A und B proportional und man 
bat a : b = A B. 

Beweis. Es sei ä =<i, so ist der Vor- 
anasetzuug nach B = A, und es gebürt 
dann zu a + b=a + tt = 2a die Grüfse 
A -b A = 2A , d. b. dias Ganze der einen 
Art eben so abhängig wie die Einzelnen 
der einen zn dem einzelnen der anderen 


> — fl 

letzterem B " , , , d. h. es sind in 

<^fl 

n 

dem Verhältnifs a ; ä = A : A die Hinter- 
glieder immer zwischen denselben Viel- 
fachen ihrer Vorderglieder bemffen , sie 
haben also gleich irrationale Verbältnifk- 
namen, sind mithin einander gleich und 
man hat daher auch in diesem Falle 
a : b = A : B. 

Proportionile, mittlere, zwischen zwei 
Zahlen. Die mittlere arithmetische ist 
die halbe Summe beider Zahlen, die mitt- 
lere geometrische ist die Quadratwurzel 
aus deren Product. 

Proportionale Spirale, s. v. w. ,io- 

garitnmisebe Spirale“. 

Proportionalität, der Bestand zweier 
Zahlen in irgend einer der gedachten 
Proportionen. 
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Proportloaalzirkel, ein ans zwei wie 
die Schenkel eines Zirkels drehbar um 
einander Terbnndene Lineale. Auf diesen 
Linealen sind gerade Linien aus dem 
Mittelpankt der Bewegung getragen, die 
nach Terschiedenen Verhältnissen einge- 
theilt sind ; paarweise', auf jedem Lineal 
eine. Jede dieser getheilten Linien ist 
ein Maafsstab, welAier die Steiie einer 
Tabelle rertritt, indem die beigesetzten 
Zahlen gewisse zn den Längen der Linien 
gehörige Gröfsen bedeuten. Dazu kom- 
men oft noch Linien an dem äufseren 
Rande parallel mit denselben. Diese 
dienen schlechthin als Maafsstäbe. 

1. Die arithmetische Linie ist eine 
in gleiche Theile eingetbeiltc Linie, 
worauf die beigesetzten Zahlen die Län- 
gen von dem Mittelpunkt der Bewegung 
oder Theilung angeben. 

S. Die geometrische Linie gibt 
durch die Zahlen der Eintheilung die 
Quadrate der Längen an, wo das Qua- 
drat der Länge 1 zur Einheit dient. Die 
Längen Terhalten sich wie die Quadrat- 
wurzeln der beigezeichneten Zahlen. 


3. Die cnbische Linie gibt durch 
die Zahlen der Eintheilung die Würfel 
der Längen an, so dafs die Längen selbst 
sieh wie die Kubikwurzeln der Zahlen 
Terhalten. 

4. Die Linien der Seiten regu- 
lärer Vielecke zeigt für die hei^e- 
setzte Zahl der Seiten die Terhäitnils- 
mäisige Länge derselben, so dafs jede 
dieser Längen auf dem Kreise, dessen 
Halbmes.ser der Seite des Sechsecks gleich 
ist, sich so oft herumtragen läfst als die 
Anzahl der Seiten angibt. Die Seite des 
Sechsecks sei = r, die Anzahl der Seiten 
eines Vielecks = n, so ist die Seite = 


2r sin 


180° 


Auf dem Proportionalzirkel, wie ihn 
Galilei angegeben hat, sind die Zahlen 
der Vielehe in umgekehrter Ordnung 
gesetzt. Die Länge zn der Zahl 6 ist 
nnn die Seite und die Länge zn einer 
anderen Zahl, z. B. 10, ist der Ualbmes- 
ser zu dem Zehneck oder Vieleck. 


6. Die Linie der Chorden der 
Polygon wi nkel zeigt die Verhältnisse 
der Chorden tou den Nebenwinkeln der 

180 ° 

Centriwinkel an. Diese sind =2r cos . 

n 

Die Linie ist entbehrlich. 


G. Die tetragonische Linie zeigt 
für die heigesetzte Zahl der Seiten re- 
nlärer Vielecke, welche gleichen Inhalt 
naben, die vrhältnifsmälsige Länge der 


Seiten. 


Der gegebene Inhalt sei a* 
4o* . 180° 


die 

B. 


Seite = e, so ist »• = — tg 

n M 

wenn die Seite des Dreiecks 10000 Theile 
erhält, so ist die Seite des eben so gro- 
fsen Vierecks = 6580, des eben so gro- 
fsen Fünfecks 5017 u. s. w. 


7. Die Linie für die Eintragung 
der regulären Körper in eine Ku- 
gel zeigt die Terhältnirsmäfsige Länge 
des Durchmessers einer Ku^el und der 
Seiten der einzutragenden Körper. 

8. Die Linien für die Verwand- 
lung der rcgnlären Körper zeigt die 
Terhaltnirsrnäfsige Länge der Seiten liei 
gleichem Inhalt, zugleich mit dem Durch- 
messer einer gleich grofsen Kugel. 

9. Die Linie der Chorden gibt die 
Länge der Chorden zu den beigesetzten 
Graupen eines Kreisbogens an, wobei die 
Länge zu 60° der Baihmesser ist. Diese 
Linie dient zugleich als Linie der Si- 
nns für die halben Bogen 

10. Die Linie der Tangenten gibt 
die Länge der Tangenten zu den beige- 
setzten Graden eines Kreisbogens an, 
wobei die Tangente von 45° der Halb- 
messer des Kreises ist. Um Verwirmng 
in der Eintheilnng für die kleinen Bogen 
zn Termciden, wird diese Linie an der 
äufseren Seite der beiden Schenkel ge- 
zeichnet, so dafs, wenn beide gerade aus- 
gestreckt werden, sie zusammen die toU- 
ständige Linie der Tangenten bis zu der 
Tangente 2 oder dem doppelten Halb- 
messer (= tg 63° 26’ . . .) ausmachen. 

11. Die Linie zur Eintheilung 
einer geraden Linie dient, eine ge- 
rade Linie in 2 bis 12 gleiche Theile 
zu theilen ; ferner die Eintheilung nach 
dem änlseren und mittleren Verhältnisse 
zu machen; auch zn dem Durchmesser 
eines Kreises den Umfang oder umge- 
kehrt zu finden. Sie ist entbehrlich. 


12. Die Fortificationslinie enthält 
die Terhältnirsmafsigen Längen der Halb- 
messer regulärer Vielecke für eine ge- 
gebene Länge der Seite, auch noch die 
zugehörigen Längen der Flanke, der Kehl- 
linie und der Kapitallinie, die aber nach 
alten Systemen genommen zu werden 
pflegen. Diese Linie mag füglich weg- 
bleiben, da auch die mafse an den 
Bastionen keine bestimmten Verhältnisse 
haben können. 


13. Die metallische Linie enthält 
die Durchmesser gleich schwerer Kugeln, 
also überhaupt die ähnlich liegenden 
Seiten gleich schwerer ähnlicher Körper 
Ton Terschiedenen Metallen. 
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14. Han findet inch noch anf den Pro- 
portiooalairkeln -einen Kaliberstab für 
Geachntz und Kugeln an der äufseren 
Seite gezeichnet, bei dessen Gebrauch 
das Instrument ganz geöffnet wird, dafs 
es ein gerader Maarsstab wird. 

Id. Lombert hat dem Proportionalzirkel 
eine besondere Einrichtung zu perspec- 
tirischen Zeichnungen gegeben. 
Auf der einen Seite sind fünf Paar Linien 
gezogen, an welchen die Längen sich 
umgekehrt wie die Eintheilungszahlen 
verhalten, um dadurch den perspectivi- 
schen Abstand eines Punktes von der 
Uorizoutallinie zu finden. Anf der an- 
deren Seite sind die Linien der Sinns, 
Tangenten und Secanten gezeichnet nebst 
einer elliptischen Linie, durch deren 
Hülfe die Ordinaten einer Ellipse für an- 
genommene Ellipsen gefunden werden. 

16. Jacob Bernoulli hat einen Propor- 
tionalzirkel für SchiffTahrer angegeben. 
Aus dem Rhumb (der Richtung des Schif- 
fes) und der Veränderung der Breite 
wird dadurch die Veränderung der Länge 
gefunden. 

17. Die Engländer haben viel weniger 
Doppellinien an ihren Sectoren oder Pro- 
portionalzirkeln, aber mehr einzelne an 
den äufseren Seiten als Haafsstäbe , von 
jenen, nach Hutton nur die arithmetische, 
diejenige der Chorden, Sinus, Secanten, 
Tangenten bis 4b° und nach einem klei- 
neren Maafsstabe über 45° nebst der 
Linie der Polygone. Als Haafsstäbe ein- 
fach, einer in Zolle und kleinere Theile 
getheilten, ferner für Chorden, Sinus, 
Tangenten , einige zur SchiSTahrt die- 
nende und einige logarithmische Maafs- 
stibe. 

18. Der Proportionalzirkel ist ein nütz- 
liches Instrument für Personen, die im 
Rechnen und in geometrischen Constrnc- 
tionen ungeübt sind Es ist aber kost- 
bar, besonders wenn es vollständig sein 
soll. Auch mufs es eine ziemliche Länge 
haben, wenn man eine gewisse Genauig- 
keit erhalten will. Häfsig geübte können 
es füglich entbehren. 

19. Der Gebrauch beruhet auf der Lehre 
von den ähnlichen Dreiecken : In dem 
^ABC sei DE4=BC, so sind die Drei- 
ecke ABC, AUE ähnlich und es ist 
AB:AD=BC:DE. Dadurch werden die 
Glieder eines gegebenen Verhältnisses 
AB i AD ia diejenigen eines diesem glei- 
chen BCiDE verwandelt, von welken 
eines BC oder DE gegeben wird. Auf 
dem Proportionalzirkel nimmt man auf 
zwei gleichbenannten Linien AB, AB 
die gleichen Längen AC, AC und AD, 

IV. 


AD, so sind CC, DD parallel bei jeder 
Eröffnung des Instruments. Oeffnet man 
dasselbe so weit, dafs man mit einem 
Handzirkel zwischen zwei gleichnamigen 
Punkten C, C eine gegebene Linie fafst, 
so erhält man zwischen zwei anderen 
gleichnamigen Punkten D, D (die auch 
auf der anderen Seite von C, C liegen 
mögen) eine Linie DD, die zu CC das 
Verbältnifs AD : AC hat, und die Linien 
CC, DD haben anf die bei C, U gesetz- 
ten Zahlen eben die Beziehungen, wie 
AC und AD gegen sie haben. 


Fig. 9L>f 



Z. B. CC und CD sollen die ähnlich 
liegenden Seiten zweier ähnlicher Figu- 
ren sein, deren Flächen sich wie 3:2 
verhalten, so nimmt man auf der geo- 
metrischen Linie beider Schenkel zwei 
Punkte C, D, deren Zahlen wie 3 : 3 sind, 
daher ebtn so die ähnlichen über CC 
und DD gezeichneten Figuren. Ist die 
eine gegeben, so hat man gleich durch 
das Instrument die andere. 

Han wolle die Seite eines Fünfecks 
haben, dessen Halbmesser gegeben wird. 
Auf der Linie der Polygone nehme man 
zwischen den Punkten 6, 6 die Weite 
DD dem Halbmesser gleich, und dann 
die Weite CC zwischen den Punkten 5, 
5, so ist CC die gesuchte Seite des Fünf- 
ecks. Ist die Seite des Vielecks gegeben, 
so fafst man diese zwischen den zugehö- 
rigen Zahlen und das Intervall 6, 6 ist 
der Halbmesser zu demselben. 

20. Der Proportionalzirkel hat anfangs 
noch eine andere Gestalt gehabt als me 
jetzt gewöhnliche hier beschriebene, näm- 
lich die eines Doppelzirkels mit einem 
verschiebbaren Gewinde, welches nach 
den bezifferten Abtheilungen auf den 
Schenkeln gestellt und ^festigt wird. 
Dieser Zirkm bildet zwei Vertikalwinkel, 
an welchen die Abstände der Spitzen sich 
wie die Längen der gleichen Schenkel 
verhalten. Speckle in seiner Architee- 
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tura TOD Festungen, welche zum ersten- 
male 1589 Iierausgekommen ist, erwähnt 
gleich im Anfänge eines solchen Zirkels 
zum Verjüngen, zugleich eines anderen 
zu diesem Zwecke ganz in der Form un- 
seres Proportionalzirkels. , Andere“, sagt 
er, .haben einen breiten Zirkel gemacht, 
mit einem unbeweglichen Centro, da sie 
dann auf beiden Linien in der Mitte der 
gespaltenen Linien die Theilungen der 
Verjüngungen gemacht, und so weit man 
ihn allewege auftbut, ist allewege die Ver- 
jüngung von einem bis in die 20 Theile 
gestanden und bat man solche Theiinng 
mit einem andern Zirkel nehmen und 
suchen müssen.“ Er habe, fahrt er fort, 
„diese und andere Zirkel im Gebrauch 
nicht genau genug gefunden, sondern 
habe sich andere machen lassen,“ die völ- 
lig so beschaffen sind, wie die noch jetzt 
übliclien Doppelzirkel mit entgegenge- 
setzten SchenVeltt und festem Gewinde. 
Kr hat deren mehrere mit verschiedenen 
Verhältnissen der Länge der Schenkel 
abgebildet. Für alle diese Instrumente 
gebraucht er die Benennung Proportio- 
nalzirkel. 

21. Aus dem Doppelzirkel mit beweg- 
lichem Gewinde ist vermuthlich der Pro- 
portionalzirkel des .lobst Burgi oder Justus 
Byrgius ent.standeu , den Levin Hulsius 
in seinem dritten Tractat der mechani- 
schen Instrumente (Frankfurt 1604) be- 
schreibt. Es sind auf den Schenkeln 
mehrerlei Abtheilungen, sechs Arten an- 
gebracht, um nicht blofs Linien, sondern 
auch Flächen und Körper zu verjüngen 
oder zu vergröfsern und noch einige 
Verhältnisse anzugehen. Man fafst mit 
diesem Zirkel die eine Linie zwischen 
dem einen Paar Schenkeln und erhält 
zwischen den Spitzen des anderen Paars 
die dazu gehörige Linie. 

22. Clavius beschreibt in seiner Geo- 
metria practica, die zuerst zu Rom 1604 
herausgekommen ist, einen Proportional- 
zirkel nach der gegenwärtigen Form. 
Dieser hat auf der einen Fläche nur die 
arithmetische Linie, auf der anderen die 
Linie der Chorden. Clavius schlägt den 
Namen Instrumentum partium vor. Er 
sagt nicht, dafs er ein neues Instrument 
angäbe. 

23. Galiläi machte seinen Proportio- 
nalzirkel im J. 1606 bekannt, in einer 
sehr selten gewordenen Schrift. Die Ein- 
richtung ist ganz wie an den jetzt ge- 
wöhnlichen Instrumenten. Die darauf 
gezogenen Linien sind die arithmetische, 
geometrische, stereometrische, metallische, 
polygraphische (für regelmäfsige Vielecke) 


die tetragonica und eine adjnncti, mit- 
telst welcher Kreisabschnitte und Mon- 
de qnadrirt werden können. Mathias 
Bernegger hat die Schrift ins Lateinische 
übersetzt und mit einem Comentar ver- 
sehen, welcher wieder ins Italienische 
übersetzt ist, wie er es sehr verdiente 
Er fnrte noch die Linie der Chorden nnd 
zwei Linien für die regulären Körper 
bei. Ein Mailänder Balthasar Cabra 
eignete sich in einer Schrift die Erfin- 
dung dieses Instruments zu, worüber Ga- 
liläi mehr als es die Sache verdiente nnd 
er es nöthig hatte, sehr aufgebracht wurde, 
sogar dafs ohne Zweifel auf seine Ver- 
anlassung alle Torräthigen Exemplare der 
Schrift des Capra confiscirt wurden. Er 
bestätigte durch Zeugnisse, dafs er den 
Propoitionalzirkel vor 10 Jahren (am 
1597) erfunden habe, und dafs seit der 
Zeit wohl auf 100 Stück in Padna wären 
gefertigt worden. Einem Manne wie Ga- 
liläi mag man dieses, nnd wenn die Sache 
viel wichtiger wäre, auf sein Wort glau- 
ben. Vielleicht hat Capra ihn blos necken 
wollen, auf Anstiften aer Neider nnd Wi- 
dersacher des Galiläi. 

24. Die Form des Galiläi'schen Pro- 
portionalzirkels ist also nicht neu, wohl 
aber der Gebrauch. Denn die ältere 
diente nur zur einfacheu Verjüngung 
oder Vergröfserung der Linien, da sie 
blofs die arithmetische Linie enthielt. 
Die galiläische Einrichtung dient zu man- 
cherlei geometrischen Coustructionen und 
mag selbst zu Rechnungen bisweilen an- 
gewandt werden. In Absicht auf die Be- 
kanntmachung durch den Druck ist, nach 
der von Speckle geschehenen Erwähnung 
zweier Verjüngungs-Instrumente, das 
Byrons-Instrument das ältere, denn die 
Zueignung des Werkes von Hulsius vom 
20. Hai 1603 und die der Gallileischen 
Schrift vom 10. Juli 1606. 

25. Hulton erzählt in seinem Wörter- 
buch die Geschichte des Proportionalzir- 
kels folgendermaafsen. Man schreibt, 
sagt er, die Erfindung dem Guido Baldo 
oder Ubaldo um das Jahr 1568 zu. Die 
erste gedruckte Nachricht davon pbt 
Caspar Mordente zu Antwerpen im Jahr 
1584, welcher erzählt, dafs sein Bruder 
Fabricius Mordente in dem Jahr 1554 
das Instrument erfunden habe. Darauf 
hat Daniel Speckle zu Strafsburg im 
Jahre 1589 es beschrieben, nach ihm 
Thomas Hood in London 1598 , worauf 
sehr viele Schriftsteller über die Geome- 
trie davon gebandelt haben. 

Es ist hier ein Mifsverstand in den 
Benennungen vorhanden, aus dem, **■ 
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ich ans des Speckle Werk angeführt habe, 
sieht man , aafs die ältere Einrichtung 
in Doppelzirkel, vennuthlich mit beweg- 
lichem Gewinde gewesen ist. Es wäre 
unbegreiflich, wie in dem Streite zwischen 
Galilei und Capra diese früheren An- 
sprüche auf die Erfindung des Propor- 
tionalzirkels nicht in Anregnng gekom- 
men sind. 

2G. Geber den Proportionalzirkel sind 
riele Schriften erschienen. Ein Verzeich- 
nifs findet man in Scheibel's neuer Aus- 
gabe von Scheflelts Unterricht vom Pro- 
Mrtionalzirkel, Breslau 1781 in Leupold 
Theatro..., wo auch die Byrgische Ein- 
richtung abgebildet und beschrieben ist, 
und in Kästners Geschichte der Mathe- 
matik. 

Pseodomorpbostn, (Kryst.) s. v. w. 
»Afterkrystalie“. 

Ftolemllicher Satz. In einem Vier- 
eck im Kreise ist die Summe der ’Pro- 
ducte je zweier gegenüberliegender Seiten 
gleich dem Product der beiden Diago- 
nalen. 

Also AD-X.BC+ ABy.CD = AC>iKÜ. 


Fig. 925. 



Denn zieht man die Linie AE 
so dafs /_BAE = ^CAD 

so ist, da Z. ABE= z. ACD 

d^BAEevACAD 

Nun ist ZBAC= ZBAE+ zCAE 

also auch = CA 0 + Z CAE 

= ZBAE. 

Ferner ist ZACB = Z^BB = Z^DE 

Uieraus hat man 


folglich 

ZABC = Z'iE.D 
AABCkAAED 

daher 

AB:BE = AC-.CD 

auch 

AC:BC=AD: EU 

oder 

ABy^CD= BExAC 

hieraus 

ADy. BC= EDxAC 
durch Additon 


ADxBC + ABxCD = ACx {BE + DE) 
= ACxBD. 

Punkt ist nach Euklid, was keine Theile 
hat; der Punkt kann znr Wahrnehmung 
durch die Sinne nicht dargestellt wer- 
den. ln der Geometrie hat man für 
Kreise Mittelpunkte, die Grenzen von 
Linien, die Orte, wo Linien sich schnei- 
den, Durchschnittspunkte, bei Tan- 
genten Berührungspunkte. Punkte 
sind die Spitzen »on Winkeln und Ecken. 
In der Statik hat man Angri ffspnnkte 
der Kraft, Momenten punkte, Schwer- 
punkte, todte Punkte (s. .Nebenlast“) 
u. s. w. 

Pnnkt der mittleren Entfernung. 

1. Der Punkt der mittleren Ent- 
fernungen oder der Mittelpunkt der 
Entfernungen eines Vielecks ist der 
Punkt in der Ebene desselben , welcher 
die Eigenschaft besitzt, dafs seine Ent- 
fernung von jeder in der Ebene des 
Vielecks willkubriich angenommenen ge- 
raden Linie oder Axe das aritbmetisAe 
Mittel der Entfernungen positiv oder ne- 
gativ genommen wird, je nachdem sie 
auf der einen oder der anderen Seite der 
Axe liegen. Auch auf Vielecke, die nicht 
in einer Ebene liegen, selbst auf will- 
kührlicbe Punkto im Raum läfst sich 
dieser Begritf erweitern, wenn nur will- 
kührlicbe Ebenen im Kaum als Axen an- 
genommen werden. Die nöthige Kürze 
gebietet jedoch, die Untersuchung auf 
Vielecke in einer Ebene zu beschränken, 
um so mehr, da sie sich leicht auf den 
Raum überhaupt auch ausdebnen lassen 
wird, wenn sie für den specielleren Fall 
richtig anfgefafst worden. 

Carnot hat den Punkt der mittleren 
Entfernungen in die Geometrie eingeführt 
und in seiner Geometrie de Position viele 
merkwürdige Eigenschaften desselben be- 
wiesen. Uebrigens lehrt die Mechanik, 
dafs dieser Punkt mit dem Schwerpunkt 
mehrerer gleichen Massen in den Spitzen 
des Vielecks einerlei ist. 

2. Zuvörderst ist zu zeigen, dafs es für 
jedes Vieleck einen Pnnkt der mittleren 
Entfernungen gibt. Nimmt man näm- 
lich willkührlich zwei auf einander senk- 
rechte Axen an und bezeichnet die Co- 
ordinaten der Spitzen des Vielecks durch 

*t,Vi n. s. w. 

so ist, wenn die Seitenzahl = n ist, der 
Punkt, dessen Coordinaten 

* = — (*. + »1 + + • . .) 

k = + Ji + Vi +•••) 

91 “ 
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Bind, der Punkt der mittleren Entfemun- 

f en. Cm dies zu beweisen, ist zu zeigen, 
afs diese Gleichungen oder wenigstens 
die Ordinatengleichung für jede zwei an- 
dere Axen eben so stattfinden. Sind diese 
Axen zuerst den primitiven parallel, die 
Coordinaten ihres Uurchschnittspunkts in 
Bezug auf die primitiven Axen a, ö, so 
ist, wenn die neuen Coordinaten durch 
Indices von den primitiven unterschieden 
werden offenbar 

(T* = X — o, J,' = X, — rt ; x', = X, ~ fl . . . 

»'=»-*. »'i = y, - i • • . 

weuu nur a, 6 immer mit den gehörigen 
Zeichen genommen werden. Nach der 
Voraussetzung ist aber 

» - fl = i(x, -f X, + x,...) - a 


eins gelten, dessen Axen durch den An- 
fang des primitiven Systems gehend den- 
ken. Auch lassen sich, wie sogleich 
in die Augen fällt, diese Ireiden Systeme 
io immer paralleler Lage jederzeit so weit 
fortröcken, dafs das gegebene Vieleck 
ganz zwischen die Schenkel des Winkels 
a'Ay und man also, ohne der Allgemein- 
heit zu schaden , nur die beiden io der 
Figur dargestellten Fälle je nachdem 
der Z« < oder >90° ist, zu betrachten 
braucht. 

P ist irgend eine Spitze des gegebenen 
Vielecks. In Fig. 926, a ist AB = x, 
PB = y, AB'=x',PB'=y\ AB = AC-B'D, 
P«= fi'Cd PO d i. 

X = x'eota — y'iin n, y = x'zi« n + y' rat a 
Fig 926. 


y - 6 = “ (y,-f y, +y, +...)-ö 

x-a = ^ (x,+ x,+x,+ ..— Hfl) 

y- * = -^(y/+yi+yi+ .-"i) 

* - a = -^ [(x, - fl) + (x , - fl) 

+ (X, -<!)+...] 

y - ö = -^[(y,-*)+(yi-*) 

+(y.-i) + ...] 

*’ = -i(x,'+x’, + x',+...) 



y’ = -^(y.’ + y'i + y'i + ...) 

so dafs unsere Qleichuugeii auch für das 
neue, dem primitiven parallele System 
gelten. Auch sind sie für jede zwei neue 
auf den primitiven senkrechte Axen rich- 
tig, weil man offenbar x und y vertau- 
schen kann. Ist nun aber irgend ein 
anderes System gegeben, so kann nun 
sich, weil unsere Gleichungen für alle 
parallelen Systeme gelten, wenn sie für 


In Fig. 926, b dagegen ist AB = — x, 
PB = y, AB' = x\ PB’ = -y'i AB = AC 

- B'D, PB = B'C -p PV d. i. 

— X = x' CO« (180° — fl)— (— y')ro» (a— 9o°) 
y = x' «in h80° — «)-!-(- y’) »iB(fl — 90°) 

welche Gleichungen sich leicht ganz auf 
dieselbe Form wie die obigen bringen 
lassen. Mittelst Elimination erhält man 
leicht aus ihnen 

x'= y «in fl -p X CO« n; y’= y cot a — x tina 
Nun ist nach Voraussetzung 


y «in fl = -— (y, sin a -p y, «in fl -p y, »in u -p . . .) 

X CO» « = — (^^ cos « -p X, CO» fl d X, cot ci -p . . .) 
y CO« n = -— (y^ cot « -p y, cot fl P y, cot fl + . . .) 

X «in fl _ (fl^ «ln fl -p Xj «in n + Xj »in n p- . . .) 

y «in n -p x ro» n = — [(y^ «in o -p x, co« «) p- (y, «in fl -p x, co« a) p . . .] 

ycMaPx«infl = .^ [(y, cot a - x, «in o) p (y, co« i» — x, «in o) P . . .] 
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d. i. nach dem so eben bewiesenen 

= -~ (-r/ + -r'i + + . . .) 

y' = -^(»/ + y’i + »’• + ■••) 

die beiden Ausdrücke für i, y gelten 
also fürjedes System, und der durch diese 
Coordinateii bestimmte Punkt ist also 
der Punkt der mittleren Entfernung des 
Vielecks. 

3. Legt man durch den Punkt der mitt- 
leren Entfernung irgend eine gerade Linie 
als Axe der y; so ist y = 0 und folg- 
lich an 

J, + »! + »! +•••=<> 
d. h. die Summe der Entfernungen aller 
Spitsen des Vielecks von jeder durch den 
Punkt der mittleren Entfernungen ge- 
hende gerade Linie = 0. Eine solche 
Linie heifst eine Axe der mittleren 
Entfernungen, für welche 

y. + Vs + »• + ... = 0 

ist, dnrch einen Punkt, nämlich durch 
den Punkt der mittleren Entfernungen. 
Denn man erhält denselben dnrch die 
Coordinaten 

Jf = -^ (». + *S + ■»! + . • •) 

Ist nun y, -l-y, -f y, -f . . = 0, so ist 
auch y = 0, und der Punkt der mittleren 
Entfernungen ronfs also in der Axe lie- 
gen , auf welcher die y senkrecht sind, 
d. i. in der gegebenen. 

4. Dnrch eine ganz einfache geome- 
trische Betrachtung erhellt augenblick- 
lich, dafs im Dreieck für jede von einer 
Spitze nach der Mitte der Gegenseite 
gezogene gerade Linie als Axe 

y. + »1 + • • = 0 ‘sL 

Daher sind diese drei geraden Linien 
Axen der mittleren Entmrnungen und 
schneiden sich in einem Punkt, näm- 
lich in dem Punkt der mittleren Entfer- 
nungen des Dreiecks. 

Eben so leicht erhellt, dafs der Punkt 
der mittleren Entfernungen eines Paral- 
lelogramms der Dnrchschnittspnnkt seiner 
bei^n Diagonalen ist. 

ö. Zieht man von dem Punkt der mitt- 
leren Entfernungen nach allen Spitzen 
des Vielecks gerade Linien s,; s,; ... 

und bezeichnet die Winkel, welche diese 
Linien mit irgend einer dnrch den Punkt 
der mittleren Entfernungen gezogenen 
geraden Linie, die man als Axe, den 
Punkt der mittleren Entfernungen als 


Anfang der r annehmen mag, einschlie- 
fsen, diese Winkel immer nach einer 
Seite hin, von 0 bis 360'' gezählt, durch 
o, ; o, ; ... SO ist: 

X, = s, cota,; x,= s, coi n, ; x, =: z, eota, 
y, = s, tin n,, y, = », »in n,-, y, = s, rina, 
folglich da hier x = y = 0 ist 

0=-^(s, cot n,-(- s, coj n,-t- s, co»ft,-t-...) 


0= (», »«» n,-p s, zi«ir,-|- s, lino, -p .. .) 

und demnach, wie auch die Transversale 
durch den Punkt der mittleren Entfer- 
nungen gelegt sein mag 
0 = », CO« n, -p z, cot n, -p z, cot o, -p . .. . 
0 = z, »iit <c, -p z, «in n, -p z, »in n, + . . , . 


6. Zieht man nun von irgend einem 
anderen Punkt in der vorher dnrch den 
Punkt der mittleren Entfernungen will* 
kührlich gelegten Axe nach allen Spitzen 
des Vielecks gerade Linien z’, ; z', ... 
und bezeichnet die Entfernung des ange- 
nommenen Punktes vom Punkte der mitt- 
leren Entfernungen durch n, so bilden a; 
z, ; z,'; Oj-, z,; *'%■■■ Dreiecke, auf deren 
Orundlinie a die Perpendikel y,; y, ; Vi ..• 
von ihren Spitzen gefällt sind. Nimmt 
man nun auf das Vorzeichen des a und 
des X gehörig Rücksicht, so folgt ans 
den Elementen und No. 5 sogleich, dafs 
immer 

z',’ = z,’ -p«* — 2ox, = z,* -P a>— 2az, cota, 
z’,’=z,*-po’— 2ax, = z,’-po*— 2ds, cos a, 
z’,’=z,*+o’— 2«-v, = »,’P-o’-2a», co»n, 


u. s. w. 

folglich durch Addition 
z,H = z,’P »,>-Ps,’-P..-Pno* 

d. h. die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen irgend eines Punkts in der 
Ebene eines necks von dessen n Winkel- 
spitzen ist immer der Summe der Qua- 
drate der Entfernungen des Punktes der 
mittleren Entfernungen von den n Win- 
kelspitzen nebst dem nfacben Quadrat 
der Entfernung des ersten Punkts von 
dem Punkt der mittleren Entfernungen 
gleich. Mittelst No. 4 ergeben sich hier- 
aus leicht specielle merkwürdige Sätze 
für Dreieck und Parallelogramm. 

7. Eine unmittelbare Folge hieraus ist, 
dafs die Entfernungen des Punkts der 
mittleren Entfernungen von des Vielecks 
Spitzen die kleinste Quadratsumme geben. 

8. Beschreibt man ans dem Punkt der 
mittleren Entfernungen mit willkübrli- 
chem Radius r einen Kreis, so ist für 
jeden Punkt der Peripherie dieses Erei- 
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ses die Somme der Qoadrate seiner Ent- 
fernongen von den Spitzen des Vielecks 
eine constante Grüfse nämlich 

= + nr* 

9. Setzt man letztere Oröfso = 9’, so 
erhält man 

Uie Peripherie des aus dem Punkt der 
mittleren Entfernungen mit diesem Itadius 
beschriebenen Kreises ist also der geo- 
metrische Ort der Punkte, für welche die 
Summe der Quadrate der Entfernungen 
Ton den Spitzen des Vielecks eine con- 
stante Grüfse, nämlich = 9^ ist, wie schon 
Appolonins beweist. Appolonius ebene 
Oerter, wiederhergestellt von H. Simson, 
übersetzt von Camerer. Ein ähnlicher 
Satz läfst sich auf ganz analoge Art von 
der Kogel beweisen. Man sehe KlngePs 
Lehrbuch der Statik. 

10. Von jeder der w Spitzen ziehe man 

jetzt an alle diese n Spitzen gerade Li- 
nien z,'; z',; z', -p . . . ; z,* + Zj’... ; 

z,"; z."-p..., 
bezeichne die von dem Punkt der mitt- 
leren Entfernungen an die n Spitzen ge- 
zogenen geraden Linien durch a’; a’; a’;... 
nnd setze 

(a’)»-Ka’)»-l-(oV =S 
so ist nach No. 6 

(»,')• + (»'.)’ + (*’.)’ + • • • = S -t- " (a>)* 
(»,V + (*,’)• -P (z.«)» -I- . . . = S -f « (o«)» 


(»,")’ + (*,”)’ + -P ...= S -P n (<.")» 

Es ist aber offenbar z,'=z,’=z,’=... = 0 
nnd allgemein z^„, = z"'j. Folglich ist das 
Aggregat aller Grüfsen auf der linken 
Seite die doppelte Summe der Quadrate 
aller die n .Spitzen des Vielecks zu zweien 
mit einander verbindenden geraden Linien. 
Bezeichnet inan nun diese doppelte Summe 
durch 2^', so erhält man durch beider- 
seitige Addition leicht 2.^'= 2n.S, JV = nS, 
so dafs also die Summe der Quadrate 
aller die Spitzen des Vielecks zu zweien 
mit einander verbindenden Linien der 
nfachen Summe der Quadrate der von 
dem I’nnkt der mittleren Entfernung an 
die Spitzen gezogenen geraden Linien 
gleich ist. Im Dreieck ist also die Summe 
der Quadrate der drei Seiten der drei- 
fachen Summe der Quadrate der drei ge- 
raden Linien gleich, welche von dem ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt der 
die Spitzen mit den Mitten der Gegen- 
seiten verbindender geraden Linien nach 
den Spitzen des Dreiecks gezogen wer- 
den (s. No. 4). 


11. Im Parallelogramm ABCD ist nach 
No. 4 und 9 


Fig. 927 



Aß» + ßC» + CD» + AU‘ -p AC‘ + ßö‘ 

= 4 (.4£> -P BF* + C£» + DE*) 

= 2 {iAF* + 4ßK») = 2 (AC* + ßD«), 

Aß» -P AO» + ßC + CD* = AC» -P ßö», 
die Summe der Quadrate der vier Seiten 
leich der Summe der Quadrate der bei- 
en Diagonalen. 

12. Ist £ die Summe der Quadrate 
der Entfernungen irgend einer Spitze A 
des Vielecks von allen übrigen und K 
der Punkt der mittleren Entfernungen, 
so ist wenn S, S ihre vorige Bedeutung 
behalten 

i'= nS (No. 8); .T= S -p n AK* (6) 
woraus durch Elimination von 

AK= — p(it2'-i) 
n 

mittelst welcher Formel die Entfernung 
jeder Spitze von dem Punkt der mittle- 
ren Entfernungen berechnet werden kann. 

13. Die Mittelpunkte der die n Spitzen 
je zwei verbindenden geraden Linien ha- 
ben mit den Spitzen einerlei Punkt der 
mittleren Entfernungen. Die Coordinaten 
der Mittelpunkte jener Linien sind näm- 
lich offenbar: 

K-'.+ a'i). + !(•>•• + + 

i(*,P-'s). K-Vi + a-j). K-r,-pa-,) + ... 


■«:„), 4(-r, + .r„). J(»i + 
l(!f. + »i). K»> + ».). +».) + ■•• 


i(y. + y,). Kyi+»„)> Jli/i + y,)d 

wobei wir aber jede verbindende Linie 
doppelt gerechnet haben , so dafs jede 
Coordinate in dieser Darstellung offenbar 
2(n— l)mal vorkonimt. Die Summen 
der Abscissen und Ordinaten der Mittel- 
punkte sind also 

4(n- ))(*, -Px, -Px, + ...) 

i(iz-l) (j,-py, -P», -P...) 
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und folfflieh, da ea überhaupt |n(ii — 1) 
Verbin^ngslinie, also eben so viele Mit- 
telpunkte derselben gibt, wenn die Coor- 
dinaten des Punkts der mittleren Ent- 
fernungen dieser Mittelpunkte durch (s-), 
(y) bezeichnet werden 

- V _ H"- i)(y . + »1 + JiJ: • :_•) 
f «("-!) 

W =-^[i(.r,-(-x,) -bl (*. + *.) + 


oder 

(*) = -i(»,-t-x,-t-«,-b...) 

(s) = -^ (», + »> + y» +•■ •) 

d. i. (x) = X, (y) = y (2), folglich der Punkt 
der mittleren Entfernungen der Mittel- 
punkte aller Verbindungslinien derselben. 

Sind (x), (y) die Coordinaten des Punkts 
der mittleren Entfernungen der Mittel- 
punkte der Seiten eines necks, so ist 




d. i. (x) = X und ebenso (y) = y. Also ist 
auch der Punkt der mittleren Entfernun- 
gen der Mittelpunkte der Seiten eines 
necks mit dem Punkte der mittleren Ent- 
fernung der Spitzen einerlei, und man 
findet demnach z. B. den Punkt der mitt- 
leren Entfernungen irgend eines Vierecks, 
wenn man die Mittelpunkte seiner Ge- 
genseiten verbindet, da diese Mittelpunkte 
die Spitzen eines Parallelogramms sind. 

14. Sind A,, A, irgend zwei Spitzen 
des Vielecks, K der Punkt der mittleren 
Entfernungen , K\ der Mittelpunkt von 
A,, A., so erhellt, wenn man sich das 
Dreieck KA,A, denkt, leicht, dafs A,K^+ 
A , f(> = 2 A, 2 K'/f ,*= i A, 4 .»-t-2 K’/f ,* 

ist. Denkt man sich von A, nach allen 
den übrigen n — 1 Spitzen gerade Linien 
gezogen 

A,K> -I- A,iP= iA,4.* -I- 2K'lf,’ 

A,K» + 4,IP= 14,4,»-!- 2K'K,> 

4,K> = 14,4„‘ + 2KÄ„’ 

(I, - 1 ) 4,K> -t- 4 ,*> + A,ff> -I- ... 4 „ff> 

= \(A,A,'‘^A,A,'‘ + ...-^-A,A*) 

+ 2(K’K.*-f-K'Ä,» + ...-|-K'K„)» 

= («-2)A,K’+ S, 

wenn S ^e Somme der Quadrate der 
Entfernungen des Punkts der mittleren 
Entfernungen von den n Spitzen be- 
zeichnet. Denkt man sich nun für jede 
der n Spitzen eine ähnliche Gleichung 
entwickelt, setzt die Summe der Qua- 
drate aller die n Spitzen zu zweien ver- 
bindenden Linien = — , die Summe der 
Quadrate der Entfemnngen der Mittel- 
punkte derselben vom Punkt der mittle- 
ren Entfernungen aber = .S", so erhält 
man durch Addition aller Gleichungen, 
da offenbar jede Verbindungslinie, also 
anch jede Entfernung eines uttelpunkts 


vom Punkte der mittleren Entfernungen 
zweimal vorkommt, leicht 

i2A‘-l- 2 • 2S’ = {« -2) .S + »S 
(n-l)S = i2'-|-2S’ 

Aber i'=nS(10). Also durch Substi- 
tution (« — 2) .S = 4S'; 

S’ = ^(n-2)S, d. h. die Summe der 
Quadrate der Entfernungen der Mittel- 
punkte aller die u Spitzen des Vielecks 
verbindenden geraden Linien vom Punkt 
der mittleren Entfernungen der Spitzen 
von jenem Punkte gleich. 

15. Die Anzahl der Mittelpunkte der 

verbindenden Linien ist = (n — Ij. 

Setzen wir nun die Summe der Quadrate 
alter diese Mittelpunkte verbindenden 
Linien = — , so ist A'= Jn (» = 1).S' (10) 
die drei Gleichungen 

(n- l)S = iA-l-2S' 

£=nS, b«(n- 1).S' 

dienen zur Bestimmung der vier Gröfsen 
S, A', S', A' durch einander. So erhält 
man z. B. 

(n-l)(n-2)A=8A’ 

»{» - l)(n - 2) S = 82' n. s. w. 
woraus sich wieder merkwürdige Sätze 
ergeben würden. 

16. ln jedem Viereck ARCl), welches 
bei B und C rechtwinklig ist, ist, wenn 
wir den Winkel BAC=A setzen, immer 

ABCD-‘i£^ABC = - iAUUin ’A. 

Sei AB = b, AC = f, so Ist 

AD - i sec ^ = c tec(A — (f) 

6 cos (A — if) = ccos <f 
c — b cos A 

folglich, wenn man zugleich b, c ver- 
tauscht 
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BD = ° ~ _ l> — eeo$A 

$inA ’ ~ (in A 

_ 4’ + c* — 24c cot A 
sin A* 

durch Substitution der gefundenen Werths 
für BD, CD erhält man nun leicht 
ABCD = ib . BD+ ic-CD 
_ 24c »in — (4 * + e’— 24c coi A) cot A 
2 sin A 

wenn man nur 24c («in* >4* + cot* >t) für 
24c setzt 
ABCD = 

L I (4’ 4- c’ - 2 4c cot A) itn 2 A 
2 sin A 

wenn man nur 24c (sin M + cot *j 1) für 
24c setzt. 


Fig 928. 



Aber 2AAfiC = 4csin A 

folglich ABCn^l,r.i. n _ (** + «*- 2*c cot A) sin2A 

4 lin M 

= 2Ai4ÄC-*A/)>.sin2A 


worans die zn beweisende Qleichunff un- 
mittelbar folgt. ‘ 

17. Sei nun ABCD... ein willknhrli- 
ches Vieleck, dessen Inhalt wir durch J 
bezeichnen wollen. Von irgend einem 
Punkt IC in der Ebene des Vielecks fälle 
man auf die Seite Lothe, und rerbinde 
u 6 r 60 Fuf8puQkt6 durch fferado Linien, 
wodurch ein neues Vieleck A’B'C'D' 

▼on gleicher Seitenanzabl entsteht, des- 
sen Inhalt wir J' setzen wollen, so hat 


man nach No 16 

fCBA'B' - 2 A ff 'A’B' = - t JTB» - sin 2B 
K’CB'C - 2AICB'C’ = - *ä’C» . sin2C 
K’DC'D’ - 2 A ICC’D' = - * fTO« • sin 2ß 

ICAN'A'- 2AK'N'A’= - iKA».tin 3A 
wenn N die letzte Spitze des gegebe- 
nen Vielecks ist. Die Summe der Vier- 
ecke ist offenbar = J, die der Dreiecke 
= J'. Also 


■f- 2 J' = -i (äTA» . sin 2A - 1 - KB^ • sin 2B -h K’C» . sin 2C -h . . .) 
und wenn das Viereck gleichwinklig is( 

{K'A* -h KB^ -1- K'C» -h . . .) sin 2A. 


Soll nun, indem A und J constant 
bleiben, J’ constant bleiben, so mnfs 
JC'A* + fC B* Ä'C* -1- . . . constant blei- 
ben. Diese Qnadratensumme bleibt aber 
nach No. 8 constant, wenn Jf’ in der Pe- 
ripherie eines ans dem Punkte der mitt- 
leren Entfernungen des Vielecks beschtie- 
^nen Kreises hegt. Dies gibt folgenden 
Satz. Fället man ans irgend einem Punkt 
der Peripherie eines ans dem Punkt der 
mittleren Entfernungen eines gleichwink- 
ligen Viel^ks beschriebenen Kreises auf 
dessen Seiten Perpendikel und verbindet 
deren Fubnunkte durch gerade Linien, 
so ist der Inhalt des dadurch entstehen- 
den eingeschriebenen Vielecks eine con- 
stante Gröfse. 


Punkte kleinster Entfemnnt. 

18. Man habe irgend zwei Punkte U, 


M' in der Ebene eines Vielecks. Die 
durch M und M' gehende gerade Linie 
nehme man als Aze der A an, Jf sei 
der Anfang der Coordinaten, die Entfer- 
nungen der Spitzen von AI sollen durch 
'’if '’ii ff ■■■ Entfernungen von M' 
durch r,’; r’,; »'..., die Coordinaten 
wie vorher, die Entfernung des Punkts 
M' von M durch k bezeichnet werden, so 
ist nach No. 6 


r,’ = p(r,* -hä» - 2ä*,) = r, V(1 - c,) 
r't = Kr,»-!- ä« - 2är.) = r. Kl - c.) 
r's = Kr,» -hä» - 2äj-,) = r, V(1 - c,) 

Fürc c 

- J » C* • 

» »1 

Entwickelt man die Quadratwuneln 
nach dem binomischen Lehrsatz und ord- 
net nach Potenzen von ä, so wird 
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-*--1- A«( 

>-*v) 

+• 

r, \ 


2r, 

- ä *• + A* ( 

i-'C 




'2r, 

-A -*-l-A>( 

1 _ 

•5^ + 

r, \ 

r,’’> 

'2r, 


u. B. f. 

Folglich weil 

V = + y.‘ = •>■«’ + y,’ + . . ■ 


wenn man auf beiden Seiten addirt 


Vr, r, r, / 
^ \2r, r,»^2r, r,>^2r, 


wo die Bezeiehnnng j:, Zr' leicht rer- 
ständlich sein wird. Man kann den Punkt 
M nun einer solchen Bedingung unter- 
werfen, dafs für ihn £r, d. i. die Summe 
seiner Entfernungen von allen Spitzen 
des Vielecks kleiner ist, als die Summe 
der Entfernungen aller anderen in seiner 
Nähe liegenden Punkte von den Spitzen 
des Vielecks. Zn dem Ende mnls also 
für kleine k, 2r’>£r sein. Man kann 
nun aber k so klein nehmen, dafs das 
erste Glied 



obiger Reihe rücksichtlich seines absolu- 
ten Werths grölser ist, als die Summe 
aller übrigen, so dafs also für so kleine 
k das Zeichen der zu £r addirten Oröfse 
blofs yon diesem ersten Qliede abhängt, 
also positiy oder negativ ist, je nach dem 



es ist Soll demnach für kleine k immer 
Sr“ > £r sein, so mufs nothwendig 



sein. Das zweite Glied 

it(J..yJ+±.yy+± 

\2r, r,* + 2r, r,>^2r. 



ist offenbar immer positiv und man kann 
wieder A’ so klein nehmen, dafs der ab- 
solute Werth jenes Gliedes die Snmme 
aller folgenden übertrifft, so dafs also 
für kleine A, immer £r' > £r ist. Folg- 
lich gibt es in der Ebene jedes Vielecks 
Punkte, für welche die Summe ihrer 
Entfernungen von den Spitzen des Viel- 
ecks kleiner ist, als die Summe der Ent- 
femnngen aller in ihrer Nähe liegenden 
Punkte von diesen Spitzen. Jene Punkte 


nennt man Punkte kleinster Ent- 
fernung und sie sind, da man offenbar 
auch X mit y vertauschen kann, der Be- 
dingung unterworfen, dafs 



19. Man denke sich nnn die Coordina- 

tenaien durch den Punkt M kleinster 
Entfemnng gelegt, schneide von ihm an 
auf den von ihm nach den Spitzen gezo- 
genen geraden Linien gleiche Stücke p 
ab, und bezeichne die Coordinaten der 
Endpunkte S, .. dieser Stücke 

durch r,; f,, f , , ...so erhellt 

auch ohne Figur augenblicklich, dafs 

e’r, g’r, e 

r, Q ’ r, e ’ r,~ p • 
und folglich wegen der Bedingnngsglei- 
chnngen nach No. 18, wenn man zugleich 
mit p mnitiplicirt; 

f,+f. + f,+--. = 0 

e, + Oj -f V| "b . * • = 0 

dies sind aber die Bedingungsgleichnn- 
gen für den Punkt der mittleren Entfer- 
nungen der Punkte M,, M,, IH, . .. folg- 
lich ist jeder Pnnkt der kleinsten Ent- 
femnng eines Vielecks der Mittelpunkt 
der Entfernungen der Punkte, welche 
man erhält, wenn man auf den von dem 
Punkt kleinster Entfernung nach den 
Spitzen gezogenen geraden Linien von 
diesem Punkte aus willkührliche aber 
gleiche Stücke abschneidet. 

20. Ist umgekehrt ein Punkt M in der 
Ebene eines Vielecks der Punkt mitt- 
lerer Entfernungen der gleich weit von 
ihm entfernten Punkte a,, ä,, Sl, . . . 
so ist, wenn man sich die Coordinaten- 
azen wieder durch M gelegt denkt, nnd 
die vorige Bezeichnung No. 3 beibebält 

f, + f . + + ■ • . = 0 

V, + »« -I- ®i 4- . . . = 0 

woraus wie vorher folgt, dafs 



M also ein Punkt kleinster Entfernung 
des Vielecks, der vorige Satz also auch 
umgekehrt richtig ist. 

Im Viereck ist also der Dnrchschnitts- 
punkt der Diagonalen ein Pnnkt klein- 
ster Entfernung, weil, wenn man von 
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den Diagonalen gleiche Stücke abschnei- 
det and deren Endpunkte verbindet, ein 
Parallelogramm entsteht, dessen Punkt 
der mittleren Entfernungen besagter 
Durchscbnittspunkt ist. 

21. Gibt es in der Ebene eines Viel- 
ecks einen Punkt .W von solcher lie- 
schaifenheit , dafs die von ihm nach den 
Spitzen gezogenen Linien lauter gleiche 
Winkel einschlicfsen, so Ist W ein Punkt 
kleinster Entfernung des Vielecks Schnei- 
det man nämlich auf den von .V nach 
den Spitzen gezogenen geraden Linien 
von M aus gleiche willkuhrliche Stücke 
ab und verbindet deren Endpunkte durch 
gerade Linien, so entsteht offenbar ein 
reguläres Vieleck, dessen Mittelpunkt M 
ist. Also ist IH der Punkt der mittleren 
Entfernungen dieses regulären Vielecks, 
folglich der Punkt kleinster Entfernung 
des gegebenen Vielecks. 

22. Sind alle Winkel eines Dreiecks 

<i«, so gibt es innerhalb desselben im- 
mer einen Punkt von solcher Beschaffen- 
heit, dafs die von ihm nach den Spitzen 
gezogenen geraden Linien gleiche Win- 
kel (jeder = }/!} einscbliefsen und nur 
einen. Wären alle drei Winkel eines 
Dreiecks < JR , so wäre die Summe aller 
< 2Ä. Folglich mufs es wenigstens einen 
geben, welcher > JR. Dieser Winkel sei 
BAC. üebor AB und AC beschreibe man 
zwei Kreisabschnitte, deren jeder einen 
Winkel = )R fafst, so müssen die Bogen 
dieser Segmente sich nothwendig zwischen 
den Schenkeln des Winkels BAC schnei- 
den, weil dieser Winkel • ist 


Fig !••>!). 



und jede der beiden durch A an die Bo- 
gen gezogenen berührenden mit AB und 
AC einen Winkel gleich J R einschliefst, 
indem jeder dieser beiden Winkel dem 
Winkel im entgegengesetzten Kreisab- 
schnitt gleich also die Ergänzung von 
I R zu 2R, d. i. = } R ist Da nun der 


Durchscbnittspunkt M der beiden Bogen 
zwischen den Schenkeln von BAC liegt, 
so mufs M nothwendig innerhalb nes 
Dreiecks liegen, weil der der Spitze A 
zugekebrte Winkel BMC = \R, ein con- 
vexer Winkel ist, welches nicht möglich 
wäre, wenn M anfserhalh des Dreiecks 
läge. Da nan AM B = AMC = i R ist, so 
ist auch BMC= jR und folglich die drei 
von AM, BM, CM eingescblossenen Win- 
kel einander gleich. Da die beiden Bo- 
gen der Kreisabschnitte, welche }R fas- 
sen, sich nur in einem Punkt schneiden 
können, so gibt es auch nur einen 
Punkt wie M. 

23. Da es in jedem Dreieck, dessen 
Winkel alle ^ |R sind, innerhalb immer 
einen Punkt nbt, für welchen die von 
ihm an die Spitzen gezogenen Linien 

f ;leiche Winkel einscbliefsen, so mbt es 
ür jedes solche Dreieck immer auch einen 
Punkt kleinster Entfernung nach No. 21 
innerhalb. Auch gibt es nur einen Punkt 
kleinster Entfernung. Gäbe es nämlich 
zwei M, M' so mülsten wenigstens zwei 
der von AB', BM', CM' gebildeten Win- 
kel ungleich sein , weil es nach No. 22 
nur einen Punkt gibt, wo diese Winkel 
gleich sind. Der Punkt M' wäre aber 
nach No. 10 der Punkt der mittleren Ent- 
fernungen auf AM', BM', CM' von iH' 
gleich weit entfernter Punkte. Folglich 
mufsten, wenn man die den beiden un- 
gleichen Winkeln zugleich als Schenkel 
angebörende Linie unter AAf, BM', CM’ 
als Axe annähme, die Ordinalen der anf 
den beiden anderen Linien gleichweit 
von M' entfernten Punkte nach No. 3 
einander gleich sein , welches jedoch we- 
gen der IJngleichheit der Winkel offenbar 
unmöglich ist. 

24. Hat nun em Dreieck einen Winkel 
BAC, welcher "> i R ist so kann der 
Punkt kleinster Entfernung nicht inner- 
halb liegen, weil sonst AMB = AMC= }R 
(So. 23), also nothwendig MAB < IR, 
MAC < IR, BAC<IR sein müfste. 


Fig. 930. 



In einerseits des Dreiecks kann aber 
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Pyramide. 


der Punkt kleinster Entfernung überhaupt 
eben so wenif; liegen als aufserbalb des 
Dreiecks, «eil sich von einem solchen 
Pnnkt nie nach den Spitzen drei f;leicho 
Winkel mit einander einschliefsendo ge- 
rade Linien ziehen lassen , wie es doch 
in vorliegendem Fall niöglicb sein ninfste 
(23). Daher inufs der Punkt kleinster 
Entfernung in z«ei Seiten zugleich, d. h. 
in einer Spitze des Dreiecks liegen. Da 
aber offenbar f!A + IlC ■ All ) A(\ 
CA + C/l ■ All t AC ist, so inufs der 
Punkt kleinster Entfernung in der Spitze 
C des stumpfen Winkels liegen. 

Pyramide ist ein Körner, der von einer 
drei- oder mehrseitigen rigur als lirnnd- 
fläcbe und von so vielen Dreiecken als 
diese Grundfläche Seiten hat als Sei- 
tenflächen, die alle in einem Punkt 
der Spitze zusammen treffen, begrenzt 
wird ; der Abstand der Spitze von der 
Gmndfläche ist die Höhe der Pyramide. 

2. Wird eine Pyramide mit Ebenen 
parallel ihrer Grundfläche geschnitten, 
so sind die Durchschnitte der Grund- 
Bäche ähnlich und ihre Flächen verhal- 
ten sich zur Grundfläche «ie die Qua- 
drate ihrer Abstände von der Spitze zu 
dem Quadrat des Abstandes der Grund- 
fläche von der Spitze. 

Denn ist EFG eine der Grundfläche 
ßCD parallele Durchschnittsebene, dann 
sind die Dnrchschnittslinien dieser Ebene 
mit den Seitenflächen der Pyramide den 
■Seiten der Grundfläche parallel, nämlich 
EFA^Cü, EG + BD, FG BC. Deshalb 
^EFG = Z.BCn u. s. w. 


Fig. 931. 



Die Dnrchscbnittsfigur und die Grund- 
fläche sind also in einerlei Folge gleich- 
winklig, weil FG b BC, und so ist 
FG-.BC= AF-.AC 
nnd weil EF+CÖ 

EF . CD = AF-.AC 
daher FG -. BC= EF . CD 


Schliefst man so fort, so folgt, dafs 
die Seiten beider Ebenen , die an glei- 
chen homoiogen Winkeln liegen , je zwei 
und zwei einander proportional sind, mit- 
hin sind Durchschnitt und Grundfläche 
einander ähnlich. 

All sei ein Luth auf die Grundfläche 
aus der Spitze gefällt. Dieses schneide 
die Durch.sebnittsebene in J, ziehe UH, 
GJ, so sind diese parallel. Daher 
AII -.AJ = AI! :AG=UC-. FG 
daher ist ,1/F ; .U» = ßC* : FC». 

Aebniiche Figuren verhalten sich aber 
«ie die Quadrate homologer Linien, aiso 
Grunilfläebe B('l) : Durchscbnittsiläche 
EFG = ßC» : FG* = All* : AJ*. 

2. Der Inhalt einer Pyramide ist das 
Product aus dem Drittheil der Höhe und 
dem Inhalt der Grundfläche. 

Denn es sei j der Inhalt der Grund- 
fläche und h die Höbe der Pyramide. 
Diese Höbe theile man in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile, lege durch me 
Theilpunkte Ebenen parallel zur Grund- 
fläche, so zerlegen diese die Pyramide in 
n Theile, deren Inhalte, von der Spitze 
abgezählt, der Reibe nach mit p, p, ...p^ 
bezeichnet seien. Zwischen je zwei näch- 
sten Durchschnitten denke man sich Pris- 
men constmirt, deren eine Seitenkante 
mit einer Seitenkante der Pyramide zn- 
sammenlällt und wovon das eine den 
oberen, das andere den unteren Durch- 
schnitt zu Endflächen , beide aber den 
Abstand der beiden Durchschnitte, also 

— h zur Höhe haben; so erhält man zwei 

n 

Reihen von Prismen; die Prismen der 
einen Reihe sind Theile der zwischen die- 
selben Durch.schnittefallenden Pyramiden- 
theile, ai.so kleiner als diese Theile, die 
Summe ihrer Inhalte also kleiner als der 
der Pyramide. Dagegen sind von den Pris- 
men der anderen Reihe die zwischen den- 
selben Durchschnitten liegenden Pyra- 
midenstücke nur Theile, die Prismenstucke 
also gröfser als die zugehörigen Pyrami- 
denstücke. Die Summe ihrer Inhalte 
also gröfser. Die Prismen der ersten 
Reibe sind also inwendige Prismen, die 
Durchschnitte, welche durch den (m — 1) 
nnd den mten Tbeiipnnkt der Höbe von 
der Spitze abgezählt gehen, haben die 

Abstände ”* ä und — h von dieser 

n n 

Spitze. Bezeichnet man diese Dnrch- 
sennitte mit g,„_\ nnd j„,, so hat man 
nach dem vorigen Satz 
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9 ■ y» 




m — 1 


Also ist = 9 

Eben so folgt =: 


Setzt man in diese Vergleichung für 
m die Reibe der natürlichen Zahlen Ton 
1 bis H, so erhält man eine Reihe Ton 
a Vergleichungen für alle einzelnen Py- 
ramidenstücke: 


Der Inhalt des inwendigen Prisma zwi- 
schen diesen beiden Durchschnitten ist 
daher 


der Inhalt des auswendigen Prisma 
1 m‘ 

= -*»».= 

Zwischen diesen beiden Inhalten ist 
nnn der Inhalt des zwischen densel- 
ben Durchschnitten liegenden Pyramiden- 
stncks begriffen, man hat also 


("-!)• 


— *» < P„ < *g. 


0 . 1 * 

li "9 < Pi < ^ *» 

fl n 

1 . 2’ 

^.>'9<P.<-^I>9 

2 3* 

^kg<p,< — hg 

bezeichnet man den Inhalt der ganzen 
Pyramide mit p, so ist 

P = P. + Pi +Pi + Pm 

and wenn man die n Vergleichnngen ad- 
dirt, so erhält man 


l> + 2«+3«+...(n-l)> , 1« -I- 2> -I- 3* -1- . . . «V 

_j *,<^< *y 

Nun ist aber 

l* + 2>-|-3>-|-...(>i- 1)’ , .. l’ + 2’ + 3>+ 

-j — 


Mithin fällt p und zwischen einerlei 
einschliefsende Qrüfseo, deren Unterschied 

„9 1 

= -f kg =■— kg, der also , weil « be- 
liebig grofs (genommen werden kann, sich 
beliebig klein machen läfst. Folglich 
müssen die zwischen begriffenen Grüfsen 
einander gleich sein. 

Anmerk, gk ist der Inhalt eines 
Prisma Ton der Grundfläche g und der 
Höhe k, folglich ist eine Pyramide der 
dritte Theil eines Prisma von gleicher 
Omndfläche und gleicher Höhe. Sind G 
nnd H dasselbe Tür eine Pyramide P, 
was g nnd k für die Pyramide p sind, 
so hat man p\P = gh\ GH , d. h. Pyra- 
miden Terhalten sich wie die Producte 
aus Grundflächen nnd Höhen Sind also 
die Grundflächen zweier Pyramiden gleich 
nnd die Höhen gleich, so sind auch die 
Pyramiden gleich. 

3. Der Theil einer Pyramide, begriffen 
zwischen den Grundflächen und einem 
damit parallel geführten Durchschnitt; 
d. h. der Inhalt einer abgekürzten Pyra- 
mide ist dreien Pyramiden zusammenge- 
nommen gleich TOD einerlei Höhe mit 


der abgekürzten, deren Grundflächen aber 
der Reihe nach die untere Endfläche, die 
obere Endfläche der abgekürzten nnd das 
geometrische Mittel derselben sind. 

Denn es sei ABCDEF eine dreiseitige 
abgekürzte Pyramide. Man lege sowohl 
durch die Punkte A, C, E als durch C, 
E, F eine Ebene, so wird dadurch die 
abgekürzte Pyramide in drei vollständige 
Pyramiden ABCE, ÜF.FC und ACFE 
zerlegt. Betrachtet man von den beiden 
ersten die Dreiecke ABC und DEF als 
Grundflächen, so haben diese einerlei 
Höbe mit der abgekürzten und sind also 
die beiden zuerst genannten Pyramiden. 
Zieht man durch E in ABEF mit der 
Kante AF die Parallele EG und Terbin- 
det C mit G, so ist CG parallel der Ebene 
des Dreiecks ACF. Betrachtet man also 
bei der dritten Pyramide ACFE jenes 
Dreieck als Grumlfläche , so ist sie auch 
gleich einer Pyramide über derselben 
Grundfläche, die ihre Spitze in G hat. 
Die Eckpunkte dieser zweiten Pyramide 
sind aber bei diesen A, C, G, F. Man 
kann also das C^ACG als ihre Grund- 
fläche betrachten, wo dann F ihre Spitze, 
wo sie dann einerlei Höhe mit der ab- 
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. 932. 



gekünten Pyramide hat; es ist also nar 
noch lu zeijjeii , dafs das A^CO das eeo- 
metriscbe Mittel zwischen den End6ä(%en 
ABC and DEF. 

Nun bt 

A^fiC: AACG = AB:AG=Alt:EF 
= AC:DF=AACa-.^ IJEF 
weil A'^^^C ^ ABEF^ und bei Dreiecken, 
die einen gleichen Winkel haben, die 
Inhalte sich wie die Producte der den 
gleichen Winkel einschliersenden Seiten 
oder wie je zwei dieser Seiten sich rer- 
halten, wenn die beiden anderen Seiten, 
ine hier AG und FF einander gleich 
sind. Mithin bt AACG das geometrische 
Mittel zwbchen den Dreiecken ABC 
und DEF. Han hat demnach AACG 
= \AABC'X.ADEF. 

4. Es sei ABCDEF eine mehrseitige 
abgekürzte Pyramide, die zu der toU- 
sUndigen ABCDH gehört, lUKL sei 
eine dreiseitige Pyramide, deren Grund- 
fläche JKL der Grundfläche ABD gleich 

Fig. 933. 



ist und mit dieser in einerlei Ebene liegt ; 
alsdann haben beide Tolbtändige Pyra- 
miden auch, weil sie eine gemeinschaft- 
liche Spitze H haben, eine gemeinschaft- 
liche Uöhe, und wenn man die Ebene 
EFG erweitert, bis sie die dreiseitige Py- 
ramide im an MO schneidet, so naben 
auch die Pyramiden EFGH und .VNOH 
einerlei Höhe. Da Durchschnitte parallel 
den Grundflächen der Pyramide in dem 
Verhältnirs der Quadrate ihrer Abstände 
von der Spitze stehen, in den beiden 
hier betracnteten Pyramiden aber diese 
Abstände gleich sinu, so verhält sich die 
Grundfläche ABI) : Durchschnitt EFG 
= AJKL:AMN0. 

Aber Grundfläche .IIID = AJEL, 
folglich Durchschnitt EFG = A .WiVO, 
folglich haben die Pyramiden EFGH und 
MSOH gleiche Grundflächen und gleiche 
Höhen, wie die zugehörigen ganzen Py- 
ramiden ADH und JKLH, sie sind also 
je zwei gleich grofs, und wenn man 
Gleiches von Gleichem hinweg nimmt, 
so bleibt die abgekürzte Pyramide 
ABCDEFG = JKLMNO. 

D h. Eine mehrseitige abgekürzte Py- 
ramide ist so grofs als eine abgekürzte 
drebeitige Pyramide von gleicher Höhe 
und gleich grofsen Endflächen, folglich 
gilt von der mehrseitigen der Satz wie 
von den drebeitigen. 

ö. Zwei Pyramiden sind ähnlich, wenn 
sie ähnliche Grundflächen und ähnliche 
homologe Seitenflächen und unter glei- 
chen Winkeln gegen die Grundflächen 
geneigt sind. 

Denn es seien ABCDEF und abcdef 
zwei Pyramiden, deren Grundflächen ein- 
ander ähnlich, so wie die Seitenflächen 
ABF und abf u. s. w., die überdies 
leiche Neigungswinkel gegen die Grnnd- 
ächen haben. Wegen der Aehnlichkeit 
der Grundflächen ist ^ABF = zai f, 
daher sind in den beiden Ecken B und 
6 zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel der einen eben den Stücken der 
anderen gleich, folglich sind diese Ecken 
congrnent und also auch die übrigen 
Seiten und Winkel gleich. Man hat also 
ZGBF = Zcif und aufserdem sind die 
Seitenflächen CBF und cbf wegen des 
leichen Winkels der Ecken an BC und 
c gegen die Grundflächen unter gleichen 
Winkeln geneigt. Aus der AehnlicÜeit 
der Grundflächen folgt 

AB : ab — BC : bc 

und wegen der Aehnlichkeit der Seiten- 
flächen ABF und abf hat man 
AB\ab = BFibf, 
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Daher iat auch 

BC.be=BF-.bf. 

Mithin sind die Seitenflächen BCF ond 
bcf nach iwei Seiten und dem einge- 
schlossenen Winkel ähnlich. Mao kann 
also Ton diesen Seitenflächen wie von 
den cuerst betrachteten ausgehend auf 
die Aehnlichkeit der übrigen homologen 
Seitenflächen und auf deren gleiche Nei- 
gung gegen die Grundflächen schliefsen, 
und so folgt dann , dafs in beiden Pyra- 
miden alle Winkel und Ecken gleich und 
alle homologen Längenabmessungen pro- 
portional sind. 

6. Aehnliche Pyramiden verhalten sich 
wie die Cubi homologer Längenabmes- 
sungen. 

Denn fällt man von den Spitzen der 
Pyramiden Lothe auf ihre Grundflächen, 
so folgt wie früher bei den Prismen , dafs 
die homologen Seitenkanten diese Lothe 
und die Projectionen jener Seitenkanten 
auf den Grundflächen ähnliche Dreiecke 
bilden. Bezeichnen H und * die Höhen 
der beiden Pyramiden, deren Inhalte F 
und p sein mögen , und sind A und a 
homologe Seitenkanten und 0 und g die 
Grundflächen der Pyramiden , so hat man 
P= J//G und p = .jAj. 

Daher P:p = IKl bg 
und A '• a = II : h 

Nun sind die homologen Seiteukanlen 
den Grundkanten proportional , folglich 
verhalten sich die Quadrate der homolo- 
gen Seitenkanteii wie die Quadrate der 
homologen Grundkanten, die letzten ver- 
halten sich aber wie die Grundflächen. 
Man hat bat also 

Al*:o>=0:y. 


Setzt man diese Proportion mit der 
obigen 

® A:a = H.k 

zusammen, so ergibt sich 

A*-.a^ = HG-.hg = P-.p. 

Da nun in ähnlichen Pyramiden alle 
homologen Längenabmessungen also auch 
ihre Cuben proportional sind, so verhal- 
ten sich allgemein die Inhalte 4®*' Pj" 
ramiden wie die Cuben homologer Län- 
genabmessungen. 

Die Oberfläche einer regulären Pyra- 
mide wird trigonometrisch leicht gefunden. 
Jede der Seitenflächen ist ein gleich- 
schenkliges Dreieck, dessen Grundlinie 
die Seite eines regulären Vielecks der 
Grundfläche und die Höhe der Hypote- 
nuse in dem rechtwinkligen Dreieck ist, 
dessen Cathete die Höbe der Pyramide 
und die Senkrechte aus dem Mittelpunkt 
auf die Seite der Grundfläche sind. 

Der Halbmesser der Grundfläche sei r, 
die Höhe =A, der halbe Centriwinkel 
= Cf , so ist der Inhalt eines der Dreiecke 
= r »iB If p(r’ rot V + **)■ Summe 

aller Seitenflächen = nr «» (f l (r’co»’<f -(-*•) 

wo « die Anzahl derselben ist. Die Grund- 
fläche ist = nr’ «I» Cf • cot cf . 

Die Seitenflächen einer gleichförmigen 
Pyramide sind gegen die Grundfläche 
unter einem Winkel geneigt, dessen Tan- 
h 

gente = 

" r cot (p 

Die Seitenlinien der Pyramide machen 
mit den Seiten der Grundfläche einen 
Winkel, dessen Tangente = ist 
p(r* cot * 1 ; + ^ 

r «i» Cf 

Der Neigungswinkel der Seitenflächen 
sei =a, 


so ist y (r*cot’cf = r cot Cf tg’a) = r cot Cf •teett = 


r cot cp 


daher die Somme aller Seitenflächen 
■ cot _ nr’ tin *<f 
2 cot rt 


nr’ >m cp ■ 

cot u 


Seiten, woraus der Inhalt derselben ge- 
Fig 934. 


Die Seitenlinien der Pyramide machen 
mit den Seiten der Grundfläche den \Nin- 
. cot II 

kel, dessen Tangente = ist 

’ ' cot n 

7. Es sei CABEDFG ein abgekürztes 
Pyramidenstück, dessen Grundflächen 
CAB, FUE parallel sind, es soll der In- 
halt gefunden werden aus dem was an 
dem Stück gemessen werden kann. 

Dieses sind die Seitenlinien der beiden 
parallelen Flächen und die Winkel ihrer 
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füaden wird. Wenn die Höbe nicht durch 
Ablothung gemessen werden kann, so 
mafs sä» ans den Winkeln, welche eine 
der SeHanHnien AD mit den Seiten AB 
nnd MC macht nnd dem ^BAC herge- 
leitet werden. Denn daraus ergibt sich 
(spärisehe Trigonometrie) der Neigungs- 
winkel der Linie AD gegen die Grund- 
fläche nnd dann die Hübe, welche dem 
Produkt aus AD in den Sinus des Nei- 

n swinkels gleich ist. Diese Höbe sei 
ie Höbe der ganien Pyramide = x, 
der weggenommenen y, so ist x — y=A. 


Ferner sei AB = a, DE = ö, so ist 

a:b = x:y und y = — . 

a 

Da o:a — i = x:x — y = x:*ist 
ah bh 

so ist x = y = 

tt —b a—b 

Ferner sei die untere Grundfläche A, 
die obere B, so ist 

A : ß = : 4*. 


Nun ist das Pyramidenstück 
= JAx — Jßy. 

Setzt man für x, y, B ihre Werths, 
so wird das Pyramidenstück 


= iAB- 


fl’ — 4* _ , j ^ 


o’ + o4 


•4« 




Die dreiseitige Pyramide ist unter den 
Körpern mit ebenen Seitenflächen, was 
das Dreieck unter den ebenen geradlini- 
gen Figuren ist. 

8. Es sei DACB eine dreiseitige Py- 
ramide, deren Grnndfläche ABC. Der 
Winkel der Seitenlinie DC mit AC sei 
= n, der Winkel derselben mit BC sei 
= ß, der Winkel ACB=y. Ferner sei 
AC = a, BC=b, CD = d. Es ist der In- 
halt der Pyramide = 

1 «4d y'tin 1(« + 1* + y) • i (" + ^ — y). 
sin ^(fi - + J.) . lin } (- n ^ + y). 

Der Beweis ist derselbe wie für den 
Inhalt eioes Parallelepiped, nur dafs hier 
die Grundfläche =^btiny ist, und dafs 
diese mit dem dritten Tbeil der Höhe 
multiplicirt werden mufs. Goniometrie wird diese Formel in fol- 

Durcb einige Substitutionen aus der gende verwandelt. Inhalt der Pyramide 



— ^ abd p(J — cos ’a — cot *ß — cot ’y -|- 2 cot a • cot ß • cot y) 


9. Die dritte Seite Ser Grundfläche AB 
sei = c, die Seitenlinie AD = c, BD = f. 
Es ist der Inhalt der Pyramide durch 
die sechs Seitenlinien ansgedrückt 
A VU'r (- -I- 4» -f c> -f. d* -I- e* - D 

+ 4*c> (a> - 4* 4- c> -f d> - e« -t- /») 
-4 c«d» (a> -I- 4> - c» - d> -)- e> + P)]. 

Diese sehr symmetrische Formel wird 
erhalten, wenn für cot rr, cot ß, cot y ihre 
Werthe durch die Seiten der Dreiecke 
eingefübrt werden. 


„ a> + d'-e* 

Es ist cot a = ; 

2ad 

,_4«+d»-/-s 


cot ß = - 


2bd 
• O* -p 4* — c* 


' 2o4 

Die Rechnung ist etwas langwierig, 
übrigens eine blofs mechanische Mnlti- 
plication. 

Man kann die Combination in der For- 
mel noch auf andere Art symmetrisch 
ordnen; als 


- a*4»c’ -4 o>4» (e> + />) + fl V (<P -4 /T) + a’rf» {/> - e«) -4 aVp - a^p (o> -4 p) 
-4 4»C> (<P -4 e») + 4>d* {e^-P)- 4‘e’ (4> -4 c») -4 4’e*/’ - c V (c’ -4 d») 

+ c'<P^t' + p)-cVp. 
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10. Es sei Fig. 936 die Grundfläche 
einer dreiseitigen Pyramide ADBC ge- 

§ eben, nebst den Neigungswinkeln der 
eitenlinien DA, DB, DC gegen die 
Grundfläche, man soll die Höhe der Py- 
ramide DE und die Lage des Grundpunkts 
E bestimmen. 

Man ziehe an den Grundpunkt E die 
geraden AE, BE, CE. Diese Terhalten 
sich wie die Tangenten der Winkel ADE, 
BDE, CDE, oder wie die Cotangenten 
der Neigungswinkel EAD, EBD, ECD. 
Nun ist der Kreis der geometrische Ort 
für alle Dreiecke, die über einer gege- 
benen Grundlinie ein gegebenes Veriialt- 
nifs der Seiten haben. Man beschreibe 
also über zweien der drei Seiten der 
Grundfläche AB, AC, als Chorden Kreis- 
bogen, deren jeder der Ort des Punkts 
E sei, so gibt ihr Durchschnitt diesen 
Punkt, also auch die Längen AE, BE, 
CE. Ans jeder dieser und dem zugehö- 
rigen Winkel wird dann die Höhe der 
Pyramide ED bestimmt. Die Berech- 
nung ist etwas mühsam und muls trigo- 
nometrisch ansgeführt werden. 

11. Wenn an einer Pyramide eine Seite 
AB der Grundfläche, der gegenüberlie- 
gende Winkel an der Spitze ADB und 
der Neigungswinkel der Seitenlinien AD, 
BD gegen die Grundfläche g^eben wer- 
den, so ist die Höbe und der Grnndpunkt 
dadurch bestimmt. t>enn ans den Nei- 
gungswinkeln ist erstlich das Verbältnifs 
der Linien .-1£, BE, die nach dem Grund- 
puukt gehen , gegeben ; ferner ist durch 
den Winkel ADB mit den Neigungswin- 
keln der Winkel AEB der auf DE Senk- 
rechten AE, BE gegeben. 

Die Aufgabe wird nun diese, erstlich 
über AB als Chorde einen Kreisbogen zu 
beschreiben, der einen gegebenen Winkel 
fasse und in diesem zwei geraden AE, 
BE zu ziehen, die ein gegebenes Ver- 
hältnifs haben. Bei Höhenmessnngen ist 
dies anwendbar. 

12. Die drei ebenen Winkel der Ecke 
i4 an der dreiseitigen Pyramide ABCD 
seien alle rechte, so dafs die drei Ebenen 
B.AC, D.iC, BAD senkrecht auf einan- 
der stehen. Es ist 

(AdßD)*={AfiC)»-|-(.4DC)*-f (ABD)’ 
wo die Flächen der Dreiecke in Zahlen 
ansgedrückt zu verstehen sind. 

Der Inhalt des C^BCD werde durch 
seine drei Seiten ansgedrückt. Es sei 
BD = a, BC = b, CD = e, so ist der In- 
halt des Dreiecks 

Jl'(n-f i -f c)(— 0-1-4 -I- c)(n-|-c—4)(a+6- c). 

Die anderen Dreiecke drücke man durch 
das halbe Product ihrer Catheten aus. 


Fig. 936. 



Das Product unter dem Wurzelzeichen 
entwickele man E.s ist erstlich ein Pro- 
duct aus den Factoren (4’-he’j— o’ und 
( 1 * — (4’ - r”) und dieses ist 
2fl*4* 4- 2rt*c* -|- 24*c* — o* — 4* — r* 

■ = 4fi*4* -• («* -f- 4* — c*)* 

Nun ist a^ = Aß’+.lD' 

6> =AU' -I- AC' 
c' = AC' + AD' 

Setzt man diese Werihe für a', i', e' 
io jenes Product, so wird es = 

4AB' • AC' -h iAB' . AD' -t- AC' . AD' 
Die Somme der Dreiecke ist 
{ .iB • AD Jr i AB ■ AC 4 k ‘ AD 
und die Summe der Quadrate vou den- 
selben derseebszehnte Tbeil jener Summe. 
Das Quadrat des Dreiecks BCD ist eben- 
falls der sechzehnte Tbeil derselben und 
der Satz ist erwiesen. 

13. La Grange hat in den neuen Me- 
moiren von Berlin für 1773 analytische 
Auflösungen einiger Aufgaben über die 
dreiseitigen Pyraifliden gegeben. Sie 
setzen gar keine Construction voraus oud 
beruhen auf Gleichungen zwischen den 
rechtwinkligen Coordinaten, deren je drei 
zu einem Punkt im Raum gehören. 

Aus diesen Coordinaten oder gewissen 
daraus zusammengesetzten Ausdrücken 
bestehen die Werthe der Grölsen, die für 
eine Pyramide gesucht werden. So findet 
la Grange zuerst Ausdrücke für die Sei- 
tenflächen , leichte zwar für die am Schei- 
telpunkt zusammenlaufenden, aber für 
die Grundfläche in der Tbat einen zu- 
zusammengesetzten nur durch die Form 
einfachen. Der Scheiteipnnkt wird zu 
dem Anfan^punkt der Coordinaten ge- 
nommen. Wenn «, (, « die Coordinaten 
zu der Grundfläche sind und die Glei- 
chung für dieselbe ist u = / 4- ms al, so 


Digilized by Googl 



Pyramide. 


337 


Pyramidenwürfel. 




ist die nöhe der Pyramide 
1 

Der Inliait der I^ramide wird dnrcb 
eine symmetrische Formel mittelst der 
Coordinaten tn den drei Winkelpnnkten 
der Grundfläche an^eeeben. Diese seien 
S-. ». »; *'i y', y", »o ist dpr 

Inhalt der Pyramide = 
KaTf’s"+ys'x"+My'+ xiV yxi” -sy’x”. 

Der Inhalt durch die sechs Seitenlinien 
bt oben angegeben. Merkwürdig ist die 
Aufgabe, in einer dreiseitigen Pyramide 
denjenigen Punkt in finden, Ton welchem 
aus die nach den Ecken gezogenen ge- 
raden die Pyramide in vier Theile thei- 
len, deren Verhältnisse gegeben sind. 
Dadurch gelangt der Verfasser auch zu 
Formeln zur Bestimmung einer Kugel, 
welche zwar sehr symmetrisch, im Grunde 
aber sehr zusammengesetzt ist. Ein 
schöner Satz ist folgender über den 
Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide. 
Er ist einerlei mit dem Schwerpunkt vier 
leicher (mit ihren Schwerpunkten) auf 
ie vier Ecken der Pyramide gestellten 
Körper. 

Eine geometrische Kleinigkeit ist noch 
diese. Eine dreiseitige Pyramide werde 
parallel mit zwei Seitenlinien geschnitten, 
die nicht in derselben Ebene liegen. Der 
Schnitt ist ein Parallelogramm. 

Das Netz einer Pyramide ist die in 
einer Ebene ausgebreitete Oberfläche. Es 
ist leicht gezeichnet, wenn nur die Sei- 
ten und Winkel der Soiteirfläcbon (mit 
InbegrüT der Grundfläche) bekannt sind. 
Die drei um den Scheitelpunkt werden 
nach der Reihe an einander gelegt ,_ an 
eine derselben wird die Grundfläche über 
der beiden gemeinschaftlichen Seite ge- 
fügt. 

Pyramide (Kryst.) quadratische, s. v. w. 
.quadratisches Octaeder*. 

Pyramidales Krystallisationssystem 

ist das zweite System, das zwei nnd ein- 
axige System, bei welchem drei Axen 
unter einander recbtwinkcl sich schneiden, 
von denen zwei gleichartig sind, die dritte 
gegen diese ungleichartig ist (s. Axen- 
system), indem man sich die dritte halbe 
ungleiche Äxe als Höbe nnd die beiden 
gleichen Axen als die Durchmesser einer 
vierseitigen Pyramide vorstellt. 

Pyramidaliablen, s. u. .figurirte 
Zahlen.* 

Pyramtdenwarfel (Kryst.) (tetrakis- 
hexaeder, V iermalsechsflächner). 


eben um die sechs Octaederecken gmp- 
pirt sind, wodurch diese Formen das An- 
sehen von Iloxaedem erhalten, auf deren 
Flächen vierseitige Pyramiden aufgesetzt 
sind. Es nbt mehrere Formen dieser 
Art; sie haben 24 Flächen, 36 Kanten 
und 14 Ecken. 


Die Flächen sind gleichschenklige Drei- 
ecke, die Kanten sind zweierlei, 12 län- 
gere F, die eine gleiche Lage haben, wie 
die Kanten des Hexaeders und in denen 
immer zwei Flächen mit den Grundlinien 
an einander stofsen. 24 kürzere C, die 
eine ähnliche Lage haben wie die Kanten 
des Dodekaeders und in denen immer 
zwei Flächen mit den gleichen Schen- 
keln an einander stofsen. 

Die Ecken sind zweierlei, acht sechs- 
flächige symmetrische, die wie die Ecken 
des Hexaeders liegen nnd sechs sechs- 
flächige reguläre A, die wie die Ecken 
des Octaeder liegen. 







ist 

'wie beim Dodekaeder einer der drei Octa- 
ederaxen parallel, während sie die an- 
deren nicht gleich wie beim Dodekaeder 
sondern rerschieden schneidet. 


Pyramidentetraeder, Hemiloeiitetrae- 
der, HalbTiernndiwanzIgHichDer, haben 
12 Flächen, 13 Kanten und 8 Eh:ken. 

Die Flächen sind gleichschenklige Drei- 
ecke. Die Kanten sind zweierlei; 6 schär- 
fere nnd längere X, die eine gleiche Lage 
haben wie die Kanten des Ilemioetaedera 
und in welchen die Flächen mit ihren 

12 stom- 
ähnliche 


Pyramidenoctacder (Drei mal acht- 
flächner, Triakisoctaeder) haben 
ihre Namen erhalten von der Art, wie je 

drei Flächen um die acht Hexaederecken Grundlinien zusammonstofsen 
gruppirt sind, wodurch sie im Allgemei- pfei 
nen das Ansehen eines Octaeders erhal- 
ten, auf dessen Flächen dreiseitige Py- 
ramiden aufgesetzt sind. Ks gibt eben 
falls mehrere Formen dieser Art: Sie 
haben 24 Flächen, 36 Kanten, 14 Ecke 

Die Flächen sind gleichschenklige Drc 
ecke. 

Die Kanten sind zweierlei: 12 längere 
und Kbärfere D, die eine gleiche Lage 
haben wie die Kanten des Octaeders und 
in denen immer zwei Flächen mit den 
Ornndlinien an einander stofsen, nnd 24 
kürzere nnd stumpfere G, die eine ähn- 
liche Lage haben wie die Kanten des 
Dodekaeders nnd in denen immer zwei 
Flächen mit den gleichen Schenkeln an 
einander stofsen. 

Die Ecken sind auch zweierlei, 6 acht- 
flächige, symmetrische Ecken A, die wie 
die Ecken des Octaeders liegen und 8 
dreiflächige reguläre O, die wie die Ecken 


Lago haben, wie Linien, die auf den 
Flachen des Hemioktaeders von den Mil- 


des Hexaeders liegen. Man kennt zwei telpunkten der Flächen nach den Erken 
Arten von Triakisoctaedern. gezogen werden, in welchen die Flächen 

„ . . ..... ... mit den Schenkeln an einander stofsen. 

Pyramide, rhomboediscbe , Skalenoe- ■ , • . ■ 

der, hat 12 congruente ungleichseitige Ecken sind zweierlei. Vier sechs- 

Dreiecke, achtzehn (G kürzere schärfere, flächige symmetriMheJ, die eine gleiche 


längere stumpfere Scheitel, 6 
und ablaufende Rand-) 


Lage haben wie die Ecken des Ilemioc- 
taeders, vier dreiflächige gleichkantige 0, 
die in ihrer Lage den Rächen des He- 
mioctaeders entsprechen. 

Die drei octaedriscfaen Axen verbinden 
die Mittelpunkte zweier gegenüberliegen- 
der längeren Kanten X. 

Die vier hexaodrischen Axen verbinden 
sechsflächigen Ecken mit den ihnen . 
snüberliegenden dreiflächigen Ecken, r« 

Die Hemiicositetraeder sind die hemie- rj 
drischen Formen der Icositetraeder nnd ^ 


entstehen aus denselben, wenn die Flä- 
chen, welche um ihre abwechselnden He- 
xaederecken liegen, so an Gröfse zuneh- 
men , dals die dazwischen liegenden ganz 
verdrängt werden. Je nachdem nun die 
einen oder die anderen Fiächengruppen 
fortfallen, entstehen aus jedem Icositetra- 
acht (2 symmetrisch vierkantige Rand-) eder, 2 Körper, die sich gegen einander 
Ecken. Die Nebenaxen verbin^e^ die verhalten wie die zwei Hemioctaeder, die 
Mittelpunkte je zwei gegenüberngettder aus dem Octaeder entstehen und wie jene 
Randkanten. in rechte und linke nnterzohieden werden. 
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Pyramidales KrystaUlsationssystemiat 

das zweite System. 

PjrgOid&lXahl (thnrmfurmige Zahl) ist 
die Summe einer Columnarzahl und Py* 
ramidalzahl von einerlei Gattung, wenn 
in der letzteren die Seite oder Wurzel 
um 1 kleiner ist als in jener. Eine Co- 
lumnarzahl ist aber das Product aus 
einer Polygonalzahl in ihre Wurzel. Bloss 
zur Uebung im Rechnen folgt hier die 
Form einer solchen Zahl 
}(m— 2) r* — ^ (2m — 7) (2m — 7)r. 

Pyritoedor enthält 12 gleiche ffinfsei- 
Fig, 941. 



Flg. 943. 



tige Flächen, dreissig (6 längere, 24 kür- 
zere) Kanten und 20 dreikantige (8 
gleichkantigo und 12 unglcichkantige) 
Ecken. Die Axen verbinden die Mittel- 
punkte der sechs längeren Kanten. 

Pyrometer ein Instrument der Physik 
für Messung von starken Hitzegraden. 

Pyrophor eine Materie, welche Kohlen 
enthaltend bei gewöhnlicher Temperatur 
an der Luft sich entzündet. 

Pythft|orischer Lehrsatz ist der be- 
kannte Lehrsatz, dass in einem recht- 
winkligen Dreieck das Quadrat der Hy- 
potenuse so gross ist als die Summe der 
Quadrate der Katheten. 

Pythagorische Rechentafel ist dasEin- 

maleins in die Fächer eines Quadrats 
vertheilt Man schreibt die Einrichtung 
dem Pythagoras zu, vermuthlich aus einem 
Missverstände. Der Ahacus der Pytba- 
goraer, welchen Böotius aufbewabrt hat, 
ist kein Einmaleins. 
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Kugel 111. 
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KugcMreieek 120. 
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Lauge, geueentrisehe und heliuceutrisehe 
125 

Länge, geographische 125. 
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Limbiis 129. 
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Linsen 130. 
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LoeaUiorizontal-l’arallaxe 131 
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Luft 139. 

LufihiM 13JL 
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Mars 142. 
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Materie 144 
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Mechanik 149- 
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Messtisch 151. 
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Mittägspankt 155- 
MitUgsuhr 155. 

Mittel 155. 

Mittclgefichwitidigkeil 155 
Mittelkraft 156. 

Mittellinie 156. 

Mittellinie eines Magnets 156- 
Mittelpunkt 156 
Mittclpnnktsglcicliung 156. 

Mitternacht 156. 

Mittlere Anomalie 156 
Mittlere Bewegnng 156. 
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Mittlere Glieder oder innere Glieder 
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Mittlerer Ort 157. 
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Mittlere Sonne 157. 
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Mittlere Sonnenzcit 157. 
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Molecülc 158. 

Molccularkr&ftc 158. 

Moment 158- 

Moment der Trägheit 158- 
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Mond 175. 

Monde 177. 
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Mondeiijahr 177- 
Mondhnsterniss 177. 

Mondphasen 180. 

Mondzirkel 184. 
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Monom 184. 
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184. 

Morgen, Morgenpunkt 184. 
Murgend&mmcrung 184. 

Moi^enseitc 184. 

Morgenweite 184 
Mnltinom oder Polinom 184. 
Mnltiplicandns 184. 

Multiplicator 184. 

Mnltiplication 184. 

N. 

Nacht 187. 

Nachibogen eines Gestirns 188. 
Nachtd&ramerang 188 
Nachtfemrohr 189. 

Nachtgleichcn 189. 

Nachtgleichcnpnnktc 190. 

Nachtllngc 190. 

Nadir 190. 

Naherang 190. 


Nftherungsbmeh, Nähcmngsweisc, Nähc- 
rungswcrih 191. 

Name eines Verhältnisses 191. 
Nebenaxe 191. 

Ncbcnlast 191. 

Nebenmonde 191. 

Nebenplancten, Monde 191 
Nebenwinkel 193 
Nebenwohner 193. 

Negativ 193. 

Negative Grössen 193 
Neigung 193. 

Ncignng der Bahn 194 
Neigung der Magnetnadel 194. 
Neigungscompnss 194. 

Neigungsebene 194. 

Nrigungsnadcl 194. 

Neigungswinkel 194 
Nenner 194. 

Neoide 194. 

Nepersche Analogien 195. 

Nepersche Logarithmen 195. 

Netz 195. 

Neumond 195. 

Nenn 195. 

Neunerprobe 196 
Neutralitätsreihen 197. 

Niedere Analysis 197. 

Niedere Benennung 197. 

Niveau 197. 

Nivellireii 197. 

Nivcllir-Instrumcntc 199. 

Nivcllirstäbe mit Tafel 200. 

Nonius 200. 

Nordpunkt 200. 

Nordstern 201 
Nordsüdlinie 201. 

Normal 201 
Normalaxo 201. 

Normale 201. 

Normalmauss 201. 

Null 201. 

Nnllpunkt 202. 

Nullzcichcn 202. 

Nnmcriren 202. 

Numerisch 202. 

Numerus 202. 

Nutation 202. 

0 . 

Obere Halbkugel 203. 

Oberfläche 203. 

Objectiv 203. 

Objcctivdiopter 203. 

Oblongum 203. 

Occidens 203. 

Octaeder 203. 

Octaeder (Kryst.) 204. 

Octaederecken 205. 

Octacdralsahlcn 205. 

Octangel 205. 

Octant 203. 
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Octojjon 20T1. 

Octogunalzahlen 
Ocular 205. 

Ocularclioptpr 205. 

Oelmfthlo 2^)5. 

Opposition 210. 

Ordinatcn 21fi. 

Ordnungpn krummer Linien 217. 
Organisclie Beschreibung einer krummen 
Linie 217. 

Orienlirboussolc 218 
Orientiruni; eines grossen Dreiecks- 
netzes 218. 

Ort, absoluter 219. 

Ort, astronomischer 219. 

Ort, geoccnirischer 219. 

Ort, geometrischer 219. 

Orr, helioccntri.scher 220. 

Ort, optischer 220. 

Ort, scheinbarer 220 
Ort eines Planeten 220. 

Orthobasisch 221. 

Orthogun 221. 

ürthogrflphischo Projectionen 22L 
Orthotyi'cs System 222. 

Ortsftndorung 221. 

Ortsbestimmung 222. 

Oscillation 222. 

Osten 222 
Ostwestlinie 222. 

Ovale 222. 

p. 

a 223, 

Paar 228 
Pallas 223. 

Panfogrnph 223. 

Parabel 22,3. 

Parabeln höherer Ordnung 234. 
Parabolisch 2.3.5. 

Parabolische Asymptote 235. 
Parabolische Cur%’c 235. 

Parabolischer Ilufabsehnitt 235 
Parabolische Konchoide 23h. 
Parabolisches Konoid 236. 
Parabolischer Spiegel 236. 

Parabolische Spindel 2:16. 

Paraboloide 236. 

Parallaktisch 236. 

Parallaktischer Winkel 2.36. 

Parallaxe 236. 

Parallelen 23Ö. ' 

Parallelen ahstccken 240. 

Parallele Himmelskngel 241. 
Parallelebenc 241. 

Paralleleplpcdiim 241. 

Parallelepipedum der Kräfte 245. 
Parallelflächig 245. 

Parallelkreise 245. 

Parallellineal 245. 

Parallelogramm 245. 


Parallelogramm der Geschwindigkeiten 
246. 

Parallelogramm der Hyperbel 246. 
Parallelogramm der Kräfte 246 
Parallelograph 246. 

Parallcltrupcz 246 
Parameter 2»t6. 

Partialdivision , Partialdividend , Partial* 
quutient 247. 

Partialmiiltiplikation etc. 247. 

Partielle Differenzen von Funktionen 247. 
Partielle DifferenzialglGichnngcn 248. 
PnscaU Dreieck 251. 
Passngeninstrnment 2.52. 

Pedometer 252. 

Pendel 252. 

Pendel, ballistisches 25.3 
Pentaeder 253. 

Pentagon 253. 

PcntagonaUahlcn 2.53. 

Pcniedekagon 253. 

Perikaustika 2.5.3. 

Perigeum 2.53. 

Periholium 253. 

Perimeter 2.53. 

Periodischer Dcciinalbruch 2.53. 
Periodischer KeUenbruch 253 
Penodischer Monat 254 
Periöci 254 
Perioptrik 254. 

Peripherie 2.54. 

Peripheriewinkel 2.54. 

Pcriscii, Umschattige 254. 

Periscoplschc Brillen 254. 

Permntationen 2.54. 

Permutiren 2.5.5. 

Pcrpendiculär 255 
Perpendimlarmcthode 25.5. 

Perpendikel 2.5.5. 

Pcrpendikelwaagc 255. 

Perpetuum mobile 2.55. 

Perturbationen 255. 

Phasen 2.57. 

Phorometric 2.57. 

Phoronomic 257. 

Photometer 266. 

Phütomclne 267. 

Pbvsik 2GL 
Plan 267. 

Plnneoncavcs Glas 267. 

Planconvexcs Glas 267. 

Planetarium 267. 

Planeten 267. 

Planetenbahn 271. 

Planctenjahr 272. 

Planetensystem 272. 

Planetoiden 272. 

Pianetolabiiim 272. 

Planimetrie 272. 

Platonische Körper 272. 

Platonisches Jahr 272. 

Plus 272. 
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Polurgleichung 273 
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Polarprojection 273. 

Polarstern 273. 

Polarzirkfl 273- 
Polarzonon 273. 

Polarisation de* Lichts 273. 
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Polhöhe 273. 
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Polycdrab.nhicn 289. 
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Polyedron 289. 

Polygon 289. 
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Polygonometrie 299. 
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Polynomial-Coefficicnt 299 
Polynomisi'her 8au 299. 
Polynorainm 306 
Ponton 306. 

Porismn 306 
Porosität 307. 

Positiv 307. 

Positionswinkcl eines Sterns 307 
Postulat 307. 

Potenolsrhe Aufgabe 307 
Potenz 307. 

Potenz der Hyperbel 308. 
Pütenzexponent 308 
Potenzrechnung 3fl8 
Polcnzzeichen 308. 

Praktik, welsche 308. 

Presse 308. 
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Printfaotoren 308 »* 

Primzahlen 308. 

Prisma 308. 

Prisma, achromaiisches 315- 
Prisma (Optik) 315 
• Prisma (Krysl.) 315* 

Prismatisches KrysiuHisationssystem 316. 
Prisinoid 31h. 

Probe, Hechnuiigsprobe 316- 
Problem 316- 

Problem von drei Körpern 316. 

Problemi ballistisches 316. 

Problem, beaunigebes 316 
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Proportion 318 
Proportionale 319- 
Proportionale Spirale 319. 
Proportionalität 319- 
Proporliomilzirkel 320. 

Pscudomorphoson 323 ^ 

Ptolcmäischer Satz 323. 

Punkt 323. 

Punkt der mittleren Kuiferiiung 323 
Funkte kleinster Kntfernung 328. 
Pyramide 331. 

Pyramide (Krysl.) 337. 
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Pyram »len Würfel 337. 

Pyrnmidcn(K*taedcr 338. 

Pyramide (rbomboedische) 338 
Pyramidcntciraedrr 338. 

Pyrgoidulzahl 3.39- 
Pyritoeder 339. 

Pyrometer ,*139. 

Pyrophor 339 

PylhagoHsehcr Lehrsatz 339. 
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